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cognitione funt imbuti, vix explicari poteft: ne- 
que hic, eti in alus. difciplimis fieri. folet, exordium trac- 
tationis a definitioue commode | fumere licet. —. Non quod 
huius calculi mulla plane detur. definitio ; fed quomiam ad 
eam intelligendam eiusmodi opus eft. notionibus, mon folum 
im vita communi, verum etiam in ipfa. Analyfi. finitorum 
minus vitatis , quae. demum im Caleuli. Differentialis per- 
traclatione. euoluz atque explicari folent :. quo fit, vt eius 
definitio non. ante percipi queat, quam eius principia iam 
fatis. dilucide fuerint. per[petta. — Primum tgittr hic calcu. 
lus circa quantitates variabiles ver(atur : etfi enim omnis 
quantitas [um matura im infinitum augeri Qo diminui: po- 
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Iv PRAEFATIO. 

tef] ; tamen dum caleulus ad. certum. quoddam. snflitutum 
dirigitur, alae quamtitates conflanter. eandem. magnitudi- 
nem retinere conciptuntur, aliae véro per omnes gradus 
auclionis ac diminutionts variari : ad quam. difinchionem 
uotandam ilae quantitates conflantes, hae vero variabiles 
vocari folemt ; ita vt hoc difcrimen mon. fam in ret na- 
tura, quam im quaeflionis, ad quam calculus refertur, in- 
dole fit pofitis. — Quoniam haec differentia. inter. quanti- 
tates con[lantes do» variabiles exemplo maxime iluffrabitur, 
coufideremus. 1a&fum | globi. ex tormento. bellico vi. pulveris 
pyrii exploft ; fiquidem hoc exemplum ad rem dilucidandam 
ünprimis idoueum videtur. — Plures. igitur hic. occurrit 
quantitates, quarum ratio in ifla inuefligatione eft. haben- 
da: primo fcilicet. quantitas pulueris pyrii ; tum. eleuatio 
tormenti fupra horizomtem ; tertio. longitudo iacfus. fuper 
plano. horizoutalt ; quarto tempus, quo globus explofus in 
eere ver[atur: ac mifi xperimenta eodem tormento. iufli- 
tuntur, infuper eius. longitudo cum pondere globi in com- 
putum trahi deberet. — Verum hic a varietate tormenti. e 


globi animum vemoueamus ,| me im. quaefliones. nimium. im- 


plicatas incidamus. —Quodft ergo. feruata. perpetuo eadem 
pil- 











PRAEFATIO. " 
pulueris pyriz quantitate, eleuatio tormenti continuo. nmur- 
tetur, iacfusque. lougitudo cum tempore tranfitus globi per 
aerem requiratur ; im. hac quaeflioue. copia pulueris fen 
veis unpulíus erit. quantitas conflans, eleuatio autem. tor- 
menti cum . longitudine iactus eiusque duratione ad. quanti- 
tates. variabiles referri. debebunt ;. fiquidem. pro. omnibus 
eleuationis gradibus has res definire velimus, vt inde im. 
note[cat, quantae mutationes im lougsudme ac duratione 
uus ab omnibus. eleuatioms varzatiomibus oriantur. — Alia 
autem erit quaeftio, ft feruata. eadem. tormenti eleuatione, 
quantitas puluerzs pyrii contintto. mutetur , qo» mutationes, 
quae inde im taclum redundant, defimiri debeant : hic 
enim eleuatio tormenti erit. quantitas conflans, contra ve- 
ro quantitas pulueris. pyrit, qo longitudo ac duratio. iac- 
tus quantitates variabiles..— Sic igitur. patet, quomodo imn- 
"ato quacflionis flatu eadem. quantitas modo inter. conflan- 
tes, inodo inter variabiles nunerari queat: fimul autem hine 
intelligitur, ad. quod. in. hoc negotio. maxime efl attendem- 
dum , quomodo quantitates. variabiles aliae ab. alüs ita 
peudeaut, vt mutata cona reliquae nuecefjario. tfnmutationes 
recipiunt. Priori. fcilicet cafu , quo quantitas. pulueris 
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vi PRAEFATIO. 
pyrii eadem manebat, mutata tormenti eleuatiome etiam 
longitudo Q? duratio iacfus mutantur; funtque ergo lom- 
gitudo qo duratio iacfus quantitates. variabiles pendentes 
ab eleuatione tormenti, hacque mutata fimul certas. quas- 
dam mutatioues patientes :. pofleriori vero cafu pendent 
& quantitate pulueris. pyrit | cuius mutatio in. illis certas 
mutationes producere debet. Quae. autem quantitates. hoc 
modo. ab. aliis pendent, cet his mutatis etiam. ipfae mu- 
tationes .fubeant , eae. harum. functiones: appellari. [olent ; 
quae denominatio latiffme | patet , atque omnes modos, 
quibus vma quantitas per alias determinari poteft, im fe 
compleclitur. — Si igitur X  denotet. quantitatem. variabi- 
lem , omes. quantitates, quae etcunque ab. x pendent, feu 
per eam determinantur, eius funciioues vocantur 5. cutus 
modi funt. quadratum eius. X X , aliaeue. potentiae. quae- 
cumque, mec mom quantitates ex his vrcuuque compofitae ; 
quim etiam transceudentes, Qo» im genere. quaecunque ita 
ab x pendent, vt aula vel diminuta. x. ipfae mutationes 
recipiant. .— Hinc. iam mafcitur. quaeflio , qua quaeritur, 
ff. quantitas x. data. quantitate. fiue augeatur. fme | dimi- 
"uatur, quantum inde quaeuis eius funcliones -ammuten- 
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PRAEFATIO, VII 
"ur, feu. quantim incrementum. decrementumue | accipiant. 
Cafibus quidem. frmplicioribus haec quaeftio facile. refolui- 
nr: fo enim quantitas X augeatur. quantitate wy eius 
quadratum xXx hnc incrementum capiet 2xw —- ww; 
ficque. incrementum. t1pfius x. fe. habebit ad. incrementum 
ipfius XX, vt e ad 2xw--wo, hoc efl, vt ad 2x--w; 
Jimilique modo in alüs cafibus ratio incrementi ipfius x ad 
incrementum, vel decrementum , quod. quaeuis. eius. func- 
to inde adipifcitur , confiderari folet. | Efl. mero. inueffi- 
gatio. rationis. huiusmodi. incrementorum. ipfa. mou. folum 
maximi momenti, fed ei etiam vniuerfa. Analyfis. infmi- 
torum innititur... Quod quo clarius. appareat, fumamus 
exemplum | [uperius. quadrati X X, euius. incrementum 
axwo-L-uwuv, qud capit, dum ipfa quantitas; x 1ncre- 
mento w augetur, vidunus ad hoc rationem. temere, vt 
2X-w ad 1; vnde perfpicuum efl, quo mimus Juma- 
tur Uucrementum w, eo propius iflam ratiomem accedere 
ad rationem aX ad 15 neque tamen ante prorfus in hauc 
ratiouem abit , quam. incrementum illud & plane euanes- 
cH. — Hinc intellgumus, ft quantitatis variabilis x. incre- 
mentum ow in nihilum. abeat , tum. etiam quadrati eius xx 
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VIII PRAEFZAITI IO. 


iucremueutum. inde oriundum quidem. euanefcere, . verumta- 
men ad id rationem tenere vt 2X ad 1; (qy quod hic 
de quadrato eft diclum, de omnibus. alis. functionibus | ip- 
Jis. x. eft. intelligendum ;/ quippe. quarum. incrementa. eua- 
nefcentia, quae capiuut, dum ipfa quantitas X. incremen- 
uum euane[ceus. fumit , ad hoc ipfum certam dv. affgnabi- 
le: ratiouem tenebunt. — Atque hoc modo fumus. deducti 
ad definitionem Calculi Differentialis, qui eff methodus 
determinandi rationem incrementorum euanefcentium, 
quae functiones quaecunque accipiunt, dum quantitati 
variabili, cuius funt functiones, incrementum euanes- 
cens tribuitur: Aascque defmmitioue ceram indolem calculi 
differentialis. contineri, atque. adeo exhauriri, iis, qui in 
hoc geuere mon fumt hofpites, facile erit perjpicuum. 
Calculus igitur differentialis mou tam im his ipfis incre- 
mentis euane[ceutibus , quippe quae fuut uulla , exquiren- 


dis, quam im eorum ratione ac proportioue mutua. cru- 


ianda occupatur : 4e cum hae vationes. finitis. quantita- 


dibus exprimantur , etiam hic. calculus. circa. quantitates 


finitas verfari eft cenfendus. ... Quamuis. enim. praecepta, 
vti vulgo tradi folem, ad ifla incrementa. euanefceutia 
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PRIDEFATIA IX 
definienda videantur. accommodata ; nunquam tamen ex ds 
abfolute [pecfatis, fed potius femper ex eorum ratione com- 
clufiones. deducumtur. — Simili- vero. modo. calculi integra- 
lis ratio eff comparata, qui conuementif]ime ita. definitur, 
et dicatur effe methodus ex cognita ratione incremento- 
rum euanefcentium ipfas illas funCtiones, quarum funt 
incrementa, inueniendi. — Qwo autem facilius hae ra. 
tones colligi, atque in calculo repraefentari. poffunt, haec 
pae incrementa. euamefcentia , etiamft fint. sulla , | tamen 
certis fignis demotari folent 5. quibus. adhibitis mihil. ob- 
flat, quo minus dis certa momima imponantur. — Vocgm. 
tur daque differentialia , quae cum. quantitate. deflituag- 
tur, infinite parua quoque. dicuntur s. quae igitur. fua ma- 
tura da fuut imterpretauda, vt omnino mulla feu nihilo 
aequalia reputentur. — Ita ff quantitati x. incrementum 
tribuatur o, vt abeat in X-- 0, eius quadratum xx 
abibit ip xx --2xw-- ww», ideoque. incrementum 
capt 2X09-]- 00; quare imcrementum ipfius x , quod 
eff , fe habebit ad. incrementum. quadrati, quod eft 
2X0- €90, vli 1 ad 2X-1-€; quae ratio abit in 1 
ad 2X, tum demum, cum cw euane[oit. — Fiat igitur 
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X PRAEF.A1IO. 
w-—2o, d ratio iflorum. incrementorum | euanefcenttum, 
quae fola im calculo. differentiali fpeclatur, vtique eff vi 
: 4d 2x; meque vicijm- haec. ratio veritati effet. con- 
fentanea , mifi reuera illud imcrementum o euane[ceret , 
penitusque. mihilo fieret aequale. — Quod ergo hoc. mihi- 
lum per w indicatum referat incrementum. quantitatis X , 
quia hoc fe habet ad incrementum quadrati x X vt 1 ad 
2X, erit quadrati x X tncrementum —a2x0, ideoque 
etiam ihilo aequale ; ende fimul conflat. anmihilationem 
horum u-cremenutorum "on obflare , quoimmus eorum a 
tio, quae efl et x ad 2 x fit determinata. — Quod. ntl 
lum iam hic littera € exhibetur, id im calculo differem- 
tiali, quia et incrementum. quantitatis x. [peclatur, figno 
dx repraefemari , eiusque. differentiale vocari folet ;. pofr- 
toque dx loco w, ipfius xx. differentiae erit. 2xdx. 
Simili modo offenditur fore cubi x? differemtiale —— 
4xxdx, dw sm genere cuiusque. dignitatis x». differen- 
isle fore Cnxn-dx. Quaecunque autem aliae. func- 
Houes ipfius x proponantur, in. calculo. differentiali regu- 
lae traduntur. eortm differentialia imueniendi: verum per- 
petuo tenendum eft, cum haec differentialia. abfolute. fme 
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PRAEFATIO. XI 
uihla, ex düs mihi aliud concludi , mft eorum  vationes 
mutuas, quae vtique ad. quantitates finitas. reducuntur. 
Cum autem hoc modo, qui folus efl ration. con[entaneus, 
principia Calculi differentialis flabiliumtur ,| omnes. obtrec- 
tationes, quae contra hunc calculum proferri Junt. folitae , 
[ponte corruunt ; quae tamen fummam vim retinerent, fi 
differentialia feu. infinite parua. mou. plane. annihilaren- 
tur. — Pluribus. autem, qui Calculi. differentialis praece- 
pta tradidere , vifum. eft. differentialia a nihilo abfoluto 
fecernere , | peculiaremque ordinem | quantitatum | infinite 
paruarum, quae mon penitus euane[cant, fed quantitatem 
quandam, quae quidem effet omni afgnabili. minor, ve- 
tineant , conflituere :. bis. igitur. iure. eff obieclum ,. vigo- 
vem geometricum negligi, Qo conclufones inde. deductas, 
propterea. quod. hutusmodt infinite parua mneeligerentur, 
merito efe [ufpeclas : quamtumuis emm exigua baec infr 
nite parua concipiatur, tamen son folum fimgulis, fed 
etiam pluribus atque adeo. tumumerabilibus fmmul. vejcien- 
dis, errorem tandem inde enormem refultare poffe. Quam 
obieclionem perperam eiusmodi exemplis, quibus per Calcu- 
lum differentialem eaedem concluftones ac per. Geometriam 
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in PRAEFATIO. 
elementarem eliciuntur ,. infringere. couantur : mam fi ea 
infinite parua, quae in calculo negliguntir, non funt. mihil, 
inde mece[Jario error , 1sque eo snair, quo magis ea coa- 
ceruantur , refultare. debet ;. hocque fn minus. eueniat , id 
potius. vitio. calculi , quo. monmmquam errores. per. alios 
errores. compen[autur , ejfet. tribuendum , quam ipfe. cal- 
culus ab erroris. fufpicione liberaretur. — Quodft. autem 
nullo nouo errore huiusmodi compen(atio fiat , talibus. ex- 
emplis luculenter. id ipjum, quod volo, euincitur , ea quae 
fuerint. ueglecla , omnino qo abfolute pro. hilo effe ha- 
benda; ueque imfimite parua, quae in calculo differentiali 
traciantur , a nihilo abfoluto difcerepare. — Minime etiam 
uegotium conficitur , quaudo a nonnultis infinite parua ita 
defcribuntur , vt inflar puluisculorum vefpeciu vafii mon- 
tis vel etiam totius. globi terreflrris fpeclari. debeant: etfi 
enim qui magnitudinem totius. globi terreffrris calculo. de- 
terminare fufceperit, ez error 01. vnus fed plurium. mil- 
lium. puluisculorum facile condonari foleat; tamen rigor 
geometricus etiam a. tantillo errore abhorret ,| mmisque 
grauis effet haec obieclio , ft ellam. vin. retineret..— De- 
inde etiam. difheile diclu efl, quid lucri. iude [perent, qui 
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PRAEFATIO XIII 
infinite parug a nihilo diftimgui volunt :- metuunt. autem, 
ne, ft plame euane[caut ,, etiam. comparatio eorum , ad 
quam totum negotium perduci femtiunt ,| tollatur :./— quo- 
modo enim abfolute mhila inter fe comparari queant, mullo 
modo concipi poffe profitentur. — Neceffe ergo putamt is 
aliquam magnitudinem velinquere, quo habeant. aliquid, ia 
quo comparati onem mfituant : hanc tamen magnitudinem 
tam paruam admittere. coguntur, vt quafi effet. mulla, 
[peclari ac fme errore im calculo megligi pofft. — Ne: 
que tamen certam ac definitam ipfi maguitudinem , licet 
mcomprehenfibiliter paruam ,. affgnare audent ; — femper 
enun [i eum bis terue minorem affumerent, eodem. modo 
comparationes fe effent. habiturae..— Ex. quo. per[picium eft, 
uihil plaue ipfam magnitudinem. ad. comparationem infli- 
tuendam. conferre , haucque. adeo mom tolli, etiamfi ille 
magnitudo penitus; enanefcat. — Ex diclis autem fipra 
manifeftum eff, eam comparationem, quae im calculo dif- 
ferentiali: fpectatur , me. locum. quidem. habere, wifi illa 
incrementa prorjus euanefcant : incrementum enim quan- 
Htalis X, quod tm genere indicauimus per w, ad incre- 
meutunm quadratà Xx, quod efl 2xu-—- ww, rationem 
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habet vt y ad 3x0; quae femper differt a ratione 


radax, mf ftwo-o; at fiflatuamus effe »—o, 
tum demum vere affirmare po[Jumus, hanc. rationem. fie- 
ri exacle vt 1 ad a x. Interim tamen per[picitur, qtto 
mins iud incrementum w accipiastur , eo propius ad 
hauc rationem. accedi ; vende mon folum licet, fed etium 
naturae vei conuemit, haec incrementa primum vt finita 
con[fiderare, atque etiam in figuris, ft quibus opus eft ad 
rem. illuftlrandam , finite repraefentare ; deimde vero haec 
incrementa cogitatione contmuo mura feri concipiantur, 
ficque eorum ratio comtimuo magis ad certum. quendam 
limitem appropinquare reperitur, quem autem tum de- 
mum attiugant, cum plaue im mihilum abierint. — Hic an- 
tem limes, qui quafi rationem. vltimam | incrementorim 
ilerum. con[lituit , verum eft objectum Calcult: differentia- 
lis ; cuius igitur. prima. fundamenta i5 iecife. exifliman- 
dus efl, cui. primum in mentem venit, has rationes viti- 
mas, ad quas quantitatum variabilium. incrementa , dum 
continuo magis diminuuntur, appropinquant, Qj cum eua- 
nefcunt, tum demum attingunt, contemplari. Huius autem 
fpeculationis veftigia deprehendimus apud antiquiffimos Auc- 
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PRAEFATIO. XV 
tores, quibus idcirco idea quaedam leuisque. cognitio Ana- 
lyfs iufinttorum. abiudicari uequit. — Paullatim. deinde haec 
fJetentia/ maiora. accepit. incrementa , neque. fubito ad. id 
Jafligium, in quo uunc cernitur, efl euecta; etiamfi. qui- 
dem im ea multo plura adhuc fimt occulta , quam in lu- 
cem protracla. — Cum enim. Calculus. differentialis ad. om- 
mis generis. funcliones , vtcunque. fit. compofitae , exten- 
datur, non repente methodus. innotuit, omnium plane. func- 
tonum. incrementa. euane[centia inter. fe comparandi; fed 
fenfim haec. inuentio. ad. funciones. continuo magis. com- 
plicatas. proceffit. — Quod. fcilicet. ad. funcliones rationa- 
les attinet, ratio vltima, quam earum incrementa. eua- 
ne[centia inter fe tenent, multo ante NEUTONI 4c LEIR- 
NIZII lempora a[hgmari potuit; ita vt Calculus differen- 
tialis, quatenus ad. folas. functiones rationales applicatur, 
diu ante baec tempora muentus fit cenfendus. — Tum ve- 
ro nullum eff dubium, quin NEU TONO eam Calculi diffe- 
reutidlis partem, quae. circa. functiones irrationales ver- 
fatur, acceptam. referre. debeamus; ad quam infigni. fuo 
Theoremate de euolutione. generali. poteftratum. binomii. fe- 


liciter eft deductus , quo. eximio. inuento. limites: calculi 
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differeutialis iam. mirifice erant. amplificati. t E1BN1zIYO 
aulem non minus fumus obflricli, quod hunc calculum, an- 
tehac tantum velut fmgulare artificium. fpectatum, in. for- 
mam dijciplinae redegerit , eiusque. praecepta. tauquam in 
foflema. collegerit, ac. dilucide explicauerit. — Hinc. enim 
maxima fubfidie fuggerebantur ,| ad. hunc calculum. vite- 
rius excolendum , qo» ea, quae adhuc defiderabantur , ex 
certis principis elicienda. — Mox. 1gitur. fludio cum. Ipftus 
LEIBNIZII, £t//ó|YUA BERNOUILLIORUM 24 oc ab eo tüci- 
tatorum , fies. Caleuli- differentialis etiam ad. functiones 
trauscendentes, quae pars adhuc fuerat. inculta, funt. pro- 
nott, tum vero etiam. folidifuma fundamenta Calcul in- 
tegralis couflituta ;. quibus. infiflentes, qui deinceps im. hoc 
genere elaborarunt ,| continuo maiora incrementa. addide- 
"Uil. NEUTONUS rero etiam amplifjuna. dederat. [peci- 
mina. Calculi integralis, cuius prima inuentio, cum & pri- 
ma origime calculi differentialis vix. feparari queat , mn 
ita abfolute. conflitui. potefl ;. qo quoniam maxima. eius 
pars adhuc. excolenda. reflat, hic. calculus me munuc. qui- 
dem pro abfolute inuemto haberi potefl; fed potius quan- 
tun cuique pro viribus ad eius. perfeclionem | conferre 
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contigerit , id grata mente agmo[cere debemus. — Atque 
haec de gloria imuentiomis huis calculi tenenda effe iu- 
dico, de qua quidem antehac tantopere efl difceptatum. 
Quod autem ad varia nomina, quae ifli calculo a diuer- 
farum mationum. Mathematicis imponi folent, attinet, ea 
onmia huc redeumt, vt cum. data hic defiutione egregie 
coufeutiant : fiue enim. incrementa. illa. euane[centia ,  quo- 
rum rato confideratur, differentialia vocentur, five. fü 
xiones, ea femper mihio aequalia fumt intelizenda ; in 
quo vera notio fufmite paruorum confütui debet. — Hic 
vero etiam omnia, quae de differentialibus fecundi o» al. 
torum ordinum curiofe magis. quam vtiliter. funt. difpu- 
taa, reddentur. planifma, cum omnia per fe aeque eua- 
we[caut , meque ea vuquam per fe, fed potius eorum re- 
latio mutua [peclari foleat. — Cum enim ratio, quam dua- 
rum functtonum. tucremeuta. euanefcentia. teueut ,| iterum 
per fuuclionem quandam exprimatur, fi c. huius func- 
Lions incrementum euane[cens cum aliis conferatur, res ad 
differentialia. fecunda. referri. eft. ceufenda ;. ficque. porro 
prosrej]o ad. differentialta. altiorum. graduum intelligi de- 
bet, ita vt femper. quantitates. finitae. reuera. auimo  ob- 
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xvi PRAEFATIO. 
verfentur , fignaque. differentialium tautum ad eas commo- 
de repraefendandas adhibeantur. — Primo quidem. intuitu 
ifla Analyfis infimitorum. defcriptio plerisque. leuis ac. qn- 
mis flerilis videatur , etft. (pecies 1lla arcana infimte par- 
rorum re haud plus polliceatur: verum ft rationes, quae 
ier incrementa euane[centie  funclionum  quarumuls: in- 
tercedunt, probe coguofcamus, haec. coguitio faepenumero 
per fe maximi eft momenti; tum vero in plerisque iisque 
maximi arduis iue[ligationibus 11a. eft. neceffaria, vt. fie 
eius adminiculo uihil plane intelligi poft. — Veluti ft. quae- 
flio. fit de imotu. globi ex tormento explofi, fimulque ratio 
vefiflentiae aeris haberi debeat , quomodo motus. per. [pa- 
num finitum frt futurus, mullo modo flatim. definire licet, 
dum tam direclio [emitae , in qua globus incedit , quam 
ipfius celeritas, a qua vefifleutia pendet, quouss momento 
immutatur. — Quo minus autem [patium, per quod motus 
fiat , confideremus , eo minor. erit illa variabilttas , eoque 
facilius ad. cognitionem veri pertingere licebit ; quodft. au- 
tem illud fpatium plane euane[cens. reddamus, quia tam 
omnis inaequalitas tam im direclione viae quam im cele- 
ritate tollitur , effedum refifleniae per regulas motus .ac- 
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curate definire, motusque mutationem punco temporis pro- 
duclam a[hsmare licebit. Cognitis autem his mutationibus 
momestaneis, feu potius cum i1pfae fimt nullae, earum. re- 
latione mutua, iam plurimum | fumus lucrati ; atque cal. 
culi integralis opus ef! , exinde motum per. (patium | fin 
Upon cariatum concludere. — Minime autem neceffe effe ar- 
bitror vfum. Calculi. differentialis atque. Analyfeos. infini- 
torum im genere pluribus offendere; cum nunc quidem fa- 
t5 fit exploratum , ff. vel. leuiffrmam | inuefligationem, in 
quam motus corporum tam folidorum quam | fluidorum üt. 
grediatur , accuratius infhituere velimus, id mon folum 0n 
Jie. Amnalyft infinitorum. praeffrari. poffe, fed hanc ipfam 
Jcientiam. faepe. uoudum fatis excultam effe, vt vem peni- 
Ius explicare valeamus. — Per omnes. fcilicet Mathefeos. par- 
tes vfus buius Analyfeos. fublimtoris vsque adeo diffunditur, 
et omma, quae fme eius interuentu. adhuc expedire licuit, 
pro uihilo propemodum fmt. habenda. 

ConfHitui igitur. im hoc libro vmuerfum. Calculum diffz- 
rentialem ex veris. principiis deriuare, atque itg. copiofe 
periraclare, ot. uihil praetermitterem. eorum, quae. qui- 
dem adhuc eo pertinentia [unt inuenta. — In. duas. opus 
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diuifi partes, in quarum priori iaclis calculi. differentia- 
lis fundamentis methodum. expofut. omnis. generis. functio- 
ues differeutiandi , meque tantum differentialia primi or- 
dinis, fed etiam fuperiorum ordinum inuenendi ;. [tie func- 
tioues vnicum variabilem fiue duas pluresue imuoluant.. In 
altera autem parte amplij]nnum huius calculi vfum im ip- 
fa Analyfi finitorum. ac. doctrina. ferierum.| expofui ; ocbi 
etiam imprimis Theoriam maximorum ac munmmorum  di- 
lucide explicati. — De vfu autem huius calculi in. Geome- 
tria linearum. curarum uihil adhuc. affero, quod eo mr 
nus defiderabitur, cum in. aliis operibus haec pars ita. co- 
piofe fit pertraclata, vt adeo prima. calculi differentialis 
priucipia quafi ex Geometria fimt. petita, ad hancque [ci- 
eniiam , cum vix fatis effent. euoluta, [umma cura appit- 
cata. Hic autem omuia ita intra. Analyfeos purae. luni- 
tes continentur, vt ne vlla quidem figura opus fuerit , ad 


omuia huius calculi praecepta. explicanda. 
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" | iis, quae in Libro füperiori de 

| ! quantitatibus variabilibus atque func- 
tionibus funt expofita, perfpicuum eft, 
EX prout quantitas variabilis actu. varia- 
tur, ia omnes eius functiones varia- 
tionem pati. Sic, fi quantitas variabilis » capiat incre- 
mentum o, ita vt pro x fcribatur x-1-w, omnes func- 
tiones ipfius x, cuiusmodi funt x»; 2?; IL ; 
alios induent valores: fcilicet xx abibit in xx 4-7 2x0 -1- vw ; 
A 2 x 
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TTE | a-d-x 
x? abibit in 3?-1- 3x x9 4-2 3x€6€9 2-49? ; & | ———— 
! 3 3 : aa-|-xx 
Pod. a—-x--e ; 
transmutabitur in —————-————— . Huiusmodi ergo 
aa--xx-]-2xw -1- ww "E 


alteratio femper orietur, nifi funttio fpeciem tantum 
quantitatis variabilis mentiatur, reuera autem fit quanti- 
tas conftans, veluti x? : quo cafu ralis functio inuariata 
manet, vtcunque quantitas x immutetur. 


2. Quae cum fint fatis expofita,. propius acceda- 
mus ad eas functionum affeCtiones, quibus vniuerfa ana- 
lyfis infinitorum innititur. Sit igitar y functio quaecun- 
que quantitatis variabilis x : pro qua fucceffiue valores 
in arithmetica progre(tione procedentes fubftituantur, fci- 
licet: x5 x--7€9; x--20; x3-739; x-3-40; &c. ac 
denotet 51 valorem quem functio y induit, fi in ea 
loco x fübftituatur x 4-w ; fimili modo fit 59 is ipfius. y 
valor, fi loco x fcribatur x-1-2w; parique ratione de- 
notent. j" ; yr; 53*; &c. valores ipfius y, qui emergunt 
dum loco x ponuntur x2—39; x-]-49; x-1-5w; &c. 
ita vt ifti diuerfi valores ipfarum x & y fequenti modo 
fibi refpondeant : 


Xx; x--w; x--2€; x--3€9; x--4€; x--5€; &c. 
9397s 5 Jas Mm SLT uot 3$ Me 


3. Quemadmodum feries arithmetica x ; x-1-w; 
x-2w; &c. in infinitum continuari poteft, ita feries 
ex functione y orta 55 5! ; 5! ; &c. quoque in infinitum 
progredietur, eiusque natura pendebit ab indole func- 
tio- 
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tionis y. Sic, fi fuerit y — x; vel yz—24*--55; fe- 
ries y; j!; 51 ; &c. quoque erit arithmetica: fi fuerit 
T , feries prodibit harmonica : fint autem fit 
y—a* , habebitur feries geometrica. Neque vlla exco- 
gitari poteft feries, quae non hoc modo ex certa func- 
tione ipfius y oriri queat; vocari autem folet huiusmodi 
functio ipfius x , ratione feriei, quae ex illa oritur, eius 
TERMINUS GENERALIS ; quare, cum omnis feries cer- 
ta lege formata habeat terminum generalem, ea vicis- 
fim ex certa ipfius x functione oritur, vti in doctrina 
de feriebus fufius explicari folet. — — 


4. Hic autem potiffimum ad differentias, quibus 
termini feriei y, y', y", yt, &c. inter fe difcrepant, 
attendimus ; quas vt ad diíferentialium naturam accorrn- 
modemus, fequentibus fignis indicemus, vt fi 

j1—y-—hy; ju—yi&4y!; ym—55—4Ay7; &c. 
Exprimet ergo &y incrementum, quod fuün&io y capit, 
fi in ea loco x ponatur x--&, denotante e numerum 
quemcunque pro lubitu affümtum. In do&rina quidem 
ferierum fumi folet e—1 ; verum hic ad noftrum infti- 
tutum expedit, valore generali vti, qui pro arbitrio au- 
geri diminuiue queat. Vocari quoque folet hoc incre- 
mentum Ay funclionis y eius DIFFERENTIA, qua fe- 
quens valor y' primum y füperat, atque perpetuo tan- 
quam incrementum confideratur; etiamíi faepius re vera 
decrementum exhibeat, id quod ex eius valore negatiuo 
agnofcitur. 

A. 3 5. Quo- 
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$. Quoniam y" oritur ex y, fi loco x fcribatur x-1-26; 
manifeftum eft eandem quantitatem efle orituram, fi pri- 
mum pro x ponatur r-w, tumque denuo x-1-« loco 
x ítatuatur. — Hinc y" orietur ex y!, fi in hoc loco x 
ícribatur x-4-w ; eritque ideo ^y! incrementum ipíius y! 
quod capit pofito x-1- w loco x ; ficque A5! vocatur fi- 
mili modo Differentia ipfius y'. Pari ratione porro erit 
^5" differentia ipfius y", feu eius incrementum, quod ac- 
cipit, fi loco x ponatur x 4-9 ; atque Ay"! erit differen- 
tia, feu incrementum ipfius y"!, & ita porro. Hoc patto 
ex ferie valorum ipfius y, qui funt y; y'; y: 5 y; &c. 
obtinebitur feries differentiarum Ay; &!; 5j"; &c. 
quae inueniuntur, fi quilibet terzminus illius ferie1 a fc- 
quente fübtrahatur. 


6. Inuenta ferie differentiarum , fi ex ea denuo 
differentiae capiantur, quamlibet a fequente fubtrahen- 
do, orientur diflerentiae differentiarum , quae vocantur 
Differentiae fecundae; hocque modo per chara&eres cog- 
venientiflime repraefentantur, vt (ignificet : 


DOxy Cum 
AA)! 2 Ay" — 4A)! 
A yn Anm EL Ay" 
AAym-— Ajyw — ym 
&c. 
Vocatur itaque A^» differentia fecunda ipfius y ; 4^5! 
differentia fecunda ipfius »*, &ita porro. Simili autem 
modo ex differentiis fecundis, (i denuo earum differen- 
tiae 
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tiae capiantur, prodibunt differentiae tertiae hoc modo 
(cribendae A35 5 ^?5y'5; &c. hincque porro differentiae 
quartae à*y ; ^*5'; &c. ficque vltra quousque libuerit. 


s. Repraefentemus fingulas has differentiarum | fe- 
ries ita in. fchemate, quo earum nexus facilius in oculos 
incidat : 

PROGRESSIO ARITHMETICA. 
*;x-Ew; xv--2w€; x--39; x49 ; x-]- 5»; &c. 
VALORES FUNCTIONIS. 

S34dx n 3342 p Po ENSRES h ; JJ" : Ot 
DIFFERENTIAE PRIMAE, 

A477: ANE 3 AU s ym: S AW Re 
DIFFERENTIAE SECUNDAE. 

A55; A5)! 5; AA)" 5; AAy" ; &c. 
DIFFERENTIAE "TERTIAF. 

à*y $ ASyFo$ c04*,t5g 78. 
DIFFERENTIAE QUARTAE, 

EC PUCEATAM UAE 
DIFFERENTIAE QUINTAE. 

A5y 3 &c. 

. &c. 


quarum quaelibet ex praecedente oritur, quosque ter- 
minos a fequentibus fübtrahendo. ^ Quacunque ergo 
functione ipfius x loco y fübftituta, quoniam valores 
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41, yT, 5?!t, &c. per notas compofitiones facile formar 
cur, ex iis fine labore fingulae differentiarum ries in- 
venientur. 

$. Ponamus effe y—x; eritque j!—x1!—x-1-0; 
jroxru—x-2w: & ita porro. Vnde differentiis fü 
mendis erit AÀx—w; Ax!--w; Ax"—uw; &c. ideoque 
omnes differentiae P hdde ipfius x erunt confítantes, ac 
proinde differentiae fecundae omnes euanefcent; pari- 
terque differentiae tertiae, & fequentium ordinum om- 
nes, Cum igitur fit ^x —«, ob analogiam loco litterae 
cw iíte character Ax commode adhibebitur. Quantitatis 
ergo variabilis «', cuius valores fücceffiui x, xt, x" x", &c. 
arichmeticam pr ogreffi onem conftituere hiudoar, dif- 
ferentiae Ax, Ax!, Ax", &c. erunt conftantes arque 
inter fe aequales ; ac propterea erit AA x—0o, A?x—0, 
A*x-o, ficque porro. 

g. Pro valoribus ipfius x, quiipfi fücceffiue tribu- 
untur, progreffionem arithmeticam hic affumfimus, ita 
vt horum valorum diíferentiae primae (int conftantes, 
fecundae ac reliquae omnes euanefcant. ^ Quod etíi ab 
arbitrio noftro pendet, cum aliam quamcunque progres- 
fionem aeque adhibere potuiffemus; tamen progreffio 
arithmetica prae reliquis omnibus commodiffime vfurpari 
folet, cum quod fit fimpliciffima atque intelle&tu facillima, 
tum vero maxime, quod ad omnes omnino valores, quos 
quidem x induere poteft, pateat.  "'ribuendo enim ipfi 
& valores cam negatiuos quam affrmatiuos , in hac fe- 
rie valorum ipfius x omnes omnino continentur quan. 
ura- 
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titates reales, quae in locum ipfius x fubftitui poffunt: con- 
tra autem fi feriem geometricam elegiffemus, ad valores 
negatiuos nullus aditus patuifler. ^ Hanc ob caufam va- 
riabilitas functionum y ex valoribus ipíius x progrefIionem 
arithmeticam coníftituentibus aptiffime diiudicatur. 


ro. Vti eft Ay — y'! — y, ita differentiae vlterio- 
res quoque ex terminis primae feriei y, y*, y", y", &c, 
definiri poffunt. 
Cum enim fit Aj'— jy" — y1 
erit 
AA yLl)t'—2)! -L JJ 
& 


AA yrLym —-5 -- y! 
ideoque 
A?) — AA) —AAy—mn-— 33" -L- 39!— y 
fimili modo erit 
A*yZc9w — 4m -L 6yu — 4y1-p- y 
& 
Ay EL" rug meixoymo-0jttalo s. tuy 


quarum formularum coefficientes numerici eandem legem 
tenent, quae in poteftatibus Binomii obferuatur. Quem- 
admodum ergo differentia prima ex duobus terminis 
feriei y; y!; y"; y"; &c. determinatur, ita ditferen- 
tia fecunda determinatur ex tribus, tertia ex quatuor, & 
ita de ceteris. Cognitis autem differentiis cuiusque or- 
dinis ipfius y, fimili modo differentiae omnium ordinum 
ipfius y'; y" ; &c. detnientur. 


B | 11. Pro- 
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11, Propofita ergo quacunque Functione y fingulae 
eius differentiae, tam prima quam fequentes, quae qui- 
dem differentiae w, qua valores ipfius x progrediuntur, 
refpondent, poterunt inueniri. Neque vero ad hoc opus 
eft, vt feries valorum ipfius y vlterius continuetur: quem- 
admodum enim diílerentia prima A» reperitur, íi in y 
loco x fcribatur x 3-7 9, atque a valore orto y! ipía func- 
tio 5 fübtrahatur ; ita differentia fecunda A A y obtinebi- 
cur fi in differentia prima Ay loco x ponatur x-[-w, vt 
oriatur A5*, atque Ay a A! fübtrahatur. Simili modo 
fi differentiae fecundae AA» capiatur Differentia, eam 
fuübtrahendo a valore, quem induit, íi loco x ponatur 
x-]w, proueniet differentia tertia A?y; hincque porro 
eodem modo differentia quarta A*y, &c. . Dummodo 
ergo quis nouerit differentiam primam cuiusque functio- 
nis inueftigare, fimul poterit differentiam fecundam, ter- 
tiam, omnesque fequentes inuenire : propterea quod dif- 
ferentia fecunda ipfius y nil aliud eft, nifi differentia prima 
ipfius ^y; & differentia tertia ipfius y nil aliud, nifi dit- 
ferentia prima ipfius AA y; ficque porro de reliquis. 


12. Si fun&io y fuerit ex duabus pluribusue par- 
tibus compofita, vt fit y — p-- 4 --* -4- &c.; tum, quia 
eft y! — p! —b- 2! --r!-p- &c., erit differentia Ay — 
Ap -- A4 Arx -- &c. , fimilique modo porro AA; 
A^p--A^4-- A^Ar-- &c., vnde inuentio differen- 
tiarum, fi functio propofita ex partibus fuerit compofita, 
non parum facilior redditur. ^ Quod fi vero fun&tio y 
fuerit produ&tum ex duabus functionibus p & 7, nempe 
y 
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;y-7-p4, quia erit y!——p'g!, & p'-—p-I- Ap atque 
q— 4-44, fiet pz — pg d- pA 2 -H- 4A p-1-5p55, 
hincque Ny— pAg-4- 42 5p—L- ^pA^4. Vnde, (ifit p quan- 
titas conftans —2, ob ^a— o; erit funttionis y —24 4, dif 
ferentia prima Ay — 4^7, fimilique modo differentia fe- 
cunda AAy — 44A; , tertia A?7 — 44?42, & ita porro. 


r3. Quoniam omnis functio rationalis integra eft ag- 
cregatum ex aliquot poteftatibus ipfius x; omnes differentias 
funcHonum rationalium integrarum inuenire poterimus, 
fi differentias poteftatum tantum exhibere nouerimus. 
Hancobrem fingularum poteftatum quantitatis variabilis x 
differentias inueftigemus in fequentibus exerplis. 

Cum autem fit x? — 1, erit Ax?^— 05; propterea 
quod x? non variatur, etiamfi x abeat in x —- c. 

Tum vero vidimus effe ^x —*e; & 4Ax—o, fimul- 
que differentiae fequentium ordinum euanefcunt. Quae 
cum fint manifefta a Poteftate fecunda incipiamus : 

EXEMPLUM LL 
lnuenire differentias omuium. ordinum poteflatis x*. 
. . i . 

Cum hic fit y — x?, erit y — (x 4- «)? ; ideoque 
Ay-—cawx-1- ww; quae eft differentia prima. [am ob c 
quantitatem conftantem , erit AA y—c24w, & à?y—o0; 
à*y—co ; &c. 

EXEMPLUM Ilf 
luuenire. differentias. omnium ordinum poteflatis x5. 

Ponatur y — x? ; &, cum fit y! — (x-1-«)?, 

B a erit 
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erit 
ÀyT——3u0rx--30?x——-w* 
quae eft differentia prima. Deinde ob 
A, xylL20x-Lutw 
erit 
À. 30 * x I2 6009 x -]- 30? 
& 
Bl3w*»—— 409. "At Ne oc 
quibus collectis erit | 
A^y—6uw*r--60 : atque A*y— 6a? : gto 


Differentiae vero fequentes euanefcent. | 
EXEMPLUM . IIL | 
Inuenire. differemias omuium. ordinum. poteflatis x^. 
Pofto y x*; ob y'!z(w-rT«)* 
erit 
Ay — 40x? -- 6w?x? -I- 40? x —A- e : 
quae eít differentia prima. "T'um ex praecedentibus eft : 
À. 40x? —c 120? x? 21-1290 Y — 40 * 
&. 6w?x*—— . . . I1I2€35x-]-6ow* 
A dua xe) d US VOU Mat 
Deut. veu A 21:089 2 Lir Ld 
His colligendis erit differentia fecunda : 


AAyoIc12w?x? -- 240? x -]- 149 ; | 
Quia deinde porro eft: | 
À. 120?x? — 240? x -]- 120 * | 

A 24wulY 0I su 


À, 140* CUR Tuo 
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prodibit differentia tertia : 
A3y — 240? x -I- 56w* 


atque tandem differentia quarta: 
À*y —2240 


quae cum fit conftans, differentiae fequertium ordintim 
cuancícent. 
XEMPLUM Iv. 
Iuuenimre differeutias cumsuis ordinis. poteflatis x". 
Ponatur y — x*; &, cum fitt y'—(xv-Low); 


j"--(x--20)"; yml(xr-p3w)"; &c. Poteftates 
euolutae dabunt; 


y c x" 


y zt n ee Sagre O7) uina az POI Q2) 
I. 2. 

i0? x7—;—L &c. 

ynmat4I 20) 9-1-]- —— T 4? xn- i-re o 
- a. 3 

893 x»-; -]- &c. 

yIn——ax xt4- 7 30x "— EST int P PR ERENIPE ^ 28-1) (1-2) 
I. 2 rr dS 

' 2703 x »— —L &c. 


yuan I aniri- 182 1) 16i iai OD e 


6409 3yn-$ —— &c. 
B 3 Hinc, 
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Hinc, differentiis fumendis, prodibit : 


" N- 2 a) (1-2) 
Ay 2m "n—1I t9) y n—3a 
jy 2 Lerma a E 
* x7- —- &c. 
H n (n— 2 ni  (n—2) 
Ayt —— — n-I se 3t? yn-1 
jt m Testa T 4L 
hec "-; I &c. 
auis t s "e 2. T: 2(n—1i) (n—2) 
ày" — T ex xr let 
190? x7-3 -—L-- &c. 
yu? Nia e dt 7 usa 20-9 0-2. (n—2) 
z 2. 3 | 
37 vd 
fümantur denuo differentiae, atque obtinebitur : 
ANy — n(n-1) w*xn- Né cw c 2) 60 x"-3 —L—- 
202. 13224 
AN! 5 n(n-1)a? x ^ —I- Itum 120)? 13*-—— 


VER Ria. meimcme 
"WD E T 


AAÀy9 — n(n-1) wx» p A Em 18 rais 


Pat). (n-2)6 E -2. 110 9 x*-4 —— &c. 


61. 22.0] 


Ex 


6C ucPUÓS à 15 
Ex his per fübtra&ionem vlterius eruitur : 


Ka-rXo-z Xo 3) 


A3 y —n(ne1)(ne2)3 x0—3-]- ————— — ————— 4 6w* x»-4-L- 
S 
-— d) f 
—nu(n-1)(n-2)a? x7- aX 2) * 6ou* 1"—-4-1- 
3. 4 
&c. 


atque porro : 
A* y — "n(n—I) (n—2) (n—33o0* x "—4 Ll. 
&c. 


1:4. Quo lex, fecundum quam iftae differentiae 
poteftatis x» progrediuntur, facilius perfpiciatur. ^ Poma- 
mus primo breuitatis ergo : 


SE. H 
deci 
n(2—3) 
RB 
— n(n—1i)(n—a) 
Wigs ie n E 
D. 25 5061) (8527 (2—3) 
1. Z2. 3. 4 1 
p — "07 1) (072) (273) (073) 
UE rm 4-4. 4. j$ | 
&c. 


B.zz 


De- 








r6 C AIPAETS 
Deinde fequens formetur "Tabula, quae pro (ingulis dif- 


ferentis inferuiet : 


p:5070.; Of OIL)Q.8T GO 4-5. 9. 3 Q (C. 


Asi] ors dH ub rs 1ug)PI Oy r0. «enc 4 SNC 
A*951.0; 0;;25,65 14; 305; 62. 5  I20 5 "2334 ; &c. 
435|05;0;0; 6536; 150; 540; 1806 ; 5796 ; Gc. 
^5y|0;0;0; 0;24; 240; 1560; 8400 ; 40824 ; &c. 
55y | 0; 0; 0; 0; 0; 120; 1800; 16800; 126000; &C. 
^75|0;0:0;0;0; 0; 720; 15120; 191520; (xc. 
5'5|10;0;0;0;0; 0; O ; $040 ; 141120; &c. 
in qua "Tabula numerus cuiusuis feriel inuenitur, fi 
eiusdem feriei praecedens ad numerum füpra pofitum ad- 
datur, atque fumma per indicem charadteri ^ infixum 
multiplicetur. Sic, in ferie differentiae 4*y refponden- 
te, terminus r68oo inuenitur, fi praecedens 18oo ad 
fupra fcriptum 1550 addatur, atque Summa 35360 per 5 
multiplicetur. 

rs. "Tabula ergo hac conftituta, fingulae differen- 
tiae Poteftatis a? — y fequenti modo fe habebunt: 


&y Z5 A w xni 4 Ba? xs: -1- Cu? 4973 -]- Du 3-4 -- 


&c. 

B*'y aiBw2-:-L6Cu2-i--14Dof2^-4-- 
&c. 

43 y — 6Cw3x^—i-4- 36Du*x9-4 71 50Ew* x9-$ -]- 
&c. 


à* y — 24Dw* x"-4-1-240E«5 x7- f-]- 1 560F«5 40-6-1— 
&c. Ge- 












PEMM——————————á RU MK-SMI€—————— 


EAXPUTS " 








Generatim autem poteítatis x» differentia ordinis s, feu . 
A", fequenti modo exprimetur. 
Sit 
pem "g(n-1)(»-2). Dr MEE 
venden PROS 3 ! 7, 
H — M 
K acm riga cpm Í ) 
7 ——-1i 
H-—m-—1,. 
IP —— , 
"m -L23 
n—mn-a 
M — - b: 
n -- 3 
&ci 


Deinde vero fit : 


9" — n (tme-)(m -2) 


! I 
al(mlim — nm sg v n opagrer taie 


2. 1 


(m —2y» - &c 

r7, ni m-1 PI 1 V v1.2 
é-mTiysi- — gum! i ed (tite 1 )ma1- AERIS) 
I 


- li 4. 3 


(m —2)"1! -IL- &c. 
n ni(m-1) n(m-1 (7-2) 
/—(m-- 1 )m-Fi- - qggm-pip ————— (me1)mMie.———Ó—— 
yon) I T I. 2 ( 4 D 2$. $3 
(m-2)"r: -L &c. 
quibus valoribus inuentis erit 
ay — alumx»-m -- GK ani yn-m-1i p y Li um--23- m—i &c. 


cuius expreflionis ratio ex modo, quo fingulae differen- 
tiae ex valoribus y, 5^ 5^, y^, &c. eliciuntur, fponte 


fequitur. 
C 16. Ex 
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16. Ex his perfpicuum eft, fi exponens » fuerit 
numerus integer afflirmatiuus, tandem ad differentias 
perueniri conítantes, hisque vlteriores omnes effe — o. 
Sic erit 


Á, uu mew 

Bau? T igw 

A3, x3 —c 6u?3 

A*. xy* —2240^ & tandem 
Driuq4e —— rg ocHeoz c AU" 


Omnis ergo functio rationalis integra tandem ad ditle- 
rentias conítantes deducetur. Scilicet, functio ipfius x 
primi gradus, « x -- 7 differentiam primam iam habet 
conftantem —««.  Funétio fecundi gradus 2xx -- ^x -4- c 
differentiam fecundam habebit conífítantem —— 22ww. 
fun&tionis autem tertii gradus differentia tertia erit con- 
ftans; quarti quarta, & ita porro. | 


17. Modus autem, quo inuenimus differentias po- 
teftatis 1^, quoque latius patet, atque ad eas poteftates, 
quarum exponens z eft numerus negatiuus, vel fractus, 
vel adeo irrationalis, extenditur. Quod quo clarius ap- 
pareat, differentias tantum primas praecipuarum  huius- 
modi poteftatum  exhibebimus, quoniam lex differen- 
tiarum fecundarum ac fequentium non tam facile cer- 
nitur: erit ergo, : 

ACcX UN 

,x? — aw x -L-ow* 

A, x3 — 3uw x? -- 3 w? x -]- o? 

À,x* Lc 40 x? -]. 6 &? x?- 4€? x-]-o* &c. 
Si- 
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Simili modo vero erit 














A x1 -—— sad WT - 9t 
"TR x? x3 xt 
&c. 
A, x-31T— zs 30* "S 4t)? 
"tmp y x^ x5 
&c. 
j( 6t rot? 
A. v3 II — I c TIE TWO s m 
&c. 
N. x4 — 4 em" IOQ* 2040? 
7 AT x? x Y? 
&c. 
Er inde pro reliquis. Pariter erit 
1 | 0? Q9? 
Nat cm — — —À EST 
2r* 8x? L6X 
&c. 
: fa) (e, ^ $03 
2E iuonme: — : -- —— — 
3x* 9x? 81x* 
&c. 
2 "53 
bod poa 
av^ 8x? 16x? 
&c. 
A, x yL].].-— 9 a MIS. 





C 2 18. Ap- 





€AITYWT.t. 


T8. Apparet itaque has diflerentias, fi exponens ip- 
fius x non fuerit numerus integer affirmatiuus, in infini- 
tum progredi, feu ex terminorum numero infinito con- 
flare. — Interim tamen eaedem differentiae quoque per 
expreflionem finitam exhiberi poffunt. — Cum enim , po- 


fito y — x-* 22 — , fit y! ——1. erit À, x- 3 — 4, —— 
ATA J xo Hells 


I I | ; I 
— — — — 5 vnde, fi fra&tio —— in feriet tatur 
ig T «Ho : pz in feriem conuertatur, 


prodit expreflio iix simili modo erit 
I 
A.N — 5 — XL RE: 
— (xpey 
atque pro irrationalibus erit 
| I I 
AN, yx-—YV(xtwo)—Yx,& A. — tic E 
( ) r —Y zio 9) E pu ,| 
quae formulae fi more folito in p explicentur , fupe- 
riores exprefliones praebent. 


r9. Hoc vero modo quoque differentiae fun&tio- 
num , fiue fractarum fiue irrationalium, inueniri poffunt: 


fic, fi quaeratur differentia prima fraCtionis. pona- 


I 
aa Lxx 
&, quia eft y* — a. 

"ES LP NT aa 4 xx T awx-Lw? 

: I I I 
erit àÀy -— 4, ——— ZZ ——————— — 
J at oxx aa--xx 4-20 -J- 0x0 aa xx? 


quae expreffio quoque in feriem infinitam conuerti poteft. 


tur y —— 
J— Lax? 


Pona- 
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Ponatur 264 -xx zPB& 20x ww — oe 


erit 
I I | j2 (13 
LLO—TP—PRRES—( eA 
n P P P? ET 
& 
que UMP 
Ay— —p: tp; ped 0€ 
Reftitutis ergo loco P & Q valoribus erit : 
Ay —— A. I CERA M aT tmr pope rpm 
aa -qTxx (aa t xx)? (aa T xx)? 
8595x3--12 0* x? 6t x 4 0)? | 
(aa d x x 


qui termini fi fecundum  poteftates ipfius » ordinentur 
erit : 





^ I 20)X L0 (cv —22). 403 (x3—aax) 
da Txr— (aad x: ax x)? (aa x x)? — (aa 4 LxaxxM t 
&c. 


20. Similibus feriebus infinitis differentiae functio- 
num irrationalium quoque exprimi poflunt. 
Sit propofita ifta functio y — Y (aa xx) ; 
&, cum fit y* — Y (aat xxFaoxd ow), 
ponatur 42 - x —P& 2wx Mo —Q. 
3 
V Age t ME n jb- BP * uEp- 
&c. 


C 3 vnde 








G APTE 


vnde fiet 


ded An 20) x - 000) 9)? »* —4? x—u* 
Ay c2. V(aa T xx) 2 ——— y VERS rp n VT (aa Lx xy 
vel &c. 
UE. 59)Y 100? aat! xXx 
&c. 


Hincque adeo colligimus functionis cuiuscunque ipfius x, 
quae fit 5, differentiam hac forma exprimi poffe, vt fit 
Ay—-—Pw--Qw*--Rw*--Sw*-- &c. 
exiftentibus P, Q, R, S, &c. certis ipfius x functioni- 
bus, quae quouis cafu ex functione y definiri poffunt. 


211. Neque etiam ex hac forma differentiae func- 
tionum tranfcendentium excluduntur, id quod ex fequen- 
übus exemplis clarius apparebit. 
EXEMPLUM .L 
luuenire differeutiam primam logarithmi hyperboliei 
ipfius x. 
Ponatur y22/x ; & cum fit. y* — (x49), 
erit 
—y-ymdGee-1kmi 14-3). 
Huiumsodi autem logarithmum fupra docuimus per fe- " 
i a & du 
riem infinitam exprimere ; qua adhibita, erit I ASdie i Vel. 41 
| a- 
uw? t3)3 t9* 
2XX 3X ax 








i 
AyzzairL—- 
jy A. Ix jn 
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EXEMPLUM II 
Inuemire differentiam primam quantitatis exponem- 
tialis a*. 
Pofito y —a4* erit y!——a*--e — a*,aw : 
at fupra oftendimus efTe 
wa —w?(la)t .— w3(]a)3 
[3 ME TET 
: quo valore introdu&to erit 
ax SLE i i Ja)?  m*w3(Iay3 


B. ay yr yy —— M ———— 4 ——-r- &c. 
ps4 I. 2. 3 


g"TI- éc. $?J25 indv- 





EXEMPLUM III 
In circulo, cutus radius — x, inuenire diffgrentiam 
fius arcus — x. 
Sit fÍinrccy, erit 5*— fin (x--«), 
vnde Ay-—5'— y — fin(x--w) — fin x. 
At eft íi (x--w) — cof o. fin x -- fin w. cof x , 
atque per feries infinitas oftendimus effe , 


cofwzzi1- —— -- — 





T &c. » j^^ ine: 


[2 7 *323.43.4 714.3.34.4. 6 
& 
93 /—— t)5 t)? 








lin w e uy--———.Le— e Es » 9 
I.2.3 1.2.3.4. 3 | 1.2. 3. 4. 5. 6.7 &c. 


quibus feriebus fübftitutus erit :- 
uc m ()3 Q* y) 
A. finx Zw. cof — — (in x —— cofx-- — (n x-4- —— cofa- 
2 24 IZO 


&c. 
EX- 








DITPNIEUS 


EXEMPLUM I v. 
In circulo. cuius radius —a | inuenire. differentiam 
cofinus arcus x. — 
Pofito y — cofx, ob j*-— cof (xw) 
erit 9* — cof v. cof x — fin w. fin x 
& | Ay— cof». cof x — fin w. fin x — cof x 
Seriebus ergo ante expofitis adhibendis prodibit : 


» tQ? to3 t* Q5 
A.cofx Z- w(inx-— — cofx4 — finx-- — cofx — — (in x— 
2 6 24 120 


&c. 
». Cum igitur propofita quacunque functione 
ipfius x, fiue algebraica fiue transcendente , quae hit y, 
eius differentia prima eiusmodi habeat formam vt fit : 

Ny—Poe--Qwe? --Rw?--Se*-- «c. 
íi huius diflerentia denuo capiatur, patebit differentiam 
fecundam ipfius y huiusmodi formam effe habituram : 

ANy — Po*--Qo? -- Ro*-- &c. 
(imilique modo differentia tertia ipfius y, erit huiusmodi 
A3y — Po? -- Qu* à- Ros-- &c. 
ficque porro. 

Vbi notandum eftlitteras P, Q, R, &c. hic non 
pro valoribus determinatis adhiberi, neque eadem littera 
in diuerfis differentiis eandem fun&tionem ipfius » deno- 
rari: ideo enim tantum iisdem litteris vtor, ne fufficiens 
diuerfarum litterarum. numerus deficiat. 

Ceterum flae differentiarum. formae probe funt sotaz- 
dae, cum in. Analyfi infinitorum maximum vfur offerant. 
23. Cum 


i3 
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23. Cum igitur modum expofuerim, quo cuiusuis 
functionis differentia prima, ex eaque porro differentiae 
fequentium ordinum inueniri queant; quippe quae ex 
valoribus funClionis y fucceffiuis y' , y", y", yw, &c, 
reperiuntur : vicillim ex differentiis ipfius y cuiusque 

rdinis datis, ifti ipfi variati valores ipfius y elici pote- 
runt. Lrit enim 


jy! —y-- 5 
yu" — y -- 25y -I- 55y 
y1u — y 4 38y -1- 355y 4 à) 


yv Z2 y 2I 45y -1- 655y -E- 4A? y -E- 5*5 
&c. 


vbi coefficientes numerici iterum ex euolutione. binomii 
nafcuntur. Quemadmodum ergo 5y', 5" , y"* , &c. funt 
valores ipfius y, qui oriuntur filoco x fucceífiue ponantur 
hi valores x -J- w, x —4- 209, x -4- 3», &c. ftatim valo- 
rem ipfius 5? aílignare poterimus, qui prodit fi loco « 
fcribatur x -4- zw, erit fcilicet ifte valor: 


7! e 


ydE "E Pt 27) asy -4- "e uar (u— ary Fin 


Hincque adeo GARA M J Miei poffunt fi 7 
fuerit numerus negatiuus. Sic, íi loco x ponatur x——«, 
fun&io y abibit in hanc formam: 
y — 5y 2-8? y — 5?y -L1- A*y — &c. 
D fin 
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fin autem loco * ponatur x — 20, fun&tio y tranfibit in : 
y — 28y -- 35*y — 453y -1-55*y — &c. 


24. Pauca quaedam addamus de methodo inuería, 
qua, fi detur differentia, ex ea ipfa illa functio , cuius 
eft differentia, inueftigari debeat. — Cum autem hoc fit 
difhcillmum atque faepe numero ipfam analyfin infinito- 
rum requirat, cafus tantum quosdam faciliores euolua- 
mus. Primum igitur, regrediendo, fi funGtionis cuius- 
piam differentiam inuenerimus, viciflim hac differentia 
propofita, ipfa illa funttio, vnde eft nata, exhiberi po- 
terit. Sic, cum funCtionis «x -- 2 differentia fit aw, fi 
quaeratur cuiusnam functonis diíIerentia fit «w ;. refpon- 
fio erit in promtu, eam functionem effe «x —-- 7. In hac 
igitur reperitur quantitas conftans ^, quae in differentia 
non inerat, & quae propterea ab arbitrio noftro pendet. 
Perpetuo autem fi funCtionis cuiusuis P differentia fuerit 
Q , quoque functionis P -- A , (denotante A quantita- 
tem quamcunque conítantem,) differentia erit Q. Hinc, fi 
ifta differentia Q. proponatur, functio, ex qua ea eft orta, 
erit P-L A, atque idcirco determinatum valorem non 
habet, cum conftans A ab arbitrio pendeat. 


25. Vocemus eam functionem quaefiram cuius dif- 
ferentia proponitur, SUMMAM; quod nomen commode 
adhibetur, cum quod fümma differentiae opponi folet, 
rum etiam, quod func&io quaefita reuera fit fumma orn- 
nium valorum praecedentium differentiae. Quemadmo- 
dum 
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dum enim eft y!— y-1- ày, & y" y -- Ay -E- 5, 
íi valores ipfius y retro continuentur; ita, ut is, qui va- 
lori x —« refpondet, fcribatur 5 , huncque praedens 5, 
& qui vltra praecedunt »m , )w , 2v , &c. hincque (feries 
formetur retrograda, cum fuis differentiis : 


Jv 5 yw 5 Ju ) 3 rs. » 


& 
Ayy 5. Sv; ym j; 3)u5 
CTIE 
yy: -— 5i 


ob y;— Myas--)«, porroque yg — Aym -L- yu: 
erit vtique 
) Pumnex Ay -- Ay -E Ay -L- A yi -0- Ay, 
&c. 
ficque erit funtctio y, cuius differentia eft ^y, fümma 
omnium valorum antecedentium differentiae ^y, qui ori- 
untur, fi loco x fcribantur valores antecedentes x —— o; 
Y — 20; x—39; c. 

26. Quemadmodum ad differentiam denotandam 
vfi fumus figno ^, ita fummam indicabimus figno Z: fci- 
licet, fi funchionis y differentia fuerit 2, erit 2 — ^y ; 
vnde, fi y detur, differentiam s inuenire ante docuimus. 
Quodfi autem data fit differentia s, eiusque fumma y re- 
periri debeat , fiet y — Xs ; atque adeo, ex aequatione 
s — Ay regrediendo, formabitur haec aequatio y — 2s ; 
vbi conftans quantitas quaecunque adiici poterit ob ratio- 

2 nes 
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nes fupra datas; ex quo, aequatio s — Ay, fi inuertatur, 
dabit quoque y—Zs-1-C. Deinde, cum quantitatis «y 
differentia fit 44y —2*, erit Zus——cay, íi quidem 2 fit quan- 
titas conftans. Quia ergo eft ^x — w; erit Eo— x --C 
& Zaw-cax--C; atque ob w quantitatem conítantem, 
erit Zw*— wx--C;Ze?-w?x-L C; & ita porro. 


27. Si igitur differentias poteítatum ipíius x fupra 
inuentas inuertamus , erit 


. Xx 
Zw--*x; hicque Z1 -— r3 
Deinde habemus 
z(2awx-]- w*)c-s»?; 
vnde fit 
x? t) x? Y 
ax L——m—L————, 
200 2 200 2 
Porro eft 
X (3wxx--3w?x —— 6€) zz x? 
feu 
39 Zx*'-- 3w?Zx-L.w3zmiolsx 
| ergo 
x3 p? 
zx? LlI————uzxy-— -—zZI 
feu " 
3 2 r 
Ara viHIMe z T 
30 2 6 
fimili modo erit 
X uJ) 3 
20mÓl Pal xmi s, 


a 


LA 


ESEGEEMEEIIEECEEEIEEILEEITEPELPTÍITTBVRSISE LLLLÉEELETLEGIEETEBÉPÉIÉÉÉPRBIELEEEIESPIEEL]LEEISCORT&ÉELUSZZS 
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vbi, filoco Z»?, Zx & Xr valores ante inuenti füb. 
ítiruantur, reperietur : 





x* x3 Gv 
4t 2 4 
Deinde, cum fit 
5 4 
£2—  WedoÉr! —X4€cL9im:2- ZI 
$00 | 
erit, adhibendis fübftitutionibus : 
x? I 
25y* — — — — x*-L— wx yi 
$9 2 3 3o 
fumili modo vlterius progrediendo reperietur 
e I 
Z5 lI —————x45--L-—uwxvy*——--— wy? 
0) 2 I2 2 
& 
x* I ! I I 
P2 rmm: ——JÀ po o e diri —— — (3 x3 -—«uw5x 
700 2 2 6 42 


quas expreíliones infra facilius inuenire docebimus. 


28. Si ergo differentia propofita fuerit functio ra- 
tonalis integra ipfius x, eius fumma, (feu ea functio, 
cuius,ea eft differentia) ex his formulis facile inuenitur. 
Quia enim differentia ex aliquot poteftatibus ipfius x con- 
ftabit, quaeratur vniuscuiusque termini fumma , omnes- 
que iítae fummae colligantur. 


EXEMPLUM I 
Quaeratur. functio, cus. differentia fit — axx -4- bx —L—c. 


Quaerantur fingulorum terminorum fuümmae ope for- 
mularum ante inuentarum, erit 
D 3 Zaxx 











ax? üxY. at 
i lA X Der — Bá OQERPEE T —PÜÓ— 
300 2 6 
& 
bxx b 
*by- iL. thpen dae. 
200 2 
atque 
cx 


mc "ares * E * * * M m m 
UJ 


Hinc colligendo has fummas erit 
ü ien Ris (a9* —5 bot 6c c) 
"d, aavlha — oM LL C 
Z(axxJ-bx--c)— "liM: y?-[- —— —- s xj 
quae cft functio quaefita, ct cuius differentia eft «xx 4x 4c. 
EXEMPLUM II 
Quaeratur funclio, cuius. differentia. eff. x*t—20* xx Lw*. 
Operationem fimili modo inftituendo habebitur. 


aie 


I I c. X I 5 ! 
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Si enim hic loco x ponatur x -]- », atque a quantitate 
refultante fubtrahatur ifta inuenta , remanebit propofita 


differentia x* — 2»*x* -I- w*. | 
29. Si 
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29. Si fümmas, quas pro poteftatibus ipfius x in- 
venimus , attentius infpiciamus , in terminis primis, fe- 
cundis, ac tertiis mox quidem legem obferuabimus, qua 
illi fecundum fingulas poteftates progrediuntur : reliquo- 
rum autem terminorum lex non ita eft perfpicua , vt 
fummam poteítatis x" in genere inde colligere liceat. In- 
terim tamen in fequentibus docebitur efle : 
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cuius progreffionis praecipuum momentum in coefficien- 
tibus mere numericis eft firum, qui quemadmodum for- 
mentur, hic locus nondum eft, vbi exponi queat. 


3o. Apparet autem nifi » fic numerus integer affir- 
matiuus , hanc fümmae expreffionem in infinitum pro- 
gredi, neque hoc modo fümmam in forma finita exhi- 
beri poffe. Ceterum hic notandum eft, non omnes pote- 
ftates ipfius x propofita a" inferiores occurrere ; defünt 
enim termini x»—2 , x»—4 , x»—6 , x»-3, &c. quippe 
quorum coefficientes funt —o, etiamíi termini fecundi a* 
coefficiens hanc legem non fequatur, fed (it — — 1. Pote- 
runt ergo huius expreffionis ope fummae poteftatum, qua- 
rum exponentes funt vel negatiui vel fracti in forma infi- 
nita exhiberi folo excepto cafu quo 7— — 1, quia tum fit 





itus. Sic, pofito 


^ xy n--1 b 
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31. Si ergo differentia propofita fuerit poteftas 
ipfius x quaecunque, eius fümma hinc perpetuo afTig- 
nari, feu functio, cuius ea fit differentia, exhiberi pote- 
rit. Sin autem diflerentia propofita aliam habeat for- 
mam, vt in poteftates ipfius x, tanquam partes, diítri- 
bui nequeat, tum fümma difficillime ac faepenumero 
proríus non inueniri poteít: nifi forte pateat, eam ex 
quapiam funchione effe ortam. Hanc ob caufam conue- 
niet plurium functionum differentias inueftigare easque 
probe notare, vt fi quando huiusmodi differentia propo- 
natur, eius fumma, feu funCtio vnde eft orta, (ftatim 
exhiberi queat. Interim tamen methodus infinitorum 
plures regulas fuppeditabit, quarum ope inuentio fum- 
marum mirifice fübleuabitur. 

: 

j2. Facilius autem. faepe fumma quaefita reperi 
tur, fi differentia propofita ex fa&toribus fipplicibus con- 
ftet, qui progreflionem arithmeticam conftituant, cuius 
differentia fit ipfa quantitas w. — Sic, fi propofita fuerit 
fun&tio (x —- &) (x-—-2w), cuius differentia quaeratur : 
quia, pofito x -[- wloco x, haec functio abit in (x4 20) 

E (x-41- 








24 CIPVT- 
(x -- 3€), eius differentia erit 2 &(x -]- 2 w). Quare 
viciffim, fi proponatur differentia 2(x 4 2 w), eius 
fumma erit (x -j- 9) (x 24-72 v), hinc ergo erit 
z(x--2w)-— — (x 4-0) (x -4- 2). 
Simili modo, fi proponatur fun&tio (xd-zw) (x T (2 1)9); 
cum (it eius differentia 2&6 (x-41- (z-1- 1) wv) erit 
Z(x--(2--1)w) — — (xen) (x (2 —-71)») 
& 
Z(x--w)-— - (x—-(2—1)w)(x-3-w). 


33. Si fun&io ex pluribus factoribus; gonftet, vt 
fit y —— (x-4-(15—1)9) (x-M4-1nw) (1 4-1)w), 
cum fit 
y — (x--5«) (x——-(n--1)«w)(x——(n--2)w) 
erit 
&y —— se(x-- 2€) (x-4- (14-1) v) 


ac propterea 

Z (xL noyx- Tt 1)») — x (x (u—1)e)(x uw) T (iT 1) 

Pari modo reperietur effe : | 

Z (x--e)(x--( 109) (x-- (22-7 2)9) —— 

3 Gic (014) Gro) o4 Qn 19) Gee 029) 

vnde lex inueniendi fummas, fi differentia ex pluribus 

huiusmodi faCtoribus conítet, fponte patet. | Quamuis 
au- 
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autem hae differentiae fint funclHiones rationales inte- 
orae, tamen earum fummae hoc modo facilius reperiun- 
tur, quam per methodum praecedentem. 


34. Hinc quoque via patet ad differentiarum fracta- 
rum fuümmas inueniendas. Sit enim propofita fractio 

| I yeso I 

)— x-paa) 978 CI — EE TE) 

erit 
Neri I ' I TII — D) | | 
1J-— X-EGTEDe — xdome — Qepss) (pO 09] 
ac propterea 





I TL BARES 
(x -L-n5 Q) (x -L- -- Dp)9)^- a S 
Sit porro 











" 
- 


- c-r) didisiorikk ciu] 
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ob 9 — t5 G7 1)9) (E (7E 2)9) 


erit 


Hinc ideo fiet 
* Gua) GU 9) (XE GE 2)9) 


LI- aw (x^ s ure( (« -- (27 1 )w) 
E 2 Simili 
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Simili modo erit porro 


T (241—949) (x4 (24-1 €) (x 4 (4 4 2)w) (4 -4(11—3)w) 


putent 


(x-4—2w) (x-—- (1-7 1)9) (x--(»3-2)9) 


35. Modus ifte fummandi probe eft tenendus, 
quia huiusmodi differentiarum fümmae per praeceden- 
tem methodum inueniri non poffunt. ^ Quodíi autem 
differentia infüper habeat numeratorem, vel factores de- 
nominatoris non in arichmetica progreflione procedant, 
tum tutiíffimus modus inueítigandi fümmas eft, vt diffe- 
rentia propofita in füas fractiones fimplices refoluatur, 
quarum fingulae etfi fümmari nequeunt, tamen binis 
coniungendis toties fumma inueniri poteít, quoties id qui- 
dem fieri licet; tantum enim erit difpiciendum, vtrum 
fumma ope huius formulae inueniri queat : 

e ALS ES T adu e BL A 
x----1)» X -- uw Xx-L5. 
eti enim. neutra harum fümmarum per fe exhiberi po- 
teft, tamen earum diíferentia cognofcitur. 


36. His igitur cafibus negotium redit ad refolutio- 
nem cuiusque fractionis in fra&tiones fuas fimplices, quae 
in fuperiori libro fufius eít oftenfa. — Quemadmodum 
ergo eius beneficio fummae inueniri queant, aliquot ex- 
emplis docebimus. 
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EXEMPLUM L 


Quaeratur. fumma ,| cuius. differentia. fit 


LL L3x-]-20 


L—Oonmóóu!i! l]ód- 2 —A!'—2]n— 


a (x1—20) (x—-2 Q) 


Refoluatur haec differentia propofita in fuas fractio- 
nes fimplices, quae erunt 
Ee I , 2 I 


i x Qe ' x-E-o 0 'x-j-20 "' 
Cum iam (it ex fuperiori formula : 
I 


RW —NÜ 


E iude ul uuu MP TH 
x-Lue 7 7 x-Eu--iye —— x-pamo 


erit 
X EGG e 
" M ad x-Lu Xx 


; I ! I 2 I 
—m————xmx————- Lea 
(9) X (0 X-—-—o 0) x-L20 

yiRo z UN, 

(o x--o o Y -L2w Ot d 

at eft 
I : I 
-€ C ERN m. e Inl eos 


vnde fumma quaefita erit 


I 2 -3XY——tÀ 
— ———  — o — — cam: MM — € — : 
tx c (x-41-w) wx (x -- w) 
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EXEMPLUM TIL 
Quaeratur fumma , cuius differentia. eft 
30 
Y (x17 359) 
| ; BH ; 
Pofita hac differentia — 2, erit » — — —. ——— 
| X x -L 350 
ideoque 
DU NNI, efto Mig - a doc D ent 
UT (1-730 x--o 
AEN EL A JMMETT TirGE ten c ORDCN acif 
Y--30 x Y -—L2U K 1-30 K x-—L- uU 
UA I I P 
TY x x--w x —L—2u ' 


quae eft fumma quaefíita, Quoties ergo hoc. modo ,fig- 
na fummatoria E fefe tandem tollunt, toties differentiae 
propofirae fumma exhiberi poterit; fin autem haec des- 
tructio non fuccedat, fignum hoc eft, fummam inueniri 
non poffe. 
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CAPUT II. 
DE FSU DIFFERENTIARUM 
IN DOCTRINA SERIERUM. 


37 


Num ferierum per differentias maxime illuftrari, 

ex primis rudimentis fatis eft notum. — Progreffio- 
nis enim arithmeticae , quae primum confiderari folet, 
praecipua proprietas in hoc verfatur , vt eius differentiae 
primae fint inter fe aequales ; hinc differentiae fecundae 
ac reliquae omnes erunt cyphrae. Dantur deinde feries, 
quarum differentiae fecundae demum funt aequales, quae 
hanc ob rem fecuzdi ordimis commode appellantur, dum 
progreffiones arithmeticae feries prizz ordimis vocantur. 
Porro igitur feries fertZ ordimis erunt, quarum differen- 
tiae tertiae funt conftanres ; atque ad quartum ordinem & 
fequentes eae referentur feries, quarurm diílerentiae quar- 
tae, & vlteriores demum fünt confítantes. 


38. In hac diuifione infinita ferierum genera com- 
prehenduntur, neque tamen omnes feries ad haec gene- 
ra reuocare licet. Occurrunt enim innumerabiles feries, 
quae, differentiis fumendis, nunquam ad terminos con- 
ftantes deducunt: cuiusmodi, praeter innumeras alias fant 
progreffiones geometricae, quae nunquam praebent dif- 
ferentias conítantes, vti ex hoc exemplo videre licet. 


^ 
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1,4 32; 494 48, 0/26, 92 0. 6. 12328, OS. 

2, 4, 8, 16, 32, $64, &c. 
i, !2V «4,^ B, $69 1334. "AOI 
Cum enim feries differentiarum cuiusque ordinis aequalis 
fit ipfi feriei propofitae , aequalitas diflerentiarum prorfus 
excluditur. Quocirca plures ferierum claffes conftitui de- 
bebunt, quarum una tantum in hos ordines , qui tan- 
dem ad differentias conftantes revocantur , fubdiuiditur 5 
quam clafíem in hoc capire potiffimum confiderabimus. 


39. Dune autem res ad naturam ferierum cognofcen- 
dam imprimis requiri folent, T'erminus generalis atque 
Summa feu Terminus fummatorius. "l'erminus generalis 
eftexpreflio indefinita, quae vnumquemque feriei terminum 
comple&titur, atque eiusmodi propterea eft functio quan- 
titais variabilis x, quae, pofito x — 1, terminum feriei 
primum exhibet ; fecundum vero pofito x — 2 ; tertium 
pofito x — 3 ; quartum pofito x — 4; & ita porro. Co- 
cnito ergo termino generali , quotuscunque feriei termi- 
nus inuenietur, eriamíi lex, qua finguli termini cohae- 
rent, non refpiciatur. Sic verbi gratia ponendo x —100o, 
ftatim terminus millefimus cognofcetur. [ta huius feriei 

15176. 4, anco cde 66 Li 9I, R80... OEC. 
"Terminus generalis eft 2x» —- x; pofito enim x — 1, 
haec formula dat terminum primum :; pofito x — 2, 
oritur terminus fecundus 6 ; fi ponatur x — 3, oritur 
tertius 15; &c. vnde patet huius feriei terminum centefi- 
mum , pofito » —1oo fore — 2.10000 — 100 — 19900. 

40. Ín- 
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40. Indices feu exponentes in qualibet ferie vocan- 
tür numeri, qui indicant quotus quisque terminus fit in 
ordine : fic, termini primi index erit r, fecundi 2; ter- 
di 3, & ita porro. Hinc indices fingulis cuiusque feriei 
terminis infcribi folent, hoc modo 

INDICE $ 
I5 *5 3; 45 55 6, 7) &c. 
TERMINI. 
A BUCO IESJE UC Ab 
vnde ftatim patet G effe feriei propofitac terminum fep- 
timum, cum eius index fit 7. — Hinc terminus generalis 
nil aliud. erit, nifi terminus feriei, cuius index vel expo- 
nens eft numerus indefinitus x. . Quemadmodum ergo in 
quolibet ferierum ordine, quarum differentiae vel primae, 
vel fecundae, vel aliae fequentes funt coníftantes , termi- 
num generalem inueniri oporteat, primum docebimus: 
cum vero ad inueftigationem fummae fümus progrefluri. 


41. Incipiamus ab ordine primo, qi continet pro- 
greí(iones arithmeticas , quarum differentiae primae funt 
conftantes; fitque. 2 terminus feriei primus, & 2 termi. 
nus primus feriei differentiarum, cui fequentes omnes 
funt aequales: vnde feries ita erit comparata. 

INDICE S 
Pc 135. 3, 4, $5 6, 
TERMINL | 
a, a--b, a-d-25, a-I-39 , a-4-45, «-pI-55, &cC. 
DIFFEREN T I AF. 
b, - x ME Mall b, b, e. 5 
F Ex 
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Ex qua ftatim patet, terminum, cuius index (it — x, fore 
à (x—1)^, eritque ergo terminus generalis — ^x t4— 2, 
qui ex terminis primis cum ipfius feriei, tum feriei dif- 
ferentiarum componitur. Quodíi autem terminus. fecun- 
dus feriei 2-2? vocetur 2, ob 7 — 4 —— 4, erit termi- 
nus generalis — (a1—2) x -4- 24 ——4! — 4! (x—1) —2(x—2) 
vnde, ex cognitis terminis primo & fecundo progreftio- 
nis arithmeticae, eius terminus generalis formabitur. 


42. Sint in ferie fecundi ordinis termini primi, 
ipfius feriei — 4; differentiarum primarum — / ; diffe- 
rentiarum fecundarum — c; eritque ipfa feries cum fuis 
differentiis ita comparata. 

INDICES. 
3 4 55 7» 
TERMINI. 
85a bat 208 e5a 30. 365449 460543 5b 1005 à 6041505 
DIFFER. I &c. 
b; bc; bp; 3053 4; P565; &c. 
| DIFFER. IIl. 
C, £s €, E: e, 
ex cuius infpeCHione liquet terminum, cuius index — x 


fore zz (x—d]) bp oL GC c es 2) c; qui ergo eft ter- 


minus generalis feriei Pit gi Ponatur autem ipfius 
feriei terminus fecundus — 24!', terminus tertius — a", 
cum fit 424! — a3 & c zz a! — 2a! -4—- 25; vti ex na- 

tura 
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tura differentiarum ($. 10.) intelligitur , erit términus 
generalis 
2p (9—1) (ei) 4 E2009 qu Ls 1a) 
qui reducitur ad hanc ortiin 
T" (x—r)(x—2) 20! (x —1I) (x— 3) T Wi (x—2) (x— 3) 
Wigs S dis 2 I. 1 
vel etiam ad hanc 
qu 211! | ü | 
z; C7 (x—2) — wei (x71) (x-3) 2-7 a (x—2) (x—3) 
aut "— ad Mos 

& (x—1)(x-2) (x73) Ps 4-— 
ideoque ex tribus terminis ipfius feriei definitur. 

43. Sitferies tertii ordinis 2, a!, a", am, am, &c, 
eius differentiae primae ^, /*, 2", m, &c, & differen- 
dae fecundae c, c!, e", c", &c, & tertiae 4, 2, 4, &c. 
quippe quae funt conftantes. 


INDICE S. 

1 3 3 4 3 5, 6; 
TERMINI. 

1, a, au, qu, qw, av, &c. 


DIEFEKE..L. 
b, b), pu. jut, iw, &c. 
DIFFER. II. 
C, c! cH, cm, &c. 
DIFFER. III 


. d, d, d, "Ae. 
F 
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Quia e(t ;1— 4-172; a" —a--2b-- c; a" —a--3b-[- 
3c—-4; a"—a-]-4b-]-6c-]-42 ; &c. ; erit terminus 


gencalis, feu is cuius index eft », 
E 6-0, Len rzua a 6706-96-9, 


EE 
ficque terminus gener alis ex differentiis formabitur. 
Cum autem porro fit 
b—!—a; czzan—aoar-pa; dccamoc3aqn-pO4g1—3 
fi hi valores iobtimienrut erit terminus generalis 


gl (x-1)(r-2)(x-3) — 34n —— ——. n (o1) (x-2) (7 (r-4) 
I. 2. 3 a. 3 
puru T. e 6-2 ege (r-4) 
I. 2. 3 "18$ 


qui :tiam hoc modo exprimetur, vt f it 


(aer aea Xxe3)x-74) aT. 3aT ES aL. 1 


I.N 12409471: -4 X3 . x-2  x-14' 


44. Sit nunc feries cuiuscunque ordinis propofita : 
ir INDICES 
I, 2, 31 4 » 5 6, 
TERMINI. 
d, 4l, qu, qm, aW, à, &c. 
DIFFER |l 
ANM. Lope. fele 2 HRS T ANMUT. 
DIFFER. 
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DIFFER. III. 
4 dt, d",  &c. 

DIFFER. IV. 

€, et, &c. 
DIFFER. V. 
TEPER 03 

ex ipfius feriei termino primo, atque ex differentiarum 
terminis primis 2, c, 4, e, f£, &c. terminus generalis 
ita eXprimmetur, vt fit: 


;24- 9-3 27 Y ele 45 52 a 9 (e a O9 aie 
(x—1) (x2) (x-3) (x74), |. icc. 


E33... 5$. 574 
donec ad differentias conftantes perueniatur. — Fx quo 
patet, fr nunquam prodeant differentiae conftantes, ter- 
minum generalem per expreflionem infinitam exhiberi. 


45. Quia differentiae ex ipfis terminis feriei for- 
mantur, fi earum valores fübftituantur , prodibit termi- 
nus generalis in. eiusmodi forma expreflus , cuiusmodi 
pro feriebus primi, fecundi, & tertii ordinis exhibui- 
mus. Scilicet, pro feriebus ordinis quarti, erit termi- 
nus generalis 

(xY—1) (x—2) (X— 3) (*— 4) (r— 5) x 





I. 2. 3- 4 
(I 4a ena 4a uU. a ] 
-j X—4 — x—3 €-72 Y- LÀ 


Fs vnde 
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vnde lex, qua fequentium ordinum termini generales 
componuntur, facile perfpicirur. — Ex his autem patet 
pro quouis ordine terminum generalem fore funCtionem 
ipfius x rationalem integram , in qua maxima ipfius x 
dimenfíio congruat cum ordine, ad quem feries refertur. 
Ita ferierum primi ordinis erit terminus generalis functio 
primi gradus, fecundi ordinis fecundi gradus , & ita 
porro. 


46. Differentiae autem, vti fupra vidimus, ex ipfis 
terminis feriei ita refultant, vt fit 


b—a)|—a 
bi—— au gg! 
uL gm .—— au 
&c. 
C TZ 4H — 240! -—- a 
(!7— gm .— 24" L 4! 


24 MH 


(Uu — gw 





&c. 
d — (m — 30" —L 31! -— (2 
di — 4w —- gagm--. 34 — q1 
du— 4* — 341v -—- ja —— gH 
&c. 
Quare, cum in feriebus primi ordinis fint omnes valo- 
res ipfius c — o ; erit 
d" — 24! —445 ql — 240—415 qw —— 20m — qn; &c, 
vnde patet has feries fimul effe recurrentes, & fcalam 
relationis effe 2, —1. Deinde, cum in feriebus fecundi 
ordi- 
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ordinis fint omnes valores ipfius 4— o, erit 
(jM — 44 —— 441! -Laa ; iW 31 I —— 309 4-21; &c. 
ideoque & hae erunt recurrentes fcala relatione exiftente 
39-1 -pLr. 

Simili modo apparebit omnes huius claffis feries, cuius- 
cunque fint ordinis, fimul ad claffem ferierum recurren- 
tium pertinere, atque ita quidem, vt fcala relationis con- 
ftet ex coefficientibus poteftatis binomii , vno eradu fü- 
perioris, quam eft ordo, ad quem feries refertur. 


47. Quia vero pro feriebus primi ordinis quoque 
omnes valores ipfius 7 & e, & fequentium differentiarum 
omnium fünt —^o, erit quoque in his 

qM — 44H —— 54! —L- 7 
qWL- 3:M—— $349 —IL- qr 
&c. 
aut &RlY— 44H —— 64n-—L 40! — q 
ü* LL 44 —— 64m0—L. 459 — qr 
&c. 
Pertinebunt ergo & hinc ad feries recurrentes idque in- 
hnitis modis, cum fcalae relationis effe queant : 
37961713477 6070141 $,57—191719;—5;-1; 
&c. 
Similique modo intelligitur vnamquamque feriem huius, 
quam tractamus, claífis fimul effe feriem recurrentem in- 
numeris modis: fcala enim relationis erit 
mo n(ui) aufi tna) z(n—-1)(7—2)(z—3) 
E: E43. RoUdLuea i ire tan M d AT 
: &c. 
dum- 
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dummodo »* fitr numerus integer maior, quam nutnerus 
quo ordo indicatur. Orietur ergo haec feries quoque ex 
'euolutione fraCtionis, cuius denominator eft (1—95)^, pro- 
uti in fuperiori libro de feriebus recurrentibus fufius eít 
oftenfum. ! 

48. Quemadmodum vidimus, omnium huius claffis 
ferierum , cuiuscunque fint ordinis, terminos generales 
efle funCtiones ipfius x rationales integras, ita viciffim 
apparebit omnes feries, quarum termini generales fint 
huiusmodi fun&tiones ipfius x , ad hanc claffem pertine- 
re, atque tandem ad differentias conftantes perduci. Et 
quidem, íi terminus generalis fuerit funCtio primi gra- 
dus ax 47^, dum feries inde orta erit primi ordinis feu 
arithmetica , differentias primas habebit conftantes. — Sin 
autem terminus generalis fuerit functio fecundi gradus in 
hac forma «xx —4— 2x —A— c contenta , tum feries ex eo 
oriunda, dum loco x fücceflfiue numerl 1, 2, 3, 4, 5, &c. 
fübítituuntur, erit ordinis fecundi, atque differentias fe- 
cundas habebit conítantes: fimili modo , terminus gene- 
ralis tertii gradus «x3 -4—/x?—— ex -- 4 dabit feriem ter- 
tii ordinis atque ita porro. - 

49. Ex termino enim generali non folum omnes 
(eriei termini inueniuntur, fed etiam feries differentia- 
rum tam primarum quam fequentium deduci poffunt. 
Cum enim, fi feriei terminus primus fübtrahatur a fe- 
cundo , prodeat feriei differentiarum terminus primus : 
fecundus autem , fi ipfius feriei terminus fecundus a ter- 
rio auferarur , ita ferici dilferentiarum in obtinebitur ter- 

manus, 
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minus, cuius index eft x; fi ipfius feriei tertninus, cuius 
ihdex eft », fübtrahatur a fequente cuius index eft x-1-r. 
Quare fi in termino feriei generali loco x ponatür x-l-r, 
ab hocque valore terminus generalis fübtrahatur, rema- 
nebit terminus generalis feriei differentiarum: fi igitur X 
fuerit feriei terminus generalis, erit eius differentia AX, 
(quae modo in praecedente capite oftenfo inuenietur , fi 
ftatuatur ibi » — 1,) terminus generalis feriei differentia- 
rum primarum. Simili igitur modo erit ^AX terminus 
generalis feriei differentiarum fecundarum ; A?X tertia. 
rum, ficque deinceps. 


$0. Quodfíi autem terminus generalis X. fuerit fun- 
Cio rationalis integra, in qua maximus exponens potes- 
ratis ipfius x fit 7 ; ex capite praecedente colligitur, eius 
differentiam AX fore functionem vno gradu inferiorem, 
nempe gradus z—-:. — Hincque porro 44X erit func- 
tio gradus z——2 , & A?X funCtio gradus »——-3, & ita 
porro. Quare, fi X fuerit fun&io primi gradus, vti 
0X 4^, tum eius differentia 4X erit conftans — « ; 
quae cum fit terminus generalis feriei primarum. differen- 
tiarum , perfpicitur feriem , cuius terminus generalis X 
fit functio primi eradus, fore arithmeticam feu primi or- 
dinis. Simili modo fi terminus generalis X fuerit funttio 
fecundi gradus ob ^^ X conftantem, feries inde orta dif- 
ferentias fecundas habebit conftantes, eritque propterea 
ordinis fecundi; ficque perpetuo, cuius gradus fuerit func- 
tio X terminum generalem conítituens, eiusdem ordinis 
erit feries ex eo nata. 
G £1. Hanc 





je c.p vit 


$1. Hanc ob rem feries poteftatum numerorum na- 
turalium ad differentias conftantes perueniunt, vti ex fe- 
quenti fchemate fit manifeftum. 


POT ES'/T. 
4 ; 55 65 7 8, 

DIFFER. I. 

1, 1, 
POTEST. 
16, 254 36, 

DIFFER. 

9, I1, 

DIFFER. 


^ P. 
2; a). e 3 


2 
^ 64, I25440: 28346, 


27 
M 


DIFFER. I. 
37, 61, 9I, 
DIFFER. II. 
24, 30; 36 
DIFFER. III. | 
6, 6, 6, &c. 
PO""PES"w 
256; ' 624, 1296, 2401,  &cC. 
DIFFER. I. 
125,:::369, (0671, 1105, ^ &c. 
DIFFER. IL 
194, 302, 4344 &c. 
DIFFER. III. 
Bd. | IOB, I4332.. Qt. 
DIFFER. I1V. 
24, 24, &c. 


3 
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Quae igitur in capite praecedente de differentiis cuius- 
que ordinis inueniendis fünt praecepta, ea hic inferuient 
ad terminos generales differentiarum quarumuis, quae 
ex feriebus nafcuntur, inueniendos. 


$2. Si terminus generalis cuiusquam feriei fuerit 
cognitus, eius ope non folum omnes eius termini in in- 
finitum inueniri , fed etiam feries retro continuari , eius- 
que termini, quorum exponentes fint numeri negatiui, 
exhiberi poterunt, loco x numeros negatiuos füubftituen- 
do: fic, fi terminus generalis fuerit TG , ponendo 


loco x tam negatiuos quam affirmatiuos indices , feries 
vtrinque continuata erit huiusmodi. 
INDICE S. 
GC.—5,—4,—73,—2,— 1; O 1, 2, 5, 4, 5$, 6, &c. 
SERLE S. 
&c. 5,2, Oy,—1,—1, O, 2, 5$, 9, 14, 20, 27, &c. 
DIFFER. L 
—3,72,71, O0, 1], 2, 3, 4, 5, 6, 7» &c. 
DIFFER. IL 


Cum igitur ex differentiis terminus generalis formetur, 
quaeque feries ex differentiis retro continuari poterit ; ita 
quidem , vt, fi differentiae tandem fiant conftantes , hi 
termini finite exhiberi , contra vero per expreffionem in- 
hnitam aílignari queant, — Quin etiam ex termino gene- 

. G 2 rali 
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rali ii termini, quorum indices funt fra&i, definientur, 
in quo ferierum IN TERPOLATIO continetur. 


53. His de termino ferierum generali monitis, 
progrediamur ad fümmam, feu terminum fümmato- 
rium ferierum cuiusque ordinis inueftigandum. Pro- 
pofita autem quacunque ferie, TERMINUS jummato- 
rit; eft funCtio ipfius x, quae aequalis eft fummae tot 
terminorum feriei, quot vnitates continet numerus x. 
la ergo terminus fummatorius erit comparatus, vt fi 
ponatur x—r:, prodeat terminus primus feriei; fin au- 
tem ponatur x —2, vt prodeat fümma primi & fecun- 
di; facto autem. x — 3, fümma primi, fecundi ac ter- 
tii; ficque deinceps. — Hinc, fi ex ferie propofita noua 
feries formetur, cuius primus terminus aequalis fit pri- 
mo illius, fecundus aequalis fummae duorum, tertius ae- 
qualis füummae trium , atque ita porro, haec noua feries 
vocatur illius fummatrix, huiusque feriei fummatricis ter- 
minus generalis erit terminus fümmatorius feriei propo- 
fitae: ex quo inuentio termini fummatorii ad inuentio- 
nem termini generalis reuocatur. 


$4. Sit ergo feries propofita haec 
"at ; (1l ; qi a" ; &c. 
huiusque feriei fümmatrix fit 

A; A, An, Am, .Av, Av, .&e. 


erit eX eius natura modo expofita : 





CAPUT IK 53 


A zcà4 

A! 4L) 

A" — 4 ——- 41 —— au 

Am — 4 —— 4! 4— 4u —- 4m 

Aw — a —L- 41 —L— au -L- qum pL qm 
&c. 

Hinc feriei fummatricis differentiae erunt : 
Ar——ÀA-—a!; Au—-A:i—4"; An-—Au-am;&c, 
vnde feries propofita termino primo minuta erit feries 
differentiarum primarum feriei füummatricis. Quodíi igi- 
tur feriei fummatrici praefigatur terminus, — o vt ha- 

beatur : 

OU Ar Au Lu. AUR Aw | Ar... "e. 
huius feries primarum diílerentiarum erit ipfa feries 
propofita : 

K, 05.,-42. qM, — qq, 4X... - GC. 


$5. Hanc ob rem feriei propofitae differentiae pri- 
mae, erunt differentiae fecundae fümmatricis, atque dif 
ferentiae fecundae illius. erunt differentiae tertiae huius, 
tertiae autern illius quartae huius, atque ita porro. Qua- 
re, fi feries propofita tandem habeat differentias conítan- 
tes, tunc etiam eius fümmatrix ad differentias conftantes 
deducetur, eritque igitur feries eiusdem naturae, at vno 
ordine füperior. ^ Huiusmodi ergo ferierum perpetuo 
terminus fümmatorius exhiberi poterit per expreffionem 
hnitam.- Namque terminus generalis feriei : 
0. A. At, A", Aum , Aw, &c. 
feu is, qui indici x conuenit exhibebit fummam x—: 
, G 3 ter- 
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terminorum ferie; huius 2, 2^ aU, dm, a4", &&c, 
atque fi tum loco x fcribarur x—-:, orietur fumma « 
terminorum, ipfeque terminus fummaatorius. 






$6. Sit igiur Seriei propofrtae 
8c v. qn. Hd. TOO VP NES &C. 
Series differentiarum primarum 
b, b bu, ju, pw, àv, b", &c. 
Series differentiarum fecundarum 
C, e. cH, cH, p sex. oce. &c. 
Series differentiarum tertiarum 
dodi. du; dur. demo de dan "Ne. 
ficque porro donec ad differentias conítantes perueniatur. 
Deinde formetur feries fummatrix , quae cum praefixa o 
in locum termini primi, cum fuis differentiis continuis fe 
habebit fequenti modo : 
INDICE $. 
i4 25 35 4 5 55 6; 3 &c. 
SUMMATRIX. 
0, X, A!, Au, An, Av, A*, &c. 
SERIES PROPOSITA. 
d, 64!, qn, qm, aW, a4*, aW, c. 
DIFFER. IL 
b1, ju, hu ; pw, àv, óvt, &c. 
DIFFER. II 
CON pls Up, t oit. &c. 
DIFFER. III. 
di, 4W, dY , d", 
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erit feriei füummatricis terminus generalis, feu qui indici 
x refpondet 


o--(x-1)4-[L ——— ge eem) "O-Do- e c c-L- &c. 


qui fimul exhibet fummam x ——: idit feriei 
propofitae, ^ 42, 24!, 49, aU, qw, &c. 


$57. Quodíi ergo in hac fümma loco x——: fcri- 
batur x, prodibit feriei propofitae terminus fummatorius 
fumrnam x terminorum complectens 
—:va x(x-71)2 T x(x- 1X2) c1 ax(xo1) (x2) (x73) dL&c. 

[. 2 E. 2i 5:4 B. 3404 
Hinc, (i literae ^, c, 4, e, valores ipfis affigna- 
tos retineant, erit 
SERIEI. 
4$, 8!, Gd", qm, qW, Q4V, &c. 

TERMINUS GENERALIS. 


np 00092), | Gene Ye2) ,, Ge e2) Ge3) G4) 
p pro armen U 1. 14.- 3 f HUPREPICEE 


&c. 
ET TERMINUS SUMMATORIU S. 
A(X-I r(r-rIJ(r-z XY(XY-7IJ)(r-2)(rY-43 
sup Em, Gn G2) | s 671) 692)6-3) jc 
1.3 f. H1328:4 r3. gin 
Inuento ergo feriei cuiusuis ordinis hoc, quem oftendi- 
mus, modo termino generali, non difficulter ex eo ter- 
minus fummatorius reperietur, quippe qui ex iisdem 
differentiis conflatur. 
$8. Hac 
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58. Hic modus terminum fummatorium per diíTe- 
rentias feriei inueniendi imprimis ad eiusmodi feries, quae 
tandem ad differentias conftantes deducunt, eít accom- 
modatus; in aliis enim cafibus expreflio finita non repe- 
ritur. uodíi autem ea, quae ante de indole termini 
fummatorii funt expofita, attentius perpendamus , alius 
modus fe offert terminum fummatorium immediate ex 
termino generali inueniendi , qui multo latius patet, at- 
que in infinitis cafibus ad expreffiones finitas deducit, qui- 
bus prior modus infinitas exhibet. ^ Sit enim propofita 
feries quaecunque. 

a4, b, c, d, e, f, &c. 


cuius terminus generalis, feu indici x refpondens fit 
— X; terminus autem fummatorius fit — S, qui cum 
fummam tot terminorum ab initio exhibeat, quot nume- 
rus x continet vnitates, erk fumma x —-1: terminorum 
L2S—X; eritque adeo X diílerentia expreffionis S—- X, 
cum relinquatur, fi haec a fequente S fubtrahatur. 


59. Cum igitur fit X —4 (S—-X) differentia eo mo- 
do fumta, quem capite praecedente docuimus, hoc tantum 
difcrimine, vt quantitas illa conftans e hic nobis fit — r. 
Quare, fi ad fümmas regrediamur, erit ZX — 5S -——X, 
ideoque terminus fummatorius quacfitus 

S—zX--X--C. 
Quaeri ergo deber fumma functionis X methodo ante 
tradita, ad eamque addi ipfe terminus generalis X, erit- 
que aggregatum terminus fummatorius. Quoniam autem 
ij ul 
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in fummis fumendis inuoluitur quantitas conftans, fiue 
addenda fiue fubtrahenda ; ea ad praefentem cafum accom- 
modari debebit. .Manifeftum autem eft, fi ponatur x—o, 
quo cafu numerus terminorum fümmandorum eft nullus, 
fummam quoque fore nullam ;. ex quo quantitas illa con- 
ftans C ita determinari debebit, vt pofito x — o, fiat 
quoque S — o.  Pofitis ergo in illa aequatione S — EX 
--X--C tam S— o quam x—42, valor ipfius C in- 
venietur. 


60 Quoniam ergo hic totum negotium ad fümma- 
tionem functionum füpra monftratam reducitur, ponendo 
& — 1, exinde depromamus fuümmationes traditas ; ac 
primo quidem pro poteftatibus ipfius x erit 


AW IT EITITW 

zX ix? —Ix 
zx*^-—ix3—-ix*-Lix 

ZXx? LII ix'—-ix!-LTix! 

Zx*5— ix5——i1x*-Lixy)—.Ja 
Zzx35—ix4—i1x5-—Lxt—gàx* 

zx — Xt —ix95——-ix5 — x3 -L- iz 


quibus accenfeatur fummatio generalis poteftatis x» $. 25, 
tradita , dummodo ibi vbique loco «w vnitas fcribatur. 
Harum ergo formularum ope omnium ferierum, quarum 
cermini generales funt functiones rationales integrae ipfius 
x, termini fummatorii expedite inueniri poterunt. 


H 61. De- 
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61," Denotet S.X terminum fummatorium —feriei, 
cuius terminus generalis eft — X ; eritque, vt vidimus, 


S.X— EX--X--C 


dummodo conftans C ita affümatur, vt terminus fum- 
matorius S.X euanefcat pofito x — o. — Hinc igitur ter- 





minos fuümmatorios ferierum poteftatum, feu quarum 
mini generales comprehenduntur in hac forma x^ 
primamus.  Pofito itaque 
mur cc 1i-deateare p anebairr os obeat 
n erit 
I Nr 
S.L -—Xx0r-0-LBEB. 2j qn E. 
TU HK te v. E 6-9. 
IULOT. — rs. OLG 


tCcr- 
CX- 


z(n-ry(n-a2 
- as xn-35 


PENA AI ps -8). PEST noe): sie 








3-4 - . IC. IE 2.3 » ». 12.13 
pu o mu quom Ge), 
2:954. 77. TI4BIS E NIS 16.17 ^ 
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1222277 f(W-1) . ^ ers qj 0r18) 





11 Rp Ica REP ELTERN TE 
SeAeIT hORMIpP QUIDNI IUS TIom20) 
"rcx nMWEBE WENN CONT uas 
nig COINE KIUOPHMPEE TIE INS dg 

1181820455 "(m-1) . . . . . . (22) 
$46 d d IDGEC DI APUL yr 





"3 


d ; PT 3 s - * E] * * LI 26. - 
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76977927 "(n-1) . . . . - - - (724) 
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62. Hinc ergo fummae pro vari ipfius z valori- 
bus ita fe habebunt: 


"N..c rm 

Sx! zc Rx* ix 

S.x* z2 pato iixe--ix 

S.x3 — i x* --.ix? --i:* 

Sx* Z2 Rx --.is* d$ — ys 

S.r* —25 bx? ix -M-jq4$x! — H4. 

S.x9 c Rx! --.ix? Liv — i -Lga 

Sx! Z2 x* div d-Yk? — 4.x4* L4 

S.3$ c ix? --.£x*--$xv' —i1»? 23x? 
LR 

S.x? —c5x!'?-ix?-1i5* — jx? -- i s 
STONE 

Pes beogigioeli aiti BEP Án e c 

— x3 -— a 
S.x!!——Qhx!-ixtt-L.ilr!i9— vx? -L:xs 


— y xt ae ifa 

S.x12224Mx!3--.ix!?-]L. v!T—— wx? -I.2?47 
T ià y? --4 E 2/545 X 

S.x13z2 4x11 -p- ix!) ibt —tVyrt?--L.h5S x? 
—PMi x*-I- Hat $E 

[m] 

S.x!1*— qex!5—LIrit-L I r!3—— $Ix11 —I.Lií3 yp 
| | —ÀMÁA 3 y 1-9) x3——95934x3—-I-Ix 
S. x15 — 4.x!5--1x5—. $£x1* —— 1x1? —-X$9 x19 
" — dg x 5-5 x6—— 691x435 x? 
VEA deer Q3.Xx17——-.IiIxi5—L. $ 15 — L$y13 |. $2 yr 
mu— a f3y?-]-?$9.47—! 1$9x4 5L: foy — 3617 r 


&c. quae 
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quae fummae ex forma generali vsque ad poteftatem vi- 
cefimam nonam continuari poflunt. | Atque ad huc vl 
terius progredi liceret, fi coefficientes illi numerici vlte- 
rius eflent eruti. 


3. Ceterum, in his formulis lex quaedam obfer- 
vatur, cuius ope quaelibet ex praecedente facile inueniri 
poteít, excepto tantum termino vltimo, fi in eo poteftas 
ipfius x prima contineatur : tum enim in fumma fequen- 
te vnus terminus infuper accedit. — Hoc autem omiffo, 
fi fuerit 

Sx? Lc gasi-l6xn-Eyxsi——dxs-L-6ixn$ 
——(x^-7 2-1 x "-9—&c. 


erit fequens fumma : 





| n-L 1 n1 ; n1 
S *i nl2 Sp. iM | H igi H-2 veli 


o D "I. SEI 
LES sU now Cx" COL IMUR 1x?-$— &c. 
vnde fi z fuerit numerus par, fequens fumma vera pro- 
dit: at fr 7 fuerit numerus impar, tum in fequente fürn- 
ma praeterea defiderabitur terminus vltimus, cuius for- 
ma erit 2-Qx. Interim tamen hic fine aliis fubfidiis ita 
inueniri poterit. Cum enim íi ponatur x — 1, fumma vni- 
ci tantum termini, (hoc eft terminus primus, qui erit 
— 1,) oriri debeat: ponatur in omnibus terminis iam in- 
ventis x —1, ipfaque fumma fítatuatur —1, quo facto va- 
lor ipfius € elicietur, eoque inuento vlterius progredi li- 
cebit. Atque hoc patto omnes iítae fummae inueniri po- 
cuiflent. Sic, cum (it 

S.x5 
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S.x5Zc x9 -- ix5—Lq.x*— SW ox 
erit 
S.x95 5$ $ ix $1448x:—$46x:-L-0x 
feu | 
S.«*— $ x cix? Md Exi — 6 x-L- 0x. 
Ponatur nunc xzct, fiet 1224 -- 12 -- 1— £20 
ideoque 0 — 1 — : — 4&4, vti ex forma generali inue- 
nimus. 


64. Ope harum formularum fummatoriarum nunc 
facile omnium ferierum, quarum termini generales funt 
functiones ipfius x rationales integrae, termini fümmato- 
rii inueniri poterunt, hocque multo expeditius, quam prae- 
cedente methodo per differentias. 


EXEMPLUM L 
Inuemire  tgrimimum — fummatorium — huius. feriei 
2, 7, 19, 26, 40, $7, 77, 100, 126, &c. 
cuius terminus generalis eff 
3xx-—x 
2 
Cum terminus generalis conftet duobus membris, quae- 
ratur pro vtroque terminus fummatorius ex formulis fu- 
perioribus 
S. 4 rxc-2ix-—-ixx--ix 
& 
S. ix2c o. . . Ixx-TIx 
: eritque 
$ 39 T4. 


2 Lixj-L-axx--ixccix(xliy 
H 3 qui 
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qui eft terminus fuümmatorius quaefitus. Sic, fi ponatur 
XL 5, erit $.6? — 9o, fumma quinque terminorum 
2-L7--1$g--36 1-40 ——:90-. 
EXEMPLUM .IIL 


Iumuentre terminum fummatorium ferie 


! 

I3. 9754: 0:133 54: 9434. 7922, —133* 5 &c. | 
quae contiuet cubos — numerorum | 
imparium. | 

Terminus generalis huius feriei eft | 


— (2ax—1) Z2 8x3 ——12 xx-]- 6x—1, 
vnde terminus fümmatorius fequenti modo colligetur. 
—- 8. S.x3 — 2x* -- 4x? —L- 2x* 


& 
—12.S.3X*22 . — 4x? — 6x3? —2àx 
atque E 
--6. S.YX —— . «. ..--.3x4*--3* 
denique 
—1 1. x zm CIL UEURNCU IL S. me, 








Erit fcilicet fumma quaefita —2x* —x* — xx (2xx—1). 
Vti, fi ponatur x— 6 erit 36.71—2556 fumma fex ter- 
minorum feriei propofitae Z7 14-27-47 125-31-343-1-729 
-7171331— 2556. 

6s. Quod fi terminus generalis fuerit productum 

ex fa&toribus fimplicibus, tum terminus fummatorius fa- 
cilius reperietur per ea, quae füpra $. 32. & (cquenti- | 


Ed 


bus funt tradita. Cum enim, pofito we — r, (it 
zx | 
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E (x45) — i(xls-1) di^ 


z (xls) (xLsl:i) — el (xls) (xi2l1:) 
atque 
Z(rlmxl4slDsl23)y—ÀÁG ey eyxletDs2) 
&c. 
fi ad has füummas ipfos terminos generales addamus, fi- 
mulque conítantem adiiciamus, quae pofito x — o, red- 
dat terminum fummatorium euanefcentem, fequentes ob: 
tinebimus terminos fummatorios. 
S.G2) — Rs) (xni) — 1 2(211) 
& 
Sc iH) Ge EY m EO 2T 2) 3209 (24 2) 
atque 
S.T) TT FG T2 T2) AG) FTO H2) d 23) 
— a(n3 1) (42) (043) 
ficque porro. 
Si ergo fuerit vel ; — o vel z—-—— 1, quantitas con- 
ftans in his fummis eusuefcit: 


66, Serlel ergo 1, 2, 3, 4, 5, &c. cuius terminus 
generalis eft — x ;.terminus fummatorius erit — 1 x(x--1:) 
feriesque fummatrix haec: 1, 5, 6, 10, 15, &c. cuius porro 
X x-r1 X--2 

«mad e) ,& feries fum- 


terminus fummatorius erit — z: 

matrix haec: r, 4, 10, 20, 35, &c. iba: vero denuo terrmi- 
Xx-LT1)(r-r-2 

num fümmatorium habebit — m ad E X : into) EE, qui 


erit 
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erit terminis generalis feriei 1, 5, 15, 35, 70, &c. huiusque 
xr) G2) G2- 3X2 24). 
LL Brera Ug 
Hae autem feries prae reliquis probe funt notandae, quo- 
niam earum vbique ampliffimus eft vfus. — Ex his enim 
defumuntur coefficientes binomii ad dignitates eleuati, 
qui quam late pateanc, cuique in his rebus parum ver- 
fato abunde conítat. 


FECr minus fummatorius erit — 


67. Ex his etiam illi termini fummatorii, quos ante 
ex differentüs elicuimus, facile inueniuntur. Cum enim 
ibi terminum generalem fequenti forma inuenerimus 
expreffum 


24-2 , 4L &-U8 


fi dite menor terminum ioiiarióph quaeramus 

eosque omnes addamus, habebimus terminum fümmato- 

rium huic termino generali conuenientem. Sic cum fit 
$ oRme 


PAUSE LMQESECU, a 


I, 2 


$ (x—1) i v(x-1) 
atque 


$9 (x—1) (x-2) Z5 4 x (x-1) (x-2) 
& 


S (x-1)(x-2) (4-3) — 4 x (x-1)(y-2) (4-3) 
nc 
erit terminus fummatorius quaefitus : 
X(x-1), | X(x-1)x-2) , x(x-1)(x-2Y(x-3) 
"me i 2 ndn t, ng e pU E 3 TB. 
quae 
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quae forma non difcrepat ab ea , quam ante ex diffe- 
rentis obtinuimus. 


68. Deinde etiam haec terminorum fümmatorio- 
rum inuentio ad fractiones accommodari poteft: quia 
enim fupra $. 34. inuenimus efle, ponendo w—i 
- NNENUA OTI SDOSEEUBIEU ON GULERSIT: SUN 

(xr 9) x-T2-T 1) x-T-24 

erit 

i. Y Y | I 
S. ———————ÀM—1.————--—— 

(x72) (x-—2-4-1) x-rT2--1 1-1 
simili modo, fi ad fummas fupra inuentas ipfos terminos 
generales addamus, feu quod idem eft, fi in illis ex- 
api loco x ponamus x--1 habebimus 


$ GxsycteFOcTS7 2 (ibi 
r I 
"c (nri) (l2) 
CUN Ln CU RON 
GEO (a usd tio (x-4-23—-2) orES ——-— 


3 (xlali(a CISTGXEISE 3 T'GISGIs Ynt3) 3) 


ai formae facile pro lubitu ibis continuantur. 


- SHY. 56s. 
69. Quia erit S. PX ey xiu 


erit quocue 
I 


I EST ADEG 
3. xime *- ID — sli  ox]zj1i : 
I E 
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Eri ergo neuter horum duorum terminorum fummaro- 
riorum feorfim exhiberi poteft , tamen eorum ditleren- 
tia cognofcitur ; hincque in pluribus cafibus fümmae fe- 
rerum fatis expedite affignantur: id quod víu venit, fi 
terminus generalis fuerit fra&tio , cuius. denominator in 
factores fimplices refolui poteft. —'l'um enim tota frac- 
tio in fratliones partiales refoluatur ; quo facto, ope 
huius lemmatis mox patebit, vtrum terminus fümmato- 
rius exhiberi queat nec ne? 


EXEMPLUM I. 


luueuive termtum  [ummatorium. ferie. huius: 
1--4--i CN Fa unto &c. 


cuius terminus generalis eft — 
y -— dT 
Terminus ifte generalis per refolutionem reducitur ad 


ÉL 





hanc formam — —-— . Hinc terminus füummato- 
xr—-1i 
-] it — 2S. FOREN EA —— ui ergo per prae- 
rius er ^ T ,q per p 
* z 2X * 
dens ler la erit 2 — —— —- — — SG. Ti lat 
cedens lemm "ar 2 , 


xl2usueeog brHrT$-t-T7[]3ó5. 


EXEMPLUM II 
Quaeratur. terminus fummatorius  feried | hutus : 


1 
f. 7T3 39» 77» IIT ; ac. 
I 


4xx--4X—3. 





euius terminus generalis eft — 


Quia 


Sici 


Jim insibe ni dim - 
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. Quia termini generalis denominator habet factores 
2x1 & 2a2x-]-3, is refoluetur in has partes : 


I I I I jc [o I I 
« 2x—1 4 ax-d-3 ^ 8 x—i 8 ' x--i 
At eft 
I I rÍ 
Sum HPRHOILEDÉ.. 
z—k "sz»-hà | xi 
& 





ergo 
I | I 2 I 

S, ———S.———a-Ll———.. 

x x--i 3" xdi. Gi 
euius pars octaua dabit terminum fümmatorium quaefitum 

nempe 
I I I ; I n X pis X À ; 
4. 13. $xr--4:. 789-12 — 411-2 3(4v-4-6) ^ 
x(413—5) 








— sGx--1) x53)" 


70. Quoniam numeri fipgurati, quos coefficientes 
binotmnii ad dignitates euetti praebent, prae ceteris no- 
tari merentur, íummas ferierum exhibeamus, quarum 
numeratores fint — 1, denominatores vero numeri figu- 
rati ; id quod ex $. 68. facile fiet. Seriei ergo cuius 


[ 2 | Ter- 
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Terminus generalis | 'Tlerminus fummatorius 








eít erit 
ES. 4. 2 
v(xd1) | txt 
I. 2. 3 ! I. 3 
zei0012|* GiDGin 
SOC OESMDEC : Ale MEL. 
sePfOGI2015|) GTOGT2GTO 
Es S g.qdo un ODMES 4 pcs 3 $ 
:c106120120419|* GiDY20f2012 


&c. &c. 


vnde lex, qua iftae expreífiones progrediuntur, fponte 
apparet. Neque vero hinc terminus fümmatorius, qui 
conueniat termino generali -—- , colligi poteft, quippe 
qui per formulam definitam exprimi nequit. 

21. Quoniam terminus fummatorius praebet fum- 
mam tot terminorum , quot vnitates continentur in in- 
dice x; manifeftum eít harum ferierum in infinitum 
continuatarum fümmas obtineri, fi ponatur index x in- 
finitus: quo cafü expreffionum modo inuentarum ter- 
mini pofteriores , ob denominatores in infinitum abeun- 
tes , euancícent. 


Hinc 
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Hinc ifítae feries infnitae finitas habebunt fmmmas, quae 
erunt 
i--4$-- $$ fd £y &c. 
1--4i--35--359-- $4; -d-. €. 
i-hl$i-err-i- 430-3 | 
1-51 LL Ir--46-bLris-d- &c 
1-L-i--£g€--344--:i15d- €. 
&c. 
Omnium ergo ferierum , quarum termini fummatorii 
habentur, in infinitum continuatarum fümmae exhiberi 
poterunt pofito x —cu» , dummodo hoc cafu fummae 
fiant finitae : quod quidem euenit, fi in termino füumma- 
torio x tot habeat dimeníones in denominatore, quot 
habet in humeratore. 


^x 

el 

ro 

t£ 
HH d dH TI 
UO ka CGHà Mo He 
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DE INFINITIS ATQUE INFINITE 
PA4AIRUIS. 






"m^ 


-O 


( omnis Quantitas, quantumuis fir magna, vlte- 

" rius augeri poffit, neque quicquam obítet, quo- 
minus ad datam quantitatem quamcunque alia quantitas 
eiusdem generis addi queat; omnis quoque quantitas 
fine fine augeri poterit: neque enim vnquam tam magna 
het, vt ipfi nihil amplius adiici poflet. Nulla igitur datur 
quantitas tam magna, qua maior concipi nequeat: hinc- 
que extra dubium erit pofirum , ommzem quantitatem i 
mfmitum augeri poffe. Qui enim hoc negauerit, is affir- 
mare cogitur, dari limitem, quem quantitas, cum atti- 
gerit, faper are nequeat, atque ideo ftatuere debebit quan- 
ritatem, cui nihil amplius adiici poffet ; quod cum fit ab- 
furdum atque quantitatis notioni aduerfetur, neceffario 
concedendum eft, omnem quantitatem fine fine conti- 
nuo magis, hoc eft, in infinitum augeri poffe. 





73. Iníingulis quantitatum fpeciebus hoc etiam cla- 
rius perfpicietur. Sic, nemo facile reperietur, qui ftatue- 
rit feriem numerorum naturalium 1, 2, 3, 4, 5, 6, &c. 
ità vsquam effe determinatam, vt vlterius continuari non 
poffit. Nullus enim datur numerus, ad quem non infu- 
per vnitas addi, (icque numerus fequens maior exhiberi 
que- 
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queat; hinc feries numerorum naturalium fine fine pro- 
greditur, neque vnquam peruenitur ad numerum maxi- 
murn, quo maior prorfus non detur. Simili modo li- 
nea re£ta nunquam eousque produci poteft, vt infüper 
vlterius prolongari non poffet. Quibus euincitur, tam 
numeros in infinitum augeri, quam lineas in infinitum 
produci poffe. Quae cum fint fpecies quantitatum, fi- 
mul intelligitur, omni quantitate, quantumuis fit magna, 
adhuc dari maiorem, hacque denuo maiorem, ficque 
augendo continuo vlterius fine fine, hoc eít in infini- 
tum, procedi poffe. ; 


74. Quanquam aurem haec fünt adeo perfpicua, 
vt qui ea negare vellet, fibi ipfe contradicere deberet ; 
tamen ifta infiniti doctrina a pluribus, qui eam explicare 
funt conati, tantopere eft offüfcata , tantisque difficultati- 
bus atque etiam contradictionibus obuoluta, vt, qua fe 
extricarent, nulla via pateret. Ex eo, quod quantitas in 
infinitum augeri poffit, quidam concluferunt, dari reuera 
quantitatem infinitam, eamque ita defcripferunt, vt nul. 
lum amplius augmentum füscipere poffit. Hoc autem 
ipfo ideam quantitatis euertunt, dumn eiusmodi quantita- 
tem ftatuunt, quae vlterius augeri nequeat. — Praeterea 
vero fecum ipíi infinitum admittentes pugnant; dum 
enim incrementi, quo quantitas fit capax, finem faciunt, 
fimul negant quantitatem fine fine augeri pofle; ne- 
gant ergo quoque quantitatem in infinirum augeri pofle, 
quoniam vtraque locutio congruit: ficque, dum quanti- 
tatem infinitam ftatuunt, cam fimul tollunt. Si enim quan- 

titas 
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tiras fine fine, hoc eft in infinitum, augeri nequeat, cer- 
te nulla quantitas infinita exiftere poterit. 


































75. Hinc igitur ex eo ipfo, quod omnis quantitas 
in infinitum aueeri poflit, fequi videatur nullam dari 
quantitatem infinitam. — Quantitas enim continuis incre- 
mentis aucta, infinita non euadet, niíi iam fine fine in- 
creuerit : quod autem fine fine fieri debet, id non tan- 
quam iam factum concipi poteft. — Interim tamen non 
folum hniusmodi quantitatem, ad quam incrementis fine 
fine congefítis peruenitur, certo charackere indicare, fic- 
que debito modo in calculum inducere licet, vti mox 
fufius oftendemus ; fed etiam in mundo eiusmodi cafus 
exiftere, vel faltem concipi poflunt, quibus numerus in- 
finitus a€tu exiftere videatur. ^ Sic fi materia in infini- 
rum fit diuifibilis , vri plures Philofophi ftatuerunr , nu- 
merus partium, quibus datum quodque materiae fruftum 
conftat, reuera erit infinitus ; fi enim ftatueretur finitus, 
materia certe non in infimtum foret diuifibihs. — Simili 
modo íi vniuerfüs mundus effet infinitus, vti pluribus 
placuit, numerus corporum mundum componenatium fini- 
tus certe effe non poflet, foretque ideo quoque infinitus. 


76. Haec etiamíi inter fe pugnare videantur, ta- 
men fi attentius perpendantur, a cunctis incommodis li- 
berari poterunt. — Qui enim ftatuit materiam in infini- 
rum efle diuifibilem, is negat in diuifione materiae con- 
tinua unquam ad partes ram paruas perueniri, quae vl 
terius diuidi nequeant: nullas ergo materia habebit par- 
tes, 
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; 


(e5,. vlrerius indiuiduas; cum (ingulae particulae, ad quas 
per continuam diuifionem iam fit peruentum, vlterius 
fe fubdiuidi patiantur. — Qui igitur dicit hoc cafü nu. 
merum partium fore infinitum, is partes vltimas , quae 
vlterius fint indiuiduae, intelligit; ad quas cum nunquam 
perueniatur, & quae propterea nullae fimt, is has ipfas 
partes, quae nullae funt, numerare conatur. Si enim 
materia fine fine continuo vlterius fübdiuidi poteft, par- 
tibus indiuiduis feu fimplicibus prorfüs caret : neque 
adeo quicquam füpereft, quod numerari queat. — Hanc 
obrem qui materiam in infinitum diui(ibilem ftatuit , is 
fimul negat, materiam ex partibus fimplicibus effe com- 
pofitam. 


77. Quod fi autem, dum de partibus alicuius cor- 
poris feu materiae loquimur, non vltimas feu (implices, 
quippe quae nullae funt, intelligamus , fed eas , quas 
diuiio reuera produxit; tum, admiíIa hac hypothefi de 
diuifibilitate materiae in infinitum , vnumquodque vel 
minimum materiae fruftum non folum in plurimas par- 
tes diffecari , fed etiam nullus numerus tum magnus 
affipnari poterit, quo non maior partium ex illo frufto 
fc£tarum numerus exhiberi queat. Numerus ergo par- 
tium non quidem vltimarum, fed quae ipíae adhuc fint 
virerius diuifibiles , quae vnumquodque corpus compo- 
nunt, omni numero aíiignabili erit maior. — Simili mo- 
do, fi vniuerfus mundus fit infinitus, numerus corpo- 
rum mundum conítituentium pariter omni affignabili erit 
maior; qui cum finitus efle nequeat, fequitur numerum 

infi- 


at 
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infimntum & numerum omni afílignabili maiorem effe 
nomina fynonyma. 


78. Qui ergo hoc modo diuifibilitatem materiae in 
infinitum intuetur, nullis incommodis, quae vulgo huic 
opinioni imputantur, fe implicat, nihilque affirmare co- 
gitur, quod fanae rationi aduerfetur. Qui autem contra 
materiam in infinitum diuifibilem effe negant, ii in ma- 
ximas difficultates prolabuntur, ex quibus. fe nullo pror- 
fus modo extrahere poífünt. — Sratuere enim coguntur 
vnumquodque corpus nonnifi in certum partium nume- 
rum diffecari poffe, ad quas fi fuerit peruentum, nulla 
diuifio vlterior locum inueniat; quas vltimas particulas 
alii atomos , ali ;onedes atque entza fnnplicia vocant. 
Cur autem iítae vltimae particulae nullam amplius diui- 
fionem admittant, duplex effe poteft caufa: altera, quod 
omni extenfione careant; altera quod quidem fint extenfae, 
fed tamen tam durae atque ita comparatae, vt nulla vis 
ad eas diffecandas füfficiat. Vtrumuis patroni huius opi- 
nionis dicant, fefe aeque difficultatibus implicant. 


79. Sint enim vltimae particulae omnis extenfio- 
nis expertes, ita vt partibus prorfus careant; qua ex- 
plicatione quidem ideam entium funplicium optime tu. 
entur. At, quemadmodum corpus ex finito huiusmodi 
particularum numero conítare queat, concipi nullo mo- 
do poteft. Ponamus pedem cubicum materiae ex mille 
huiusmodi entibus fimplicibus effe compofirum , hunc- 
que a&u in mille partes fecari; quae fi fint sequales, 
erunt digiti cubici: fin autem (int inaequales,-aliae erunt 

Ir1à- 
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maiores aliae minores. Vnus igitur digitus cubicus fo. 
rer ens fimplex, ficque maxima refültaret. contradictio ; 
nifi forte in digito cubico ineffe tantum vnum ens fim: 
plex, reliquumque fpatium vacuum effe dicere velint : 
at vero hoc modo continuitatem corporum tollerent, 
praeterquam quod iíti Philofophi vacuum plane ex mun- 
do profligant ^ Quodfi obiiciant numerum entium fim- 
plicium, quae pedem cubicum materiae conftituunt, mil- 
lenario longe effe maiorem, nihil omnino lucrantur: in- 
commodum enim, quod ex numero millenario fequitur, 
ex quouis alio numero quantumuis magno aeque ma- 
nat. Hanc difficultatem Acutiffimus LEIBNIZiIvS, pri- 
mus monadum inuentor, probe perfpexit, dum mate- 
riam abfolute in infinitum diuifibilem effe ftatuit. — Ne- 
que ergo ante ad monades peruenire licet, quam cor- 
pus at&tu in infinitum fit diuifum. ^ Hoc ipfo autem 
exiftentiam entium fimplicium , ex quibus corpora con- 
ftent, penitus tolit: nam qui negat corpora ex entibus 
iimplicibus effe compofita, & ille qui ftatuit corpora in 
infinitum efle diuifibilia, in eadem prorfus funt fententia. 


8o. Neque magis autem fibi conftant, (i dicunt 
vltimas corporum particulas extenfas quidem effe, íed 
ob fummam duritiem in partes diuelli non poffe. Cum 
pruinum enim in vltimis particulis extenfionem admit- 
tunt, eas ex partibus compofitas effe ítatuunt, quae, 
vtrum reuera a fe inuicem feparari queant nec ne? pa- 
rum refert; etiamfi nullam caufam aílignare poflint, vn- 
de tanta durities (it orta. IIT autem plerique d ui 

A 2 Iut- 
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diuifibilitatem materiae in infinitum negant, hoc pofte- 
rius incommodum fais fenfiffe videntur, quia priori ideae 
partium vltimarum potiffimum inhaerent; hasque diff 
cultates aliter diluere non poffunt, nifi aliquot leuiuscu- 
lis metaphyficis diftinCctionibus , quae maximam partem 
eo tendunt, vt ne confequentiis, quae fecundum mathe- 
matica principia formantur, fidamus: neque dimenfiones 
in partibus fimplicibus adhiberi oportere regerunt. At 
primum demonftrare debuiffent, iftas fuas partes vltimas, 
quarum determinatus numerus corpus conílituat, extern- 
fas prorfus non effe. 


81. Cum igitur ex hoc labyrintho exitum nullum inue- 
nire, neque obiectionibus debito modo occurrere queant, ad 
diftinctiones confugiunt, refpondentes has obieCtiones a fen- 
fibus atque imaginatione füppeditari, in hoc autem nego- 


tio folum intellettum purum adhiberi oportere ; fenfus 
autem ac ratiocinia inde pendentia faepiffime fallere.  In- 
tellectus fcilicet purus agnofcet fieri poffe, vt pars millefi- 
ma pedis cubici materiae omni exrenfione careat, quod 
imaginationi abfürdum videatur. ^'l'um vero, quod fen- 
fus faepenumero fallant, res vera quidem eft, at nemini 
minus quam mathematicis opponi poteft. Mathefi is enim 
nos imprimis a fallacia fenfüum defendit, atque docet ob- 
iecta, quae fenfibus percipiuntur, aliter reuera effe. com- 
parata, aliter vero apparere: haecque fcientia tutiffima 
tradit praecepta, quae qui fequuntur, ab illufione fenfüum 
immunes funt. Huiusmodi ergo refponfionibus, tantum 
abeft, vt Metaphyfici fuam doCtrinam tueantur, vt eam 
potius magis füfpectam efficiant. 82. 
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82. Verum vt ad propofitum reuertamur, etiamfi quis 
neget in mundo numerum infinitum reuera exiftere; ta- 
men in fpeculationibus mathematicis faepiffime occurrunt 
quaeftiones, ad quas, nifi numerus infinitus admittatur, 
refponderi non poffet. Sic, fi quaeratur fumma omnium 
numerorum, qui hanc feriem 1—-2-1— 5 23-7 4 4- 5 -—-&c. 
conftituunt ; quia ifti numeri fine fine progrediuntur, at- 
que crefcunt, eorum omnium fumma certe finita effe non 
poterit: quo ipfo efficitur, eam effe infinitam. — Hinc, 
quae quantitas tanta eft, vt omni quantitate finita fit ma- 
ior, ea non infinita effe nequit. Ad huiusmodi quanti- 
tatem defignandam Mathematici vtuntur hoc figno c, 
quo denotatur quantitas omni quantitate finita, feu affi- 
cnabili, maior. Sic cum Parabola ita definiri queat, vt 
dicatur effe Ellipfis infinite longa, rette affirmare poteri- 
mus axem Parabolae effe Lineam rectam infinitam. 


83. Haec autem Infiniti doctrina magis illuftrabi- 
eur, fi, quid fit infinite paruum Mathematicorum, expo- 
fuerimus, Nullum autem eft dubium, quin omnis quanti- 
tas eousque diminui queat, quoad penitus euanefcat, atque 
in nihilum abeat. Sed quantitas infinite parua nil aliud 
eft nifi quantitas euanefcens , ideoque reuera erit —o. 
Confentit quoque ea infinite paruorum definitio, qua di- 
cuntur omni quantitate affignabili minora: fi enim quan- 
titas tam fuerit parua, vt omni quantitate affignabili fit 
minor, ea certe noa poterit non effe nulla ; namque nifi 
eflet —o, quantitas affignari poflet ipfi aequalis, quod eft 
contra hypothefin. ^ Quaerenti ergo, quid íit quantitas 
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infinite parua in. Mathefi, refpondemus eam effe reuera 
—o: neque ergo in hac idea tanta Myfteria latent, quan- 
ta vulgo putantur, & quae pluribus calculum infinite par- 
vorum admodum fufpectum reddiderunt. Interim tamen 
dubia, (i quae füpererunt, in fequentibus, vbi hunc cal 
culum fumus tradituri, funditus tollentur. 


84. Cum igitur oftenderimus, quantitatem infinite 
paruam reuera effe cyphram, primum occurrendum eft 
obie&tioni, cur quantitates infinite paruas non perpetuo 
eodem chara&tere o defignemus, fed peculiares notas ad 
cas defignandas adhibeamus, ^ Quia enim omnia nihila 
funt inter fe aequalia, füperfluum videtur variis fignis ea 
denotare. Verum quamquam duae quaeuis cyphrae ita 
inter fe funt aequales, vt earum differentia fit nihil: ta- 
men, cum duo (int modi comparationis , alter arithme- 
ticus, alter geometricus ; quorum illo differentiam, hoc 
vero quotum ex quantiratibus comparandis ortum fpecta- 
mus; ratio quidem arithmetica inter binas quasque cy- 
phras eft aequalitatis , non vero ratio geometrica. —Fa- 
cillime hoc perfpicietur ex hac proportione geometrica 
2:1--0:0, in qua terminus quartus eft —0, vti ter- 
tius. Ex natura autem proportionis, cum terininus pri- 
mus duplo fit maior quam fecundus , necefle eft, vt & 
tertius duplo maior fit quam quartus. 





$5. Haec autem etiam in vulgari Arith netica funt 
planiffima : cuilibet enim notum eft, cyphram per quem- 
vis numerum multiplicatam dare cyphram, effeque 7. o—o, 
ficque 
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ficque fore »: 13270:0. Vnde patet fieri poffe, vt duae 
cyphrae quamcunque inter fe rationem geometricam te- 
neant, etiamíi, rem arithmetice fpeCtando, earum ratio 
femper fit aequalitatis. — Cum igitur inter cyphras ratio 
quaecunque intercedere poflit, ad hanc diuerfitatem in- 
dicandam confülto varii charaCteres vfürpantur; praefer- 
tim tum, cum ratio geometrica, quam cyphrae variae 
inter fe tenent, eft inueftiganda. — In calculo autem infi- 
nite paruorum nil aliud agitur, nifi vt ratio &eometrica 
inter varia infinite parua indagetur, quod negotium pro- 
pterea , nifi diuerfis fienis ad ea indicanda vteremur, in 
maximam confu(ionem illaberetur, neque vllo modo ex- 
pediri poffet. 


86. Siergo, prouti in Analyfi infinitorum modus fig- 
nandi eft receptus, denotet 2x quantitatem infinite par- 
vam, erit vtique tam dx —o , quam adx — o, denotan- 
te 4 quantitatem quamcunque finitam. Hoc tamen non 
obftante erit ratio geometrica «4x : 2x finita, nempe 
Vt 4 ;: 1 ; & hanc obrem haec duo infinite parua 2x & 
&dx, etiamfi vtrumque fit —o, inter fe confundi non 
poffünt, fi quidem eorum ratio inueftigetur. Simili mo- 
do, fi diuerfa occurrunt infinite parua 2x & 4) , etiamfi 
vtrumque fit —o , tamen eorum ratio non conftat. — At- 
que in inueftigatione rationis inter duo quaeque huius. 
modi infinite parua omnis vis calculi differentialis verfa- 
cur. Vfus autem huius comparationis, etiamfi primo in- 
tuitu admodum exiguus videatur, tamen ampliffimus de- 
prehenditur, atque adhuc indies magis elucet. 

| 87. Cum 
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87. Cum igitur infinite paruum fit reuera nihil, pa- 
tet quantitatem. finitam neque augeri neque diminui , In 
ad eam infinite paruum vel addamus vel ab ea fübtra- 
hamus, Sit 4 quantitas finita atque. x infinite parua, erit 
ram a-L-dx, quam «——4x, & generaliter a--524x —a. 
Siue enim relationem inter 7-3-742x & 4 arithmetice in- 
tueamur fiue geometrice, vtroque cafü ratio aequalitatis 
deprehendetur. ^ Arithmetica quidem ratio aequalitatis 
manifefta eft; cum enim fit zdx—o, erit «3-5» 4y——24 
—o: geometrica vero ratio aequalitatis inde patet, quod 
hit e ES i. . Hinc fequitur canon ille maxime re- 
ceptus, quod ifte parse prae fitis euane[cant , at- 
que adeo horum rejpectu reiici queant. — Quare illa ob- 
ie£tio, qua Analyfis infinicorum rigorem geometricum 
negligere arguitur, fponte cadit, cum nil aliud. reiicia- 
tur, nifi quod reuera fit nihil. Ac propterea iure affir- 
mare licet, in hac fublimiori fcientia rigorem geometri- 
cum fummum, qui in Veterum libris deprehenditur, ae- 
que diligenter obferuari. 

$8; Quoniam quantitas infinite parua 2x reuera eft 
—o, eius quoque quadratum 4x?, cubus 4x?, & quae- 
vis alia poteftas affirmatiuum habens exponentem erit 
—o, ideoque aeque prae quantitatibus finitis euanefcent. 
At vero etiam quantitas infinite parua x^ prae ipfa 4x 
euanefcit ; erit enim. dx--dx^ ad dx in ratione aequa- 
litatis, fiue comparatio arithmetice fiue geometrice infti- 
matur. De priori quidem dubium eft nullum, at geo- 
metrice comparando erit 





dx 
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due xt 10 QR us mni Snare ZSIUCF-TE, 
—— dx TT 

Pari modo erit dx --4x*— 4x, & generaliter 
d -- dx"--1— dx, dummodo fit 7 numerus nihilo maior: 
erit enim ratio geometrica dx3-dx": dx—1--dx"; 
ideoque, ob 4x^—o, ratio aequalitatis. 5i igitur vti in 
poteftatibus fit, vocetur 4x infinite paruum primi ordi- 
nis, 7x? fecundi ordinis, 2x? tertii ordinis & ita porro, 
manifeftum eft prae infinite paruis primi ordinis, eua- 
nefcere infinite parua aliorum ordinum. 


89. Simili modo oftendetur infinite parua tertii 
ac fuperiorum ordinum euanefcere prae infinite paruis 
ordinis fecundi ; arque in genere infinite parua cuiusque 
ordinis fuperioris euanefcere prae infinite paruis ordinis 
inferioris. lta fi z; fuerit numerus minor quam z, erit 
adx" ——bhdx"-ccadx", quia dx" cuanefcit prae x7, 
vti oftendimus. ^ Hocque etiam in exponentibus fractis 
habet locum ; ita 4x euanefcet prae Vx feu 4x3; 
eritque aVdx A— &dx —aVdx. — Quodfi autem expo- 
nens ipfius 2x fit —o, erit 7x?—1:, quamuis fit Zx—o; 
hinc poteftas 4x", cum fiat — 1, fi fit &—0 , ex finita 
ftatim fit quantitas infinite parua, atque exponens 7 ni- 
hilo fit maior. Hinc ergo infiniti ordines infinite par- 
vorum exiítunt, quae etfi omnia funt — 0, tamen in- 
ter fe probe diítingui debent, íi ad earum relationem 
mutuam , quae per rationem geometrricam explicatur, 
attendamus. 





LL ^ — go. Sta- 
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go. Stabilita notione infinite paruorum facilius in- 

dolem infinitorum feu infinite magnorum exponere po- 
* 25 * I * 
terimus. — Notum eft valorem fra£tionis ; eo maiorem 
euadere, quo magis diminuatur denominator s; quare 
fi s fiat quantitas omni affignabili quantitate minor, feu 
.* * * * I .* 
infinite parua, neceffe eft vt valor frattionis — fiat omni 
affignabili quantitate maior, ideoque infinitus. ^ Quam- 
obrem íi vnitas feu quaeuis alia quantitas finita diuida- 
tur per infinite paruum feu o, quotus erit infinite mag- 
nus, ideoque quantitas infinita. Cum igitur hoc fignum 
v2 denotet quantitatem infinite magnam, ifta habebitur 
ü * 


j;—0j cuius veritas quoque hinc patet, quod 


fit inuertendo 7 — 2x— o. Namque quo maior ftatui- 


aequatio 


* * "ri | ai * * * 
tur fraCtionis € denominator s , eo minor fit fraCtionis 
valor, atque fi « fiat quantitas infinite magna feu $— v^, 


neceffe eft, vt fractionis valor — fiat infinite paruus. 


91. Qui vtrumuis horum ratiociniorum negauerit, 
eum in maxima incommoda prolabi, atque adeo certiíli- 
ma Analyfeos fundamenta euertere neceffe eft... Qui enim 


P L * (T j , M . IE. 
ftatuit valorem frattionis A effe finitum vti ?, vtrinque 





per denominatorem multiplicando prodiret 4— o. 7, at- 
que ideo quantitas finita ^ per nihil o multiplicata prae- 
beret 
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beret quantitatem finitam 2, quod effet abfurdum. Mul. 
to minus valor ille 2 fra&tionis ^ poterit effe — 0: nam 
o per o multiplicata quantitatem 4 producere nullo mo- 
do — In idem abfurdum M qui negat effe 
t —o, ei enim dicendum erit effe — — — quantitati fi- 

un 


nitae ^; quare cum ex aequatione ^ — —! legitime fequa- 
un 


tur haec t£ — — 7» foret valor fractionis ^ 7j » cuius nume- 
rator ac denominator fünt. quantitates finitae, infinite ma- 
gnus, quod perinde foret Brom. Neque vero etiam 


" 
valores fractionum z & — imaginari ítatui poffunt; 


propterea quod valor filllonis, cuius numerator eft fini- 
tus denominator vero imaginarius, neque infinite magnus 
neque infinite paruus effe poteft. 


92. Quantitas ergo infinite magna, ad quam nos 
haec confideratio perduxit, & quae fola in Analvíi infini. 
torum locum habet, commodiflime definitur dicendo, 
quantiratem infinite magnam efle quotum, qui ex diui- 
lione quantitatis finirae per infinite paruam oritur.  Vicis- 
íim ergo erit quantitas infinite parua quotus, qui oritur 
ex diuifione quantitatis finitae per infinite mnagnam. | Qua- 
re, cum eiusmodi proportio geometrica fubíiftart, vt fit 
quantitas infinite parua ad finitam, ita finira ad infinite 
fear vti quantitas infinita infinities maior eft quam 

hnita. ; "ita quantitas finita infinities maior erit quam infi- 
L 3 nite 
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nite parua. — Huiusmodi igitur locutiones , quibus plures 
offenduntur, non funt improbandae , cum certitli 





nitantur principus. Deinde etiam ex aequatione - -—^ 


fequitur fieri poffe, vt nihil per quantitatem innipe mag- 
nam multiplicatum producat Quantitatem hnitam , quod 
alienum videri pofler, nifi planiíIime PE, legitimam con- 
fequentiam effet deductum. 


93. Quoniam inter infinite parua, fi fecundum ra- 
tionem geometricam inter fe comparantur, maximum 
deprehenditur difcrimen, ita quoque inter quantitates in- 
finite magnas multo maior differentia intercedit , cum 
non folum geometrice fed etiam arithmetice comparatae 
difcrepent. ^ Ponatur quantitas illa infinita, quae ex di- 
vifione quantitatis finitae 4 per infinite paruam 4x oritur, 
SEA, ita vt fit - —A: erit vtique 7-—2A 6 T. A; 
cum igitur & 7A fit quantitas infinita, fequitur inter 
quantitates infinite magnas rationem quamcunque locum 
habere poffe.  Hincque, íi quantitas infinita per nume- 
rum finitum fiue multiplicetur, fiue diuidatur, prodibit 
quantitas infinita. Neque ergo de quantitatibus infinitis 
negari poteft, eas vlterius augeri poffe. ^ Facile autem 
perfpicitur, fi ratio geometrica, quam duae quantitates in- 
finitae inter fe tenent, non fuerit aequaliratis, multo mi- 
nus earum rationem arithmeticam aequalitatis effe poffe, 
xum potius earum differentia &ruper fic infinite magna. 


T Quen. 





















94. Quantumuis autem nonnullis idea infiniti, qua 
in Mathefi vtimur, füfpecta videatur, qui hanc ob cau- 
fam Analyfm infinitorum profligandam arbitrantur; ta- 
men hac idea ne in partibus quidem Mathefeos triuiali- 
bus carere poffumus. In Arithmetica enim, vbi doc- 
trina logarithmorum tradi folet, logarithmus cyphrae & 
negatiuus & infinite magnus ftatuitur, neque quisquam 
eft tam mente captus, vt hunc logarithmum vel finitum 
vel adeo nihilo aequalem dicere audeat. In Geometria 
autem & T'rigonometria hoc clarius apparet; quis enim 
vnquam negabit tangentem fecantemue auguli re&ti non 
effe infinite magnam ? & cum re&tangulum ex tangente 
in cotangentem fit radii quadrato aequale, cotangens au- 
rem anguli re&ti fit — 0o ; in Geometria adeo concedi de- 
bet, productum ex nihilo & infinito effe poffe finitum. 


| 1 ( - * - 
95. Cum fit j; quantitas infinita A, patet hanc 
A 
quantitatem 7- fore quantitatem infinities maiorem, quam 


rn M Los L- | | - 

À : eft enim — : —— —2: A , hoc eft vt numerus fini- 
dx dx 

eus ad infinite magnum. — Dantur ergo inter quantitates 


infinite magnas eiusmodi relgcinds, vt aliae aliis infini- 





tes maiores effe queant. Sic j,; erit quantitas infinira 


infinities maior quam yz x enim 7- — A erit 


a AMET HR di art HR 
j; —;,: Sumüi modo erit ;— quantitas infinita infi- 
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* —* * (t * * 5 o- * ] & —& 
uities maior quam 7 , ideoque infinities infinities 1na- 
Lj] " | E: " m» " .* .* 
ior quam -. Dantur ergo infiniti gradus infinitorum, 


quorum quisque infinities maior eft quam praecedentes: 
atque adeo (i numerus z vel tantillum maior fit quam 


(t 
n, erit 7 — quantitas infinita infinities maior quam quan- 


, 





: : - i 
titas infinita Pre 

96. Quemadmodum in quantitatibus infinite paruis 
dantur rationes geometricae inaequales, cum tamen ra- 
tiones arithmeticae omnes fint aequales: ita in quanti- 
tatibus infinite magnis dantur rationes geometricae ae- 
quales , cum tamen arithmeticae ít quantumuis inae- 
quales. Si enim a & 2 spe — finitas, hae 


duae quantitates infinitae - --4- ] & 7 ; rationem geo- 
metricam habent squat erit enim quotus ex ea- 
rum diuifione ortus — T ob d4xcco: inte- 


rim tamen, fi arithmetice Om «esa ob differentiam 
it 


On A mili modo «— aL. 
e, ratio erit inaequalitatis. Simili modo 7— -- 7- 





ds rationem geometricam habet aequalitatis , expo- 
nens enim rationis eft —1 —- 4x — 1; verum tamen 
differentia eft 7 - ideoque infinita. Hinc íi ad rationem 
geometricam stum, i infinite magna. — gra- 

uum 
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duum prae infinite magnis fuperiorum graduum  eua- 
nefcunt. 

7. His de gradibus infinitorum praemonitis, mox 
apparebit fieri poffe, vt productum ex quantitate infi- 
nite magna in infinite paruam non folum quantitatem 
hnitam producat, quod fupra eueniffe vidimus; fed eti- 
am huiusmodi productum effe poterit fiue infinite mag- 

: . e: . . . ' 
num fiue infinite paruum. — Sic quantitas infinita jf 
per infinite paruam zv multiplicetur, dat produ&tum fini- 

od a dtt eM. 
tun —2; fin autem ;; multiplicerur per infinite. par- 
vum dx?, vel 2x? , vel alius fuperioris ordinis, produc- 
tum erit vel 42x, vel a2x?,*vel «2x? &c. ideoque in- 
finite paruum. — Eodem modo intelligerur, fi quantitas 





infinita Ji multiplicetur per infinite paruam 2x, produc- 


tum fore infinite magnum : atque generatim fi — rmul- 
da" 


tiplicetur per 22x*, produ&uum a24x"-^ erit infinite 
paruum fi » fuperat z; finitum fi ;; aequat 2; & infi- 
nite magnum fi z fuperatur ab z. 


98. Quantitates tam infinite paruae, quam infinite 
magnae in feriebus numerorum fàepi(lime occurrunt, in 
quibus cum fint numeris finitis permixtae , ex iis lucu- 
lenter patebit, quemadmodum fecundum leges continui- 
tatis a. quantitatibus finitis ad infinite magnas atque infi- 
nite paruas tranfitio fiat. Confideremus primum feriem 

nume- 
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numerorum fnaturaliam, quae fünul retro continuata erit 


&c. —4—3——2—1-4-9--1-1L-3-- 32-44 &c. 


Numeri ergo continuo decrefcendo praebent tandem o 
feu infinite paruum, vnde vlterius continuati negatiui 
euadunt. Quamobrem hinc intelligitur a numeris finitis 
affirmatiuis decrefcentibus tranfiri per o ad negatiuos cre- 
fcentes. Sin autem eorum numerorum quadrata fpcetten- 
tur, quia omnia funt affirmatiua 

&c. 16 -- 9-1 - 42- 1 H- 0-71 -- 4-9 -—16 4 - &c. 
erit o quoque tranfitus numerorum affirmatiuorum decre- 
fcentium ad affirmatiuos crefcentes; arque fi figna mu- 
tentur, erit quoque o tranfitus numerorum negatiuorum 
decrefcentium ad negatiuos crefcentes. | 





99. Si feries confidereturgcuius terminus generalis 
eft Y», quae etiam retro continuata erit huiusmodi 
&c. 4-V —3--V —a-2-V —12-o--V 1--V 22-V 32-V 424- &c. 


ex qua patet o, quoque tanquam limitem confiderari pofTe, 
per quem a quantitatibus realibus ad imaginaria cranfea- 
tur. Si ifti termini tanquam applicatae curuarum confi- 
derentur , perfpicirur, íi eae fuerint affirmatiuae atque 
eousque decreuerint vt tandem euaneícant, tum eas vi- 
terius continuatas vel fieri negatiuas, vel iterum affir 
rnatiuas, vel adeo imaginarias. ldem eueniet, fi applica- 
rae primum fuerint negatiuae ; tum enim aeque poft- 
quam euanuerint, fi vlterius. continuentur , vel affirma- 

tiuae 








1 
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tiuae fient, vel negatiuae vel imaginariae ; quorum phae- 
nomenorum plurima exempla praebet doctrina de lineis 
curuis in libro praecedente tractata. 


roo. Eodem modo in feriebus occurrunt faepe ter- 
mini infiniti: fic in ferie harmonica, cuius terminus ge- 


: m I ».. 325. 5 1 . -J * ' * 
neralis eft xo indigi x—o refpondebit terminus infinite 





I . . . 
magnus — ; totaque feries ita fe habebit: 
&c.—4 — $— £—i--6--1--£-- 1 &c. 

A dextra ergo ad finiftram progrediendo termini cres- 

L] I bl a a" z. 2 
cunt, ita vt — iam fit in&nite magnus, quem cum tran- 
fierint, fient negatiui decrefcentes. ^ Hinc quantitas in- 
finite magna fpectari poteft tanquam limes, per quem 
numeri affirmatiui progreffi fiunt negatiui, & viciílim: 
vnde pluribus vifum eít, numeros negatiuos confiderari 
pofle, ranquam infinito maiores, propterea quod in hac 
ferie termini continuo crefcentes, poftquam infinitum at- 
ngerint, abeant in negatiuos. At vero fiad feriem, cuius 

E : à I 
terminus generalis eft pi attendamus , poft tranfitum 
per infinitum rurfus prodeunt termini affirmatiui. 

&c. $27 3- $27 i-i 2L i-r P &. 
quos tamen nemo infinito maiores dixerit. 

ror, Saepenumero quoque in feriebus terminus 


infinitus conftituit limitern, terminos reales ab imagina- 
| M riis 
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riis s vti fit in ferie hac, cuius terminus ge- 
neralis eft lys | 

I I 


Mna: 
&c.-- — m a Ma a Vs c 


xs " "Mea dicis I 

neque tamen hinc fequitur, imaginaria efTe infinito ma- 
ra: quoniam ex ferie ante allata . 

&c.--Y —3-4-Y -22-Y 212-92 -V14-V 2 2-Y 3 4- &c. 
aeque fequeretur, imaginaria effe nihilo minora. Deinde 
vero etiam a terminis realibus tranfitus ad imaginarios 
exhiberi poteft, quorum limes neque fit o neque v, 
vti fit, fi terminus generalis fuerit 1-3-Y x. His autem 
cafibus; cum ob irrationalitatem quilibet terminus gemi- 
num habeat valorem, in limite inter realia & imaginaria 
femper bini illi valores fiunt inter fe aequales. At quo- 
ties termini, qui ante erant affirmatiui, abeunt in nega- 
tiuos, tranfitus femper fit per limitem vel infinite. par- 
vum, vel infinite magnum, quae omnia ex lege conti- 
nuitatis, quam in lineis curuis deprehendimus, clarius 
clucent. 


102. Ex fümmatione quoque ferierum in infini- 
tum excurrentium plura hic afferri poflunt, quae cum 
ad hanc infiniti doctrinam magis illuftrandam, tum vero 
ad plura dubia, quae in hoc negotio füboriri folent, de- 
lenda inferuiunt. Ac primo quidem, íi feries conítet 
ex terminis aequalibus, Nb. - 

virens npnbeiünio &c. m. 


Cca- 
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eaque fine ine, hoc eft in infinitum continuetur, nullum 
certe eft dubium , quin omnium horum terminorum 
fumma maior fit omni numero aflignabili ; eaque prop- 
cerea infinita fit neceffe eft. Hoc quoque confirmat eius 
origo, dum oritur ex euolutione fractionis 
I ' 
———1ie-bS TS ÓTE 
ponendo x——:5; erit ergo 


—a-i--1:4d-:d- &c. 





E —L 
6o Riu déc 
ideoque fumma — ——r-—- infnito. 

103. Quamuis autem hic nullum dubium nafci 
queat, cum idem numerus finitus infinities fümtus in in- 
initum abire tan tamen ipfa origo ex ferie generali 

! | 

— —icd-cedbeÓe4::it-rL.:64-6c. 

rIe—X 
grauiffima incommoda afferre videtur: íi enim pro » 
fücce(f e ponantur numeri r, 2, 5, &c. fequentes feries 


cum fuis fummis prodibunt. 








A...1--1i-2- 1 -- (t -H- 1 --&c.— — — infinito 
B... 1--2--4 -2- 8 4-16 qp&. m L—4 
Q... 1--32- 9 H-27-4- 81 4-&c. —:L--i 
Da. 4. oo Ro4eoi6-]- 64-672 56- Re m -—-— 
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Cum igitur feries B fingulos terminos praeter primum 
habeat maiores, quam feries A, fumma feriei B neces- 
fario multo maior effe deberet, quam fumma feriei A: 
interim tamen ifte calculus oftendit feriei A fummam in- 
finitam, feriei B vero fummam negativam, hoc eft nihi- 
lo minorem, quod concipi non poteft. | Multo minus 
cum folitis ideis conciliari poteft, quemadmodum huius 
eft fequentium ferierum C, D, &c. fummae fiant nega- 
tiuae, cum tamen omnes termini fint affirmatiui. 


104. Ob hanc rationem opinio fupra allata multis pro- 
babilis videri folet, quantitates fcilicet negariuas quandoque 
confiderari poffe tanquam infinito maiores feu plus quam 
infinitas; & cum etiam numeros vltra nihil diminuendo 
perueniatur ad negatiuos, difcrimen ftatuunt inter numeros 
negatiuos huiusmodi —1:,——2,——3, &c. & huiusmodi 
rito Teqeu 
—— 1? ——1^ —1 
infinito maiores dicendo. "Verumtamen hoc paGo diffi 
cultatem non tollunt, quam függerit haec feries ^ 


| I 
i--2x--3x*--4x? 4- 5x* -- &c. — (1—2)? 
vnde oriuntur fequentes feries : 


À..1-2-22-3-3-4--5 -r&c— s —i-infinito 





, &c. illos nihilo minores, hos vero 


5 
B zelo I-e4siera- ian o USES! 

vbi cum finguli termini feriei B fint maiores, quam fin- 
guli termini ferie À, primis folis exceptis, quemadmo- 
dum 
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dum fumma feriei A fit infinita, feriei B vero furnrmna ae- 
qualis 1, hoc eft foli termino primo, ex illo principio 
explicari omnino nequit. 


105. Quoniam autem fi vellemus negare effe —1— 
e I L4 — g . 
—— ,& —-;-— —-;, firmiflima Analyfeos fundamenta 


collaberentur , illa ante commemorata explicatio prorfus 
admitti non poteft. Quin potius negare debebimus, il- 
las, quas formulae generales fuppeditauerant, fuümmas 
effe veras. Cum enim hae feries ex continua diuifione 
oriantur, dum refiduum continuo vlterius diuiditur: re- 
fiduum autem perpetuo fiat:maius, quo longius progre- 
diamur, id nunquam negligere poterimus ; atque mini- 
me refiduum vltimum, hoc eft quod in diuifione infini- 
tefima remanet, omitti poteft, quippe quod fit'infinite 
magnum. Quia autem hoc in fuperioribus feriebus non 
obferuatur , dum nullius refidui ratio habetur, mirum 
non eft, eas fümmationes ad abfüurdum deducere.  Haec- 
que refponfio,' vti eft ex ipía ferierum genefi petita, 
ira quoque eft veriffima, atque omnem dubitationem 
tollit. | | 


106. Quo hoc clarius appareat , contemplemur 
M. I Ln Aa. z 
euolutionem fraCtionis L——.. Vt in terminis primum 


finitis tantam abfoluitur. ^ Erit ergo 


I-—X 
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I x^ 


—— —1d-x--x? Li "A 


&c. - 


qui ergo dicere vellet huius feriei finitae 1-17 3-1 x* 1-3? 
I : L * x* 
fummam cfle ILL. erret a vero quantitate ——— : 


& qui fümmam huius feriei | 
: —t-r:-E x* -L-x* —- * * . * r E . 


| I A d i | 
ftatuere vellet — —-C-& »15 emaret quantitate. —— — 


qui error fi x fit numerus unitate maior, foret maximus. 


107. Ex his perfpicuum eft eum, qui eiusdem íe- 
riei in infinitum continuatae feu huius : 
[t--x--x*?--x-—- . . . . . .. Mx? 
fummam fítatuere velit — — cz 8 veritate effe aberra- 


oo 


g z : I à; » à 
turum quantitate ——— ; quae fi fit x » 1 vtique erit 
infinite magna. — Simul vero. hinc ratio patet, cur feriei 
in infinitum continuatae —— 

Lxx ÓIeRHAMEISC&. 


futn- 
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fumma reuera fit — —— | ; fi fuerit x fraCtio vnitate mi- 


j Ip VERE DC 4 . :e 
nor, tum enim error - fit infinite paruus, ideoque 





nullus; cuius propterea ratio tuto poteft negligi. Sic 
pofito x — £, erit reuera 
stas: MEC Wd 
12pgepiueque meo zz RU Med 
"IX 
fimiliterque reliquarum ferierum , fi x fit fra&tio vnitate 
minor, fumma vera hoc modo indicatur. 


108. Haec eadem refponfio valet de fummis ferie- 
rum diuergentium, in quibus figna —- & —— alternan- 
tur, quae vulgo ex eadem formula exhiberi folent , po- 
nendo pro x numeros negatiuos. Cum enim fit: | 


ra L—1—a-—LEx?——2x3-——Lx*——x5-—L—- &c. 

nifi vltimi refidui ratio habeatur, foret : 

| dit. su I—i1-—-1—1--.1:——1i-L-&c.-—Zi 

B . .. r—2a-4-4—-8--16— 32 -- &c. — £ 

C... 1—3-2-9—272-81—243— &c. — 1 
&c. 

Patet autem feriei fecundae B fummam ideo non poffe 

efle — £, cum quo plures termini acu fummentur, ag- 

gregata eo magis ab $ recedant. Perpetuo autem cuius- 

que feriei fumma debet effe limes, ad quem eo propius 

perueniatur , quo plures termini aCtu addantur. 


109. Ex his quidam concluferunt huiusmodi feries, 
quae vocantur diuergentes, rorfus nullas habere fummas 
| fixas; 
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fixas; propterea quod colligendis aCtu tertninis ad nullum 
lirnitein fiat appropinquatio, qui pro futnma feriei in in- 
finitum continuatae haberi poffet: quae fententia, cum iftae 
füummae iam ob negleCta vltima refidua erroneae fint os- 
teníae, veritati maxime eft confentanea. Interim tamen 
contra eam fummo iure obiici poteft, has memoratas fum- 
mas, quantumuis a veritate abhorrere videantur, tamen 
nunquam in errores inducere ; quin potius iis admiffis 
plurima praeclara effe eruta, quibus fi iftas fummationes 
prorfus reiicere vellemus, carendum effet. Neque vero 
hae fummae, fi eflent falfae, perpetuo ad veritatem nos 
ducere poffent ; ; quin potius, cum non parum fed infini- 
te a veritate difcrepent, nos quoque in infinitum a vero 
feducere deberent. Quod tamen cum non eueniat, diffi- 
cillmmus nobis reftat nodus foluendus. 


rio. Dico igitur in voce fummae latere totam diffi- 
cultatem ; fi enim fuma feriei, vt vulgo vfus fert, fu- 
matur pro aggregato omnium eius terminorum actu col- 
ie&torum, tum dubium eft nullum, quin earum tantum fe- 
rierum in infinitum excurrentium fnmmae exhiberi que- 
ant, quae fint conuergentes, atque continuo propius ad 
certum ftatumque valorem deducant, quo plures termini 
actu colligantur. Series autem diuergentes, quarum ter- 
mini non decrefcunt, fiue figna —— & —— alternentur 
fiue fecus, prorfus nullas habebunt fummas fixas; fi qui- 
dem vox fummae hoc fenfu pro aggregato omnium ter- 
minorum accipiatur. At vero in iis cafibus, quorum me- 
minimus, quibus ex iftiusmodi fummis erroneis veritas ta- 
men 
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men clicitur; id non fit, quatenus expreffio finita, verbi 
gratia — , eft fumma feriei I-pz-eat- x?—L— &c. fed 


quatenus ea expreífio euoluta hanc feriem praebet; fic- 
que in hoc negotio nomen fummae prorfus omitti poffet. 


rrr. Haec igitur incommoda , hasque apparentes 
contradictiones penitus euitabimus, fi voci fummae aliam 
notionem, atque vulgo fieri folet, tribuamus. — Dicamus 
ergo feriei cuiusque infinitae fummam efle expreflionem 
hnitam, ex cuius euolutione illa feries nafcatur. ^ Hoc- 
que fenfu feriei infinitae. 1-4-x—-—x?-1-x?-L- &c. fum- 
ma reuera erit — — quia illa feries ex huius fraétio: 
nis euolutione oritur: quicunque numerus loco x fübfti- 
tuatur. Hoc patto, fi feries fuerit conuergens, ifta no- 
va vocis fummae definitio, cum confüeta congruet ; & 
quia diuergentes nullas habent fümmas proprie fic dic- 
ras, hinc nullum incommodum ex noua hac appellatio- 
ne orietur. Denique ope huius definitionis vtilitatem 
ferierum diuergentium tueri atque ab omnibus iniuriis 
vindicare poterimus. 
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CAPUT "IY. 
DE DIFFERENWTIALIUM CUIUSQUE 
ORDINIS NATURA. 
114. 

L capite primo vidimus, fi quantitas variabilis x ac- 

- cipiat augmentum — v, tum cuiusuis functionis ip- 
fius x augmentum inde oriundum tali forma exprimi 
Pw 24- Qw? -- Re? -j- &c. fiue haec expreffio fit finita 
fiue in infinitum excurrat. FunGio ergo y, fi in ea lo- 
co x fcribatur x-—-«, valorem fequentem induet: 

y1—y -- Po 24- Qo? 2- Ro? -4- S 9* -- &c. 
a quo, fi valor prior y fübtrahatur, remanebit differen- 
tia funCtionis y, quae ita exprimetur 
Ay — Po-r- Qo? -—- Ro? -4- S o*-1- &c. 

atque cum valor ipfius x fequens fit x* — x ——- w, erit 
differentia ipfius x, nempe àx —. Litterae autem 
P, Q, R, &c. denotant fun&iones ipfius x pendentes 
ab », quas capite primo inuenire docuimus. 


115. Hinc ergo quocunque augmento w augeatur 
quantitas variabilis x, fimul definiri poterit augmentum, 
quod cuique ipfius x fun&ioni y accedit; dummodo pro 
quouis ipfius y valore fun&tiones P, Q , R, 5, &c. de- 
finire valeamus. In Hoc autem capite, atque in vniuer- 
fa Analyfi infinitorum augmentum illud w», quo quantita- 
tem variabillem « crefcere fumfimus , ftatuemus infinite 
par- 
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paruum, atque adeo euanefcens, feu —0. Vnde ma- 
nifeftum eft, incrementum feu differentiam funCtionis y 
quoque fore infinite paruam. — Cum autem in hac hy- 
pothefi finguli termini expreffionis 


Po--Q w*--Rw:--Swt*-- &c. 


prae antecedentibus euanefcant, (88. & feqq.), folus pri- 
mus Pw remanebit, eritque propterea hoc cafü, quo o 
eft infinite paruum, diflerentia ipfius y nempe &y — Pv. 


114. Erit ergo Analyfis infinitorum , quam hic 
tra&tare caepimus, nil aliud, nifi cafüs particularis me- 
thodi differentiarum in capite primo expofitae, qui ori- 
tur, dum differentiae , quae ante finitae erant aflumr 
tae, ftatuantur infinite paruae. ^ Quo igitur ifte cafus, 
quo vniuerfa Analyfis infinitorum continetur, a metho- 
do differentiarum diftinguatur, cum pecüliaribus nomi- 
nibus, tum etiam fignis ad. differentias iffas infinite 
paruas denotandas vti conueniet. Differentias igitur 
infnite paruas hic cum LEIBNIZIO Zifferentia- 
lia vocabimus ; atque cum differentiarum in primo ca- 
pite diuerfos ordines conítituiffemus, ex iis nunc facile 
quoque intelligetur, quid differentialia prima, fecunda, 
tertia, &c. cuiusque fun&hionis fignificent. — Loco cha- 
raCteris autem à, quo ante differentias indicaueramus, 
nunc vtemur charaCtere 4; ita vt 4y fignificet differen- 
dale primum ipfius y; 44) differentiale fecundum ; 4?) 
tertium & ita porro. 


''N2 9 IT5. 
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i15. Quoniam diílerentias infinite paruas, quas hic 
tractamus , Ziffereutialia vocamus , hinc totus calculus, 
quo differentialia inueftigantur atque ad vfum accom- 
modantur, appellari folet. Celeules. differentialis. | Mathe- 
matici Angli, inter quos primum NEWTONUS aeque ac 
LEIBNIZIUS inter Germanos hanc nouam Amnalyfeos 
partem excolere coepit, aliis tam nominibus quam fignis 
vtuntur. Differentias enim infinite paruas, quas nos dif- 
Íerentialia vocamus , potiffimum f/wxiomes nominare fo- 
lent, interdum quoque zcrezenta: quae voces vti lati- 
no fermohi magis conueniunt, ita quoque res, quas de- 
notant, fitis commode exprimunt. —Quantitas enim va- 
riabilis crefcendo continuo alios atque alios valores reci- 
piens tanquam fluens con(iderari poteft, hincque vox flu- 
xionis, quae primum a NEUTONoO ad celeritatem creícen- 
di adhibebatur, ad incrementum infinite paruum, quod 
quantitas quafi fluendo —— defignandum analogice eft 
translata. 


116. Quamuis autem circa vocum vfum atque 
definitionem cum Anglis difceptare abfonum foret, nos- 
que coram iudice puritatem latinae linguae atque ex- 
preffionum commoditatem fpe£tante facile füperaremur; 
tamen nullum eft dubium, quin Anglis ratione figno- 
rum palmam praeripiamus.  Differentialia enim, quae ipíi 
fluxiones appellant, pundlis, quae litteris fuperfcribunt, 
denotare folent, ita vt y , iis fi, ignificet fluxionem primam 





ipfi ius jy; y fluxionem fecundam ; y fluxionem tertiam, 
atque ita porro. Qui notandi modus, vti ab arbitrio 
pen- 
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pendens, etfi improbari nequit, fi panCtorum numerus 
fuerit paruus, vt numerando facile percipi queat; ramen 
íi plura puncta infcribi debeant, maximam confu(ionem 
plurimaque incommoda affert. Differentiale enim feu flu- 


xio decima perquam incommode hoc modo y repraefen- 
tatur, cum noftro fignandi modo 42'?y facillime compre- 
hendatur. — Oriuntur autem cafüs, quibus multo adhuc 
füperiores differentialium ordines atque adeo indefiniti 
exprimi debent, ad quos Anglorum modus prorfus (it 
ineptus. 





117. MNoftris igitur tam nominibus quam fignis 
vtemur, quippe quorum illa in noítris regionibus iam 
funt vfu recepta atque plerisque familiaria, haec vero 
commodiora. —[nterim tamen non abs re erat, Anglo- 
rum denominationes & fignationes hic commemorare, vt 
qui eorum libros euoluunt, eos quoque inrelligere que- 
ant. Neque enim Angli fuo mori tam pertinaciter ad- 
haerent, vt quae noftro more fünt fcripta, prorfus repu- 
dient, nec legere dignentur. Nos quidem ipforum ope- 
ra maxima cum auiditate perlegimus, ex iisque fümmum 
fru&tum percipimus ; faepenumero vero etiam animad- 
vertimus, ipfos noftratium fcripta non fine vtilitate legis- 
fe. Quamobrem etíi idem vbique atque aequabilis mo- 
dus cogitata fua exprimendi maxime eflet optandus, ta- 
men non admodum eft difficile, vt vtrique affüefcarnus, 
quantum quidem intelligentia librorum alieno more fcrip- 
torum poítulat. | 
N 3 IIB. 
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rr8. Cum igitur littera o nobis haCtenus denota- 
verit differentiam feu incrementum, quo quantitas varia- 
bilis x crefcere concipitur, nunc autem «w ftatuatur infi 
nite paruum, erit w differentiale ipfius x ; & hancobrem 
recepto fignandi modo erit «—42x 5 atquegx proinde erit 
differentia infinite parua, qua ipfa x crefcere concipitur. 
Simili modo differentiale ipfius y ita exprimetur 45; at- 
que fi y fuerit fun&tio quaecunque ipfius x, differentiale 
denotabit incrementum, quod funClio y capit, dum x abit 
in x--dx. Quare fi in funCtione y vbique loco x fübfti- 
tuatur x--42x», & quantitas refuültans ponatur — y', erit 
dy — y1— y , hocque modo differentiale cuiusque func- 
tionis reperietur: quod quidem intelligendum eft de dif- 
ferentiali primo feu primi ordinis; de reliquis enim poft- 
ea videbimus. 





119. Probe ergo tenendum eft litteram 2 hic non 
quantitatem denotare, fed tantum loco figni adhiberi, ad 
vocem Zdifferentialis exprimendam, eodem modo, quo 
in do&rina logarithmorum littera / pro figno logarith- 
mi, &in Algebra charactere Y pro figno radicis vti con- 
fuüeuimus. Hinc 4Zy non fignificat, vti vulgo in Analyfi 
vfu eft receptum, produ&tum ex quantitate 7 in quanti- 
tatem 5, fed ita enunciari debet, vt dicatur differentiale 
ipüus y. Simili modo fi fcribatur ^y, neque binarius 
exponentem, neque 4? poteftatem ipfius 4 (ignificat, fed 
adhibetur tantum ad nomen Z/ffereutialis. fecundi. brevi- 
ter & apte exprimendum. Cum igitur littera 7 in cal- 
culo differential non quantitatem , fed fignum tantum 

- ex- 
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exhibeat, ad confufionem vitandam in calculis, vbi plu- 
res quantitates conftantes occurrunt, littera 7 ad earum 
defignationem vfurpari nequit; perinde atque euitare fo- 
lemus litteram / tanquam quantitatem in calculum indu- 
cere, vbi fimul logarithmi occurrunt. Optandum autem 
eflet, vt litterae i(tae 2 & / per characteres aliquantulum 
alteratos exprimerentur, ne cum litteris Alphabethi, qui- 
bus quantitates defignari folent, confundantur: fimili fci- 
licet modo, quo loco litterae », qua primum vox radi- 
cis indicabatur, nunc character iíte diftortus Y in vfum 
eít receptus. 

120. Quoniam igirur vidimus differentiale primum 
ipfius », fi y fuerit functio quaecunque ipfius x, habiru- 
rum effe huiusmodi formam Pw ; ob w—4dx, erit 4y—P4x. 
Qualiscunque fcilicet fuerit y fun&tio ipfius x, eius diffe- 
rentiale Zy exprimetur certa quadam functione ipfius x», 
pro qua hic ponimus P, per differentiale ipfius x, nem- 
pe per 2x multiplicata. —Etiamíi ergo differentialia ipfa- 
rum x & y reuera fint infinite parua, ideoque nihilo ae- 
qualia; tamen inter fe finitam habebunt rationem : erit fci- 
licet 2y: 2x —P: 1r. Inuenta ergo füun&ione ifta P, in- 
notefcit ratio inter differentiale x & differentiale 4y. 
Cum igitur calculus differentialis in inuentione differen- 
talium confiftat, in eo non tam ipfía differentialia, quae 
funt nihilo aequalia ac propterea nullo labore inueniren- 
tur, quam eorum ratio mutua geometrica inueftigatur. 

i21. Differentislia igitur multo facilius inueniun- 


tur, quam differentiae finitae. Ad differentiam enim fini- 
tam 
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tam Ay, qua fun&io y crefcit, dum quantitas variabilis x 
incrementum « accipit, non fufBcir functionem P  noffe, 
fed indagari infuper oportet functiones Q , R, S, &c. 
quae in diflerentiam finitam, quam pofüimus 

| —Po--Qo»?--Ro5-L&c. 
ingrediuntur ; ad differentiale ipfius y autem inueniendum 
fatis eft, fi nouerimus folam functionem P. Quamobrem 
ex cognita differentia finita cuiusque funCtionis ipfius x, 
facillime eius differentiale definitur ; verum contra ex dif 
ferentiali eius funCtionis , nondum erui poteft eius diffe- 
rentia finita. — Interim tamen infra docebitur, quemad- 
modum ex differentialibus omnium ordinum fimul cogni- 
tis differentia quaeuis finita cuiusque functionis propofi- 
tae inueniri queat. Ceterum ex his manifeítum eft diffe. 
rentiale primum 4y —P 4x, praebere terminum primum 
differentiae finitae, quippe qui eft — P. 


r22. Si igitur incrementum w, quod quantitas va- 
riabilis » accipere concipitur, fuerit vehementer paruum, 
ita vt in expreffione P» —4— Qw*--R«?-1- &c. termini 
Qo* & Ro?, multoque magis reliqui, fiant tam parui, 
vt in computo, quo fummus rigor non obferuatur, prae 
primo P» negligi queant; tum cognito differentiali P2», 
ex eo differentia finita vero proxime cognofcetur, quip- 
pe quae erit — P»: vnde in pluribus occafionibus, qui- 
bus calculus ad praxin adhibetur, non parum fructus hau- 
ritur. Atque hinc nonnulli arbitrantur, differentialia tan- 
quam incrementa vehementer parua confiderari poffe, 
eaque nihilo reuera aequalia effe negant, atque tantum 
inde- 
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indefinite parua. fatuunt.— Haecque idea aliis occafionem 
praebuit Analyfin infinitorum accufandi, quod non veras 
rerum quantitates eliciat, fed tantum vero proximas; 
quae obiet£tio femper aliquam vim retineret, niíi infinite 
parua proríus nihilo aequalia ftatueremus. 


123. Qui autem nolunt infinite parua plane in ni- 
hilum abire, ii vt vim obiectionis deftruere videantur, 
differentialia comparant minimis puluisculis ratione totius 
terrae, cuius quantitatem nemo non veram tradidiffe cen- 
feretur, qui vnico puluifculo a veritate aberrauerit. "l'alem 
igitur rationem. inter quantiratem finitam & infinite par- 
vam efle volunt, qualis eft inter totam terram minimum- 
que puluisculum: atque fi cui hoc difcrimen adhuc non 
fatis magnum videatur, eam rationem millies magisque 
adaugent, vt paruitas amplius omnino percipi nequeat, 
lnterim tamen agnofcere coguntur, fummum rigorem 
geometricum aliquantulum infringi ; quare quo huic ob- 
ie&tioni occurranr, ad eiusmodi exempla confugiunt, quo- 
rum tam per Geometriam quam per Analyfin infinitorum 
folutiones inueniri poffunt, ex earumque congruentia bo- 
nitatem pofíterioris methodi concludunt. Quanquam au- 
tem hoc argumentum negotium non conficit, cum faepe 
numero per erroneas methodos verum elici queat ; tamen 
quia hoc vitio non laborat, potius euincit, eas quantita- 
tes, quae in calculo fint negleétae; non folui non incom- 
prehenfibiliter paruas, fed plane nullas effe, vti nos afTu- 
mimus. Ex quo rigori geometrico nullam omnino vin 
inferimus. i | 
Ó 124. 
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124. Progrediamur ad differentialium fecundi or- 
dinis naturam explicandam , quae oriuntur ex differen- 
tiis fecundis in capite primo expofitis, ponendo quanti- 
tatem c infinite paruam — 4x. Cum igitur fi ponamus 
quantitatem variabilem x aequalibus incrementis crefcere, 
ita vt fi valor fecundus x? fuerit —x-—1—-4x, fequentes 
futuri fint x1—x-1-24x; xm—x-]-3dx &c. ob ditfe- 
rentias primas conítantes — x, differentiae fecundae eua- 
nefcent: erit ergo quoaue differentiale fecundum ipfius 
x nempe ddx—o, atque ob hanc rationem quoque dif- 
ferentialia viteriora erunt —o, fcilicet 2?x—0o, 4*x—0; 
d5x—205 &c. Obiici quidem poteft, haec differentialia, 

cum fint infinite parua, per fe effe —o, neque hoc 
props effe eius quantas variabilis x , cuius incre- 
menta aequalia concipiantur: at vero hanc euanefcenti- 
am ita interpretari oportet, vt differentialia 22x, 75x &c. 

non folum in fe fpe&tata. fint nulla, fed etiam ratione po- 
m mm ipfius 2x, cum quibus alias comparari poflent, 
euanefcere. | 


125. Quae quo ici intelligantur, recordandum 
eft differentiam fecundam cuiusque fun&ionis ipfius x, 
quae fit », huiusmodi forma exprimi Pw*-1-Qu?-1-Ro? -- 
&c. — Quodí ergo o fit infinite paruum, termini Qw?, 
Ro* &c. prae primo Pw* enaneíceat, vnde pofito w—dx 
differentiale fecundum ipfius y erit — P4Zx?, denotante 
dx* quadratum differentialis 2x. Quare etfi differentiale 
fecundum ipfius y, nempe 44y per fe fit —o , tame 




















cum fit ddy — P42x?, ad 2x* habebit rationem finitam, 
vti 
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vti P ad r: fin autem file», tum fit P—o, Q—o, 
R-—o, &c. ideoque hoc"cafu differentiale fecundum i ip- 
fius x etiam refpectu. dx? aliorumque ipfius 2x potefta- 
tum euanefcit. Hocque modo intelligenda funt ea, quae 
ante diximus, effe fcilicet 22x — o, 4^x-—o, &c. 


126. Cum differentia fecunda nil aliud fit, nifi diffe- 
rentia differentiae primae ; differentiale quoque fecundum 
feu vti faepe vocari folet, differentio-differentiale nil aliud 
erit praeter diíferentiale differentialis primi. Quia dein- 
de quantitas conftans nulla neque augmenta neque de- 
crementa accipit, nullasque admirtit differentias, quippe 
quae folis quantitatibus variabilibus funt propriae, dici- 
mus eodem fenfu quantitatum conftantium differentialia 
omnia cuiusque ordinis effe —2o, hoc eft prae omnibus 
adeo poteítatibus ipfius dx euanefcere. Cum igitur dif- 
ferentiale ipfius 2x hoc eft 22x fit —0; differentiale Zr 
tanquam quantitas conftans confiderari poteft, & quoties 
differentale cuiuspiam quantitatis dicitur conftans, toties 
ea quantitas intelligenda eft continuo aequalia incremen- 
ta accipere. Sumimus hic antem » pro ea quantitate, cu- 


ius differentiale fit conftans, hieque fingularum eius func- 










tionum variabilitatem, cui earum differentialia funt obno- 
xia, aeftimabimus. 
| i27. Ponamus differentisle primum ipíus y effe 


—pdx; atque ad eius differentiale fecundum inuenien- 
dum, ipfius pZx denuo differentiale quaeri debet. Cum 
autem dx (it conftans, neque varietur eiamíi loco x fcri- 

O 2 ba- 
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batur x-i1-4£, tantum op SUME, vt quantitatis finitae p 
differentiale quaeratur: fit igitur 4p— 44x, quoniam vi- 
dimus omnium functionum ipfius x differentialia ad hu- 
iusmodi formam reuocari: & cum fit, vti de differentiis 
finitis oftendimus, differentiale ipfius zp— 44», fi » fit 
quantitas conftans, ponatur 4x loco z, eritque differen- 
tiale ipfius px —44x?. — Hancobrem fi fit 2y—p4x & 
dp — dx, erit differentiale fecundum 424y — 24x?, fic- 
que conítat, quod iam ante innuimus, differentiale fecun- 
dum ipfius y ad 4x? habere rationem finitam. 







128. In Capite primo iam notauimus differentias fe- 
cundas atque fequentes conítitui non poffe, nifi valores 
fucceffiui ipfius x certa quadam lege progredi affümantur, 
quae lex cum fit arbitraria, his valoribus progre(fionem 
arichmeticam tanquam facillimam fimulque aptiífimam tri- 
buimus. Ob eandem ergo rationem de differentialibus 
fecundis nihil certi ftatui poterit, nifi differentialia prima, 
quibus quantitas variabilis x: continuo crefcere concipitur, 
fecundum datam legem progrediantur ; ponimus itaque 
differentialia prima ipfius x, nempe 2x, dx!, 2x", &c. 
omnia inter fe aequalia, vnde fiunt differentialia fecunda 

ddx—dx*——dx-co;ddxizzdxu"——dx1—o, &c. 
Quoniam ergo differentialia fecunda & vlteriora ab ordi- 
ne, quem differentialia quantitatis variabilis x inter fe te- 
nent, pendent, hicque ordo fit arbitrarius, quae conditio 
diffcrentialia prima non afficit; hinc ingens difcrimen in- 
ter différentialia prima ac fequentia ratione inuentionis 
intercedit. | | UM me TP 
129, 
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129. i autern fucceffiui ipfius x valores », xt, 
x", xm, xm, &c. non fecundum arithmeticam propres- 
fionem ftatuantur, fed alia quacunque lege progredi po- 
nantur, tum eorum quoque differentialia prima. 2x , 2x t, 
dx", &c. non erunt inter fe acqualia, neque propterea 
erit d2x—0. Hancobrem differentialia fecunda quarum- 
vis funCtionum ipfius x aliam formam induent; fi enim 
huiusmodi fun&tionis y differentiale primum fuerit — 4x 
ad eius differentiale fecundum inueniendum non fufficit 
differentiale ipfius p per 2: multiplicaffe, fed infüper ra- 
tio differentialis ipfius 2x, quod eft 44x haberi debet. 
Quoniam enim differentiale fecundum oritur , (i p4x a 
valore eius fequente, qui oritur dum x-[4Zx loco x & 
dx—r-ddx loco 4x ponitur, fübtrahatur, ponamus valo- 
rem ipfius p fequentem efle — p-1—-24x , eritque ipfius 
pdx valor fequens — — 

—(p-1744x) (dx 1-421) — pdx —— pd dx ——42x24—4 dx ddx ; | 
a quo fuübtrahatur px, eritque differentiale fecundum 
ddy—pddx--2dx* —— gdxddx —pddx--24dx*, 

quia 72xddx prae p2Z2x euanefcit. 





ao» e | 
[à Ml 


r30. Quanquam autem ratío aequalitatis cft fimpli- 
ciffima atque aptiffira, quae continuo ipfius x incremen- 
tis tribuatur, tamen frequenter euenire folet, vt non eius 
quantitatis variabilis x, cuius y eft fun&io, incrementa 
aequalia affamantur , fed alius cuiuspiam quantitatis , cu 
ius ipfa x fit fun&kio quaedam. — Quim etiam faepe eius- 
modi alius quantitatis «differentialia. prima ftatuuntur ae- 
O 5 qua- 
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qualia, cuius nequidem relatio ad » conftet 

pendebunt differentialia fecunda & fequentia ipfius » a 
ratione, quam x tenet ad illam quantitatem, quae aequa- 
biliter crefcere ponitur, ex eaque pari modo definiri de- 
bent, quo hic differentialia fecunda ipfius y ex differen- 
tialibus ipfius x definire docuimus. — Pofteriori autem ca- 
fu differentialia fecunda & fequentia ipfius x tanquam in- 
cognita fpe&tari, eorumque loco figna dx , d*x , d*x, 
&c. vífurpari debebunt. 


131. Cum autem, quemadmodum his cafibus diffe- 
rentiariones fingulas abfolui oportear, infra fufius fimus 
oftenfuri, hic pergamus quantitatem variabilem x tan- 
quam vniformiter crefcentem affumere, ita vt eius dific- 
rentialia prima dx, dx*, dx!t, &c. inter fe omnia aequa- 
lia, ac propterea differentialia fecunda ac fequentia ni- 
hilo aequalia ftatuantur: quae conditio ita enunciari fo- 
let vt differentiale ipfius x nempe x conftans affumi di- 
catur. Sit deinde » fun&tio quaecunque ipfius x , quae 
cum per x & conftantes definiatur, fingula quoque eius 
differentialia prima, fecunda , tertia, quarta, &c. quae 
his fignis indicantur. y, 24y, d*y, d*y, &c. per x & 
4x exprimi poterunt. Scilicet (i in y loco x fcribatur 
x-i-dx, ab hocque valore prior fübtrahatur, remanebit 
differentiale primum 45: in quo fi porro loco x pona 
tur x-4- 4x, prodibit 4y', eritque ddyccdyv—— dy, fi- 
mili mmodo ponendo x -—42»* loco x, ex dd y nafcetur 
ddy:, atque ddy —d4y dabit 4?y & ita porro: in qui- 

bus 
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bus operationibus differentiale 2: perpetuo tanquam 
quantitas conftans fpeCtatur, quae nullum differentiale 


recipiat. 


132. Ex ratione, qua functio y per x determina- 
tur, tam ope methodi differentiarum finitarum , quam 
multo expeditius ex iis, quae poftea fümus tradituri, 
definietur valor. fendiianis p, quae per 2x multiplicata 
praebeat differentiale primum 4y. Pofito ergo y — pax, 
differentiale ipfius px dabit differentiale fecundum 44; ; 
vnde íi fuerit dp — 4d» , ob Zx conftans, orietur 
ddy — gdx*, vti iam ante oftendimus, — Vlterius igitur 
progrediendo , cum diíferentialis fecundi differentiale 
praebeat differentiale tertium , ponamus effe 77— 4x, 
eritque 3y — rdx? : fimili modo íi huius functionis r 
differentiale quaeratur, fueritque 2r — sx , habebitur 
differentiale quartum 2*y —:4x*; ficque porro , dum- 
modo nouerimus differentiale primum cuiusque func- 
donis inuenire , differentiale cuiusque ordinis affignare 
poterimus. 


EI 


133. Quo igitur formae fingulorum horum diffe- 
rentialium , fimulque ratio ea inueniendi clarius menti 
repraefentetur , €a fequenti tabella complecti vifum ett. 


Si » 











UCRPU'T- Y. 
Si y fuerit fun&io quaecunque ipfius x, 

erit — atque pofito 
dy —pdx 
ddy —4dx* 
d3y —rdx? 
d'y mp 


d5y — tdx5 





Cum igitur fun&io p ex fun&one y per differentiatio- 
nem cognofcatur, fimilique modo ex p inueniatur 7, 
hincque porro x, & ex eo vlterius s, &c. differentialia 
cuiusuis ordinis ipfius y facile reperientur , dummodo 
differentiale 4x affümatur conftans. 


134. Cum p,4,7, 5, t£, &c. fint quantitates fi- 
nitae, functiones nimirum ipfius x, differentiale primum 
ipfius y, rationem finitam habebit ad differentiale pri- 
mum ipfius x, fcilicet vt p ad 1; hancque ob caufam 
differentialia Zx & 4y vocantur homogenea. Deinde cum 
ddy ad dx* habeat rationem finitam vt 4 ad 1, erunt 
ddy & dx* homogenea; fimili mmodo homogenea erunt 
d34 & dx?, itemque d*y.& dx*, & ita porro. Vnde 
vti differentialia prima funt inter fe homogenea, feu ra- 
tionem finitam tenentia ; fic diíferentialia fecunda cum 
quadratis differentialium primorum, differentialia autem 
tertia cum cubis differentialium primorum atque ita por- 
ro erunt homogenea. Atque generatim differentiale ip- 
fius 
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fius y ordinis 7, quod ita exprimitur 7*y, homogeneum 
erit cum dx^, hoc eft cum poteftate differentialis Zx , 
cuius exponens eft z. 


135. Cum igitur prae 4x euanefcant omnes eius 
poteítates, quarum exponentes funt vnitate maiores, prae 
dy quoque euanefcent Zx^, dx?, dx*, &c. & quae ad has 
poteftates rationem finitam tenent differentialia altiorum 
ordinum 44y, 4?y, 4*y, &c. Simili modo prae 44y quia 
eft homogeneum cum 4x?, omnes ipfius Zx poteftates 
quadrato fuperiores 4x?, ys &c. euanefcent, euanefcent 
ergo quoque 42?y, d*y, &c. Atque prae 43y, euanefcent 
dx*, d*y; dx5, d$y; &c.  Hincque facile, fi propofitae 
fuerint quaecunque. expreffiones huiusmodi differentialia 
inuoluentes, dignoíci poterunt, vtrum fint homogeneae 
nec ne? Refpici enim debebunt tantum differentialia, 
omiílis quantitatibus finitis, quippe quae homogeneitatem 
non turbant; atque pro differentialibus fecundi altiorum- 
que ordinum fcribantur poteftates ipfius x ipfis homo- 
neae, quae fi praebeant vbique eundem dimen(ionum nu- 
metum, er ys jones erunt — Ma 


136. Ia patebit has expreffi ones P4Jy: & Q344y 
effe inter fe homogeneas. - Nam 44y* denotat quadra: 
tum ipfius 72y, & quia 4dy homogeneum eft cum Zx*, 
erit 44y? homogeneum cum 4x*. Deinde quia Zy cum 
dx & d?y cum dx? lenogerhinm eft, erit productum 
dyd?y cum dx* homogeneum: ex quo fequitur expres- 
fiones stil & Q45d 3 y inter fe efle homogeneas, ideo- 

P que 











qe exponcas: rationis eft 
ANY vel Qax*ddy* |. Q4s*ddy* Apa 
»i dee Papdiy —— 3 Péydsiy 7 
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que rationem inter fe finitam habere. Simili rnodo col- 
ux 215 E337 p23y* d$5 . Uo. 319m 
ligetur has expreffiones - da & Ie effe .homoge- 
neas ; fubítitutis enim pro 4», 4y, d*y & d*y his ipfius 
dx pote(tatibüs ipfis homogeneis 2x, dx?, 4x? & - 









orientur hae exprefliones P2x? & Qu^, quae vti 
erunt inter fe pes A 


137. Quod 6 i fatta. hac reduCtione expreffi ones pro- 
pofitae non contineant aequales ipfius 2x poteítates, tum 
non erunt homogeneae, neque propterea inter fe ratio- 
nem finitam tenebunt. Erit ergo altera infinities fiue 
maior fiue minor altera, hincque vna refpe&tu alterius | 

| Ozds? E | 
eüinefet. Sic 72 ad O5 ruionem habebit inf. | 
nite magnam: prior enim expreflio reducitur ad P2x & 
altera ad Q4x?, vnde haec prae illa euanefcet. | Quam- 









obrem fi in quopiam calculo aggregatum huiusmodi  bi- 
narum formularum aad pofte- 


rior terminus prae priori tuto reiici, folusque primus 


E D. in calculo retineri poterit: fubfiftet enim perfecta 








dx? 

ratio: am xis inter "es ones adi 
5 Pasy.. | j , Pdiy 9i *3í 
dx? pr y de^? | 
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Hocque.paCto expreffiones differentiales en poque tni- 
rifice contrahi. potluat. S vHECIH LÀ 


-r38. In calculo differentiali praecepta traduntur , 
quorum ope cuiusuis quantitatis propofitae differentiale 
primum inueniri poteft: & quoniam differentialia fecun- 
da ex differentiatione primorum, tertia per eandem ope- 
rationem ex fecundis & ita porro fequentia ex praece- 
dentibus reperiuntur , calculus differentialis continet me- 
thodum omnia cuiusque ordinis differentialia inueniendi. 
Ex voce autem 4 ifferentialis, qua differentia infinite par- 
va denotatur, alia nomina deriuantur, quae víu funt re- 
Cepta. Sic verbum habetur 4; Ifferentiare , quod fignificat 
differentiale inuenire , quantitasque d/fferentiari dicitur, 
quando eius difTcrentiale elicitur. Differentiatio autem de- 
hotat operationem, qua differentialia i inueniuntur. Hinc 
calculus. differentialis quoque vocatur methodus. d//feren- 
tiandi, cum modum diff erentialia inueniendi contineat. 


139. Quemadmodum in calculo differentiali cuius- 
vis quantitatis differentiale inueftigatur , ia viciílim cal- 
culi fpecies confütuitur quoque in-inuentione eius quan- 
titatis, . cuius differentiale. proponitur, qui calculus inte- 
gralis vocatur. Si enim propofitum fuerit. diflerentiale 
quodcunque, eius refpeCtu ea quantitas, cuius eft diffe- 
rentiale, vocari folet-integrale. : Cuius denominationis ra- 
tio eft, quod, cüm differentiale confiderari poffit, tan- 
quam pars infinite parua, qua quantitas quaepiam crefcit, 
ipfa illa quantitas refpeétu huius partis tanquam totum 
feu em ÍpeGari poteft, Y -jhai ob caufam eius vo- 


C- 
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catur integrale. Sic cum 4» fit differentiale ipfius y, vi- 
ciffim » erit integrale ipfius 2y ,. & cum 44y fit diffe- 
rentiale ipfius y, erit 4y integrale ipfius 24y. Simili. 
que modo erit 24 integrale ipfius 435, & 4?y ipfius 4*y 
& ita porro: vnde quaelibet differentiatio, fi inuerfe fpec- 
tatur, integrationis exemplum exhibet. 


140. Origo & natura integralium pariter ac diffe- 
rentialium clariffime ex differentiarum finitarum doctrina 
in capite primo expofita explicari poteft. Poftquam enim 
effec oftenfüm , quomodo cuiusque quantitatis differen- 
tiam inueniri oporteat, retrogrediendo quoque monftra- 
vimus, quomodo, (i propofita fuerit differentia, ea quan- 
titas inueniri queat, cuius illa fit. differentia; quam quan- 
tirarem refpettu fuae differentiae vocauimus eius fürn- 
mam. Vti igitur ad infinita parua procedendo differen- 
tiae in differentialia abierunt, ita. fümmae quae ibi erant 
vocatae, integralium nomen fortiuntur: & hanc ob cau- 
fam intégralis: quoque non raro fümmae appellari folent. 
Angli qui differentialia fluxiones nominant, integralia vo. 
cant quantitates fluentes; eorumque loquendi more datae 
fluxionis fluentem inuenire, idem eft, quod noftro more 
dati ditferentialis integrale. inuenire dicimus. 


141. Vti differentialia ilétacheni d defignamus, ita 
ad integralia indicanda hac littera / vtimur, quae ergo 
quantitatibus differentialibus praefixa eas denotabit quan- 
titates, quarunr illa funt differentialia. Sic fi differentiale 
- ius 5 fuerit px, feu -dy c pdx, erit y integrale. ipfius 
px, 
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px, quod hoc modo fcribitur y —/74x, cum fit y —J/4y. 
Integrale ergo ipfius p2x, quod per /pZx indicatur, de- 
notat quantitatem, cuius differentiale eft pZx. Simili mo- 
do cum fit 225 — 24x? exiflente 2p — 24x ; erit inte- 
grale ipfius 22y hoc eft 2y—p4x, atque ob p—/74x, 
erit dy—dx/7dx, ac propterea y—J/Zx/2dx. Si vlterius 
fit 2; —rdx , erit ; —/rdx & dp — dx/rdx; vnde fi 
character / detiuo praefigatur, fiet» — Jdkfrds , porro- 
que dy—dx/4x/rdx, atque y—/dx/dxfrdz. 

142. Quia differentiale 4y eft quantitas infinite pat- 
va, eius integrale autem y quantitas finita, parique mo- 
do differentiale fecundum 44y infinities minus eft, quam 
eius integrale 7y, manifeftum eft differentialia prae fuis 
integralibus euanefcere. ^ Quae affe&tio quo melius per- 
cipiatur, infinite parua in ordines diuidi folent , dicitur- 
que infinite paruum primi ordinis, ad quod referuntur 
differentialia prima 2x, 45. Infinite paruum fecundi 
ordinis comple&titur differentialia fecundi ordinis, quae 
homogenea fünt cum 4x? ; fimilique modo infinite par- 
va, quae cum 4x? funt homogenea, vocantur ordinis 
tertii, ad quem ergo pertinent differentialia tertia om- 
nia; ficque porro. Vnde vti infinite parua primi or- 
dinis prae quantitatibus finitis euanefcunt, fic infinite 
parua fecundi ordinis prae infinite paruis primi ordinis, 
atque generatim infinite parua cuiusque ordinis altioris 
prae infinite paruis ordinis inferioris euanefcent. 

143. His igitur infinite paruorum ordinibus con- 


ftituris, vti differentiale quantitatis finitac eft infinite par- 
P3 vuin 
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vum primi ordinis, atque differentiale infinite parui primi 
ordinis eft infinite paruum. fecundi ordinis, & ita. porro ; 
ita vicilim manifeftum eft integrale infinite parui prim 
ordinis effe quantitatem finitam, integrale autem. infinite 
parui fecundi ordinis effe infinite. paruum primi ordinis 
ficque deinceps. — Quare fi differentiale propofitum fue: 
rit infinite paruum ordinis z, eius integrale erit infinite 
paruum ordinis ;—41; hincque vti differentiando ordo 
infinite paruorum augetur, ita integratione ad ordines in- 
feriores progredimur, donec ad ipfis quantitates finitas 
perueniamus. Sin autem quantitates finitas denuo inte- 
grare velimus, tum fecundum hanc legem peruenierhus 
ád quantitates infinite magnas, ab harumque intcgratio- 
ne inftiruta ad quantitates adhuc infinities maiores, fic- 
que progrediendo obtinebimus fimiles infinitorum ordi 
nes, quorum quisque praecedentem in&nities fuperat. 








» 144. Supereft vt in hoc Capite quicden. de vfu 
fignorum recepto moneamus, ne ambiguit: 

relinquatur. Ac primo quidem fignum. dilfannonatiunié 
d tantum afficit literam immediate fequentem folam : fic 
4xy non denotat difTerentiale produ&li ry, fed differen- 
tiale ipfius x per ipfam quantitatem. y multiplicatum. 
Solet autem, quominus confufio nafcatur, quantitas y an- 
te fignum 4 hoc modo fcribi y4x , quo productum ex 
jin dx indicatur. Attamen fi y fit quantitas vel fi ignum 
radicale Y. vel logarithmicum habens praefixum , tum 
poft differentiale poni folet: nimirum dx V (aa—2 x ) fig- 
nificat producum ex quantitate finita V (aa — xx). in 
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differentiale 2x, fimilique modo 2x/(1-1—x) eft produc- 
rum ex logarithmo quantitatis 1-]-», per 4x multipli 
cato. Ob eandem rationem 42yV exprimit produ&um 
differentialis fecundi 44y & quantitatis finitae Y x. 


145. Neque vero fignum 4 litteram immediate fe- 
-—— folam afficit, fed etiam nequidem exponentem 
fi quem habet, fpe&at. — Ita 4x? non exprimit differen- 
tiale ipfius x*,, fed quadratum differentialis ipfius x, ita 
vt exponens 2 non ad x, fed ad 2x referri debeat. Pos- 
fet etiam fcribi 2x4», quemadmodum produ&tum duo- 
rum differentialium 2x & 4y hoc modo dx) exponitur, 
verum prior modus 4x?, vti eft breuior, ita vfitatior. 
Praefertim fi altiores poteflates ipfius 7x effene indican- 
dae, nimis prolixum foret 4x toties repeti: fic 2x3 de- 
notat cubum ipfius dx, & in differentialibus altiorum 
ordinum fimilis ratio obferuatur. Scilicet 72y* denotat 
poteftatem quartam differentialis fecundi ordinis 24; 
atre d?y*Y'x fignificat quadratum differentialis tertii or- 

nis ipfi us y mulriplicatum effe per Vx ; fin autem per 
quantitatem rationalem x multiplicari deberet , ea prae- 
figitur hoc modo x4?5?, 





146. Sin autem velimus, vt fi — d ps quam 
folam litteram fubfequentem afficiat , id | modo 
indicari debet. ^ Vtimur hoc cafü praecir neimilis; 
quibus ea quantitas includitur, cuius differentiale debet 
indicare. — Vti d( xx—-—-yy) otiose differentiale quanti- 
tatis xx——)y; verum íi velimus diíferentiale poteftatis 
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huiusmodi quantitatis defignare , ambiguitatem vix eui- 
tare poffumus: íi enim fcribamus Z( x x -—5y )*, intelli- 
gi poffet quadratum ipfius Z(xx—1-5y).  Poterimus au- 
tem hoc cafü punctum in auxilium vocare, ita wt 
d.(xx—|-yy)* denotet differentiale ipfius (xx-1—yy)?, 
omifo autem puncto Z(xx--5y)* quadratum ipfius 
d(xx-|-5y). Pun&to fcilicet commode indicari poteft 
fignum 4 ad totam quantitatem poft punctum fequen- 
tem pertinere: íic 4.25 exprimet differentiale ipfius x45; 
& 23xdyV(aa--xx) differentiale tertii ordinis expres- 
fionis xdyV(saa-IL-xx), quae eft produ&um ex quan- 
tiratibus finiis x & V (aa--*x) atque ex difleren- 
tiali dy, 


| 147. Quemadmodum autem fignum differentiatio- 
nis 4 folam quantitatem immediate fequentem afficit, nifi 
pun&o interpofito eius vis ad totam expreflionem fe- 

. quentem extendatur; ita contra fignum integrationis 
femper totam expreflionem, cui eft praefixum, complec- 
titur. Ita /y4x(aa— xx)" denotat integrale feu eam 
quar:itatem, cuius differentiale eft. y 2x (aa —— xx )^, at- 
que haec expreffio /x2x/Zx/x denotat quantitatem, cu- 
ius differentiale eft x2x/Z2x/x. ^ Hinc fi velimus pro- 
ductum duorum integralium fcilicet /ydx & /z4x ex- 
primere, id. hoc modo /)4x/24x perperam fiet, intelli- 
geretur efl integrale quantitatis y2x/z4x. ^ Hanc ob 
caufam iterum puncto folet haec ambiguitas tolli, ita 
vt f/ydx . fzdx fignificet productum "" ali um /ydx 

& fadx. ! | 

: 148. 
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14B. Analyfis infinitorum igitur cum in differen. 
tialibus tum in integralibus inueniendis verfatur, & hanc 
obrem in duas praecipuas partes diuiditur, quarurmn alte- 
ra vocatur Calculus differentialis, altera Calculus integra- 
lis: In priori praecepta traduntur quantitatum quarur- 
vis differentialia inueniendi ; in pofteriori vero via mon- 
ftratur differentidlium propofitorum integralia inueftigan. 
di: in vtroque autem fimul fümmus vfus, quem iíti cal- 
culi tam ad ipfam Analyfin quam ad Geometriam füb- 
limiorem afferunt, indicatur. Quam ob caufam ifta Ana- 
lyfeos pars iam tanta accepit incrementa, vt modico vo- 
lumine prorfus comprehendi nequeat. — Imprimis vero 
in calculo integrali indies tam nova artificia integrandi, 
quam adiumenta eius in foluendis variis generis proble- 
matibus, deteguntur, vt ob haec noua inuenta, quae con- 
tinuo accedunt , nunquam exhauriri , multo minus per- 
fette defcribi atque explicari poffit. —Dabo autem ope- 
ram, vt quae adhuc fünt reperta, vel cunGta in his li- 
bris exponam , vel faltem methodos explicem, vnde ea 
facile deduci queant. 


149. Solent vulgo plures Analyfeos infinitorum par- 
tes numerari; praeter calculos enim differentialem & in- 
tegralem inueniuntur paffim calculi differentio - differen- 
tialis atque exponentislis. In calculo differentio-differen- 
dali tradi folet methodus differentialia fecundi atque al- 
tiorum ordinum inueniendi: quoniam autem modum cu- 
iusque ordinis differentialia inueniendi in ipfo calculo dif- 
ferentiali fum expofiturus, hac fübdiuifione, quae potius 

ex 
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ex merito inuentionis, quam ex re ipfa facta effe vide. 
cur, fuperfedebimus. Quod deinde ad calculum exponen- 
tialem attinet, quo Celeb. ro H. BERNOULLTI, cui ob in- 
numera eaque maxima incrementa Analyfeos infinitorum 
aeternas debemus gratias, methodos differentiandi atque 
integrandi ad quantitates exponentiales transtulit, quia 
vtrumque calculum ad omnis generis quantitates tam al- 
gebraicas quam transcendente$" accommodare conftitui, 
hinc partem peculiarem facere füperfluum atque inítitu- 
to contrarium foret. 


150. Primum igitur calculum differentialem in hoc 
libro pertrattare ftatui, modumque füm expofiturus, cu- 
ius ope omnium quantitatum variabilium differentialia 


non folum prima, fed etiam fecunda & altiorum ordinum - 


expedite inueniri queant. Primum ergo quantitates alge- 
braicas contemplabor, fiue fint funCtiones vnius variabi- 
lis, fiue plurium, fiue demum explicite dentur, fiue per 
aequationes.. Deinde inuentionem differentialium quoque 
accommodabo ad quantitates non aigebraicas, ad quarum 
notitiam quidem fine calculi integralis fubfidio peruenire 
licet : cuiusmodi fünt logarithmi, atque quantitates expo- 
nentiales ; deinde etiam arcus circuli, viciffimque arcuum 
circularium finus, & tangentes. Denique etiam quanti- 
tates vtcunque ex his compofitas & permixtas differentia- 
re docebo; ficque calculi differentialis pars prior, me- 
thodus fcilicet differentiandi abfoluetur. 
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rjr. Altera pars vfuüi, quem methodus differenti- 
andi tam ad Analyfin quam Geometriam füblimiorem af. 
fert, explicando eft deftinata. In Algebram autem com- 
munem inde plurima redundant commoda, partim ad ra- 
dices aequationum inueniendas, partim ad feries trac- 
tandas atque fummandas, partim ad maxima minimaque 
eruenda, partim ad valores expreffionum, quae certis ca- 
fibus indeterminatae videantur, definiendos , & quae fünt 
alia. Geometria autem fublimior ex calculo differentiali 
maxima accepit incrementa, dum eius ope tangentes li- 
nearum curuarum, eorumque curuatura ipía mira faci- 
litate definiri, multaque alia problemata circa radios a 
lineis curuis vel reflexos vel refrattos refolui poffunt. 
Quibus etíi ampliffimus tractatus impleri poflet , tamen 
conabor, quantum fieri licet, omnia breuiter ac perípi- 
cue explicare. 


Q 2 CAPUT 
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CAPUT Y. 


DE DIFFERENTIATIONE FUNC. 
TIONUM ALGEBRAICARUM FNICAM 
VARIABILEM INUOLUENTIUM. 


152. 


(Q:: quantitatis variabilis » differentiale eft. — 4x 


erit x in proximum promouendo x*— x ——-4x. 

Quare fi fuerit y quaecunque funtlio ipfius x , fi in ea 

loco x ponatur x——4x, ea abibit in 5!, atque differen- 

tia jy'——y dabit differentiale ipfius y. Si igitur pona- 
mus y—x* fiet 

"n(n— 


y! (Median nt de 10 D una dei i e 


eritque ergo 
dy— y —-— assai 0 -D a det- L- Rc. 


At in hac expreffione terminus MICH cum reliquis fe- 
quentibus prae primo euanefcit, eritque idcirco zx"—x 
differentiale ipfius x», feu Z. xy" x"-1dx. Vnde fi a fit 
numerus feu quantitas conftans, erit quoque 4Z.4x»— 
nax"—dx.  QCuiuscunque ergo ipfius x poteftatis diffe- 
rentiale inuenitur, multiplicando eam per exponentem, 
diuidendo per x, & reliquum per 2x multiplicando, quae 
regula facile memoria retinetur. 

153. Cognito diíferentiali primo' ipfius x", ex eo 
facile differentiale fecundum reperitur, dummodo, vt 
hic 

























CAPUT EF 125 
hic conftanter aflumermus , differentiale 72x conftans ífta- 
tuatur. Cum enim in differentiali z x?—«4v fa&tor zx 
fit conftans, alterius faCtoris x"-' differentiale fumi de- 
bet, quod proinde erit (z——1:)x"-22x. ^ Hoc ego per 
zndx multiplicatum dabit differentiale fecundum : 24, x^ 
—n (n —1)x"-*dx*. Simili modo fi differentiale ipfius x»-3 
quod eft —(z—2)x"4x multiplicetur per un (n—1)dx* 
prodibit differentiale tertium 

d3x*9—n(mn——1) (n—2)x"3dx*, 
Porro itaque erit differentiale quartum 
d.* x? — n(n——1) (n— 2) (n—3) x"-4dx* , 
& differentiale quintum 
d.5 x" —n(n —1) (1—— 2) (1n — 3) (n—4)x"-5dx$ ; 
vnde fimul forma fequentium differentialium | facillime 
colligitur. 

154. Quoties ergo 7 eft numerus integer affirma- 
tiuus, toties ad differentialia tandem peruenitur euanefcen- 
tia; quae fcilicet ira fünt —0, vt prae omnibus ipfius 
dx poteítatibus euanefcant. Horum autem notandi funt 
cafus fimpliciores, 
4x — dx ;di.x-o ;d)xzco; &c. 
dx*—2xdx j dd.x*—adx? ; d3x?—o0; d,*x*?—o&c. 
d.x3— 3x dx y dd.x3 — 6xdx^ 5 d.3x3— 6dx5 ; d,5x3—o 
d.x*—A4x3dx 5 dd.x* —12x?dx? ; d3x*—24xdx? ; 

d4.*x*— 24d x* 
d.x3——5x 5x 5 dd.xs——a2ox3dx* ; d.3x5— 60x? dx3 : 
dx3I-i20Xxdx* ; 4. 5x5—120dx* ; d.5xs——o. 


Q 3 Pa- 
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Patet ergo fi » fuerit numerus integer affirmatiaus , po- 
teítatis x^ differentiale ordinis 7 effe conftans, nempe 
—1.2.3. . . . Zdx^, adeoque differentialia fuperio- 
rum ordinum omnium efle — o. 


. 
155. Si z fit numerus integer negatiuus, huius- 


PR x I 
x'x*'54' 


modi ipfius x poteftatum negatiuarum &c. 
» Ws ; pes 1 
differentialia fumi. poterunt, cur fit x4 LAS 
i I . . d 
& generaliter mam. Si ergo in formula antecedente 


be I . , d 
ponatur z— — , erit ipfius - differentiale primum 


-máx I m Lo m(m--1)dx?* . 
— udi differentiale fecundum — INO S 
: : -m(m--1)(m-—-2)4x? 
differentiale tertium — ^ sani eet ed Sa &c. vn- 


xm - 
de fequentes cafus fimpliciores imprimis notari merentur. 


(0 -6dx? 
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156. Ponendis deinde pro z numeris fractis diffe- 

rentialia formularum irrationalium obtinebimus, Sit enim 
u l 

om z , erit formulae x » feu Y'«  differentiale primum.  ;. 


p-V V B-U 
— EPxv dx P^dxYVx — fecundum 
y y 
u-2y y 29 . 
-— — pv) Pr o» y dx* — t a — v) dx? Vx &c. 
m uu yy 
Hinc erit : 
dx -dx? 1.3 dx? 
— € e |y — ———. 31/»-— j 
alan; xc eve x*yx 
| dx -2dx? dx? 
eme SU guae 645 Lys Xs Lud 
AyscIyu) dhyrclty., é'ya— en 
dx s -3dx 3 d»3 
Alec. s dH e fd 
AY ape iue ru pyoxygs 2: y: 64x?3 (24 v3 


quae exprefliones fi paulifper infpiciantur, facile habitus 
acquiretur huiusmodi differentialia, etiam fine praeuia re- 
ductione ad formam porteítatis, inueniendi. * 


* 

157. Si p non fuerit r, fed numerus alius fiue af- 
frmatiuus fiue negatiuus integer, differentialia aeque fa- 
cile definientur. — Cum autem differentialia fecunda & 
aliorum ordinum eadem lege ex primis, qua haec ex 
ipfis poteftatibus , deriuentur, exempla fimpliciora pri- 
morum tantum differentialium apponamus, 


d.Xx 








dxy x24 4xVs5d.x?Vx zc xdxV x; d.x*Vy xm p xtdxy x; 


I b d -dXx I pit -3dx 1 I rH -5dx 


Ya axVx) "Uxyx— axxVx) Cx — axi Va? 
—" 

Zystcigey dxyjecllidejey àayetLÍ dye; 
d, x /x — p xdxyx; d. rxya* —— $xdxyx? S ac. 

4 Ee -dx Doo waZs o c5 po ydf 
eT '"jesTyge Aum—gepe 
Pe -$dx 1 7 -594x &c. 


xyx* — 3x* yx? , "x*yxr — 333g! 


158. Ex his iam fun&Gtionum omnium algebraica- 
rum rationalium integrarum differentialia poterunt inue- 
niri, propterea quod earum finguli termini funt potefta- 
tes ipfius x, quas differentiare nouimus. Cum enim quan- 
titas huiusmodi p—4——7——*s-1- &c. pofito x—-4x loco 
x abeat in p 4— 4p 4-4 4— 4; 4—r-A- dr 4— s A 2s —- &cc. 
erit eius differentiale — 4p-4—- 4; 4— dr —— 4: —- &c. Quare 
fi fingularum quantitatum p, 4, 7, s, differentialia aílig- 
nare queamus, fimul quoque aggregati earum difíferentiale 
innotefcet. Atque cum multipli ipfius p differentiale fit 
aeque multiplum ipfius Zp, hoc eft 7. «p — «dp; erit quan- 
titatis «p-1-24——cr diflerentiale — a4p —A- 444 —L-cdr. 
Cum denique quantitatum conítantium differentialia fint 
nulla, erit quoque quantitatis huius ap 4—24 -4—- cr -1—- f 
differentiale — adp 4— ^ 42 ——- cdr. 

r$9. In fun&tionibus ergo rationalibus integris cum 


finguli termini (int vel conítantes vel poteítates pe E 
iHe- 





















Qu PUT n r29 
differentiatio. cundem praecepta data facilé abfoluerur. 


5ic. erit : 

d(a--x)-— udo aleridh a) t2 "Pn ; 

d(a—--xx) — ipe ; d(dáa—xx)-—axds ;- 

d(a—--bx--cexx) — bdx-L-acxdx ; 

d (a-—- bx —-cxx—- ex?) —bdx--2cxdx--3ex*dx ; 

d (a-d—- bx ——-cxx-- ex3——fx*)—bdx—L-2acxdx —-— 3ex? ax 
H ditio 

Atque fi exponentes fuerint indefiniti erit : 

d(1—-a4")-——se"-idx ; d (1 r0) mmis ; : 

d (a--bxm--cxr)— mbxm-idx--ncx "uded: 





r6o. Cum igitur fun&tiones rationales integrae fe- 
cundum maximam ipfius .* dignitatem in gradus difítin- 
guantur, manifeftum. eft, (1i huiusmodi funCtionum con- 
ünuo differentialia capiantur, ea tandem heri confítantia, 
pofteaque in nihilum abire , fi quidem differentiale 2x 
affumatur conítans. Sic funclionis primi gradus a—- ^x 
differentiale primum 24x eft conftans, fecundum cum 
fequentibus nullum. — Sit functio fecundi gradus - 
a--bx--cxx—)5 erit 4dy— M mE CER 
ddy - — acdx* d 1 
Simili modo íi ponatur functio tertii RAPUR 
ü— bap -cxx-dpex3 —y s erit dy —— be-p-2cxdx--3ex? d; 
ddy—acdx*—L—6exdx? & d?y—6edx? atque d*y—o 
Quare generaliter fi (i huiusmodi fun&io fit gradus z, eius 
differentiale ordinis ; 7 erit conftans » & oon omnia 
aula. : R -160. 


2 -* ai sn 
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16:1, Neque etiam differentiatio turbabitur, fi in- 
ter poteftates ipfius x, quae huiusmodi functionem com- 
ponunt, occurrant tales, quarum pom fint nume- 
ri negatiui feu fracti. lua 








L Si fit y abYs—— | 
nme 1 RIT emerit 
erit dymucr enis | 


| Il. Si fit y — V.P MY: ex 


i rH -aüdx cdx ? 
ent sy -— zv ay EAT, 


| 
i 

| 

yrggy zo tdm. or ede | 
& dd o xl GV! 


erit 4) — axpuxx | 3vryur qu 
10b dx? 28cdx* 6fdx* 
&. 44) — AIT ate TRE 
cuiusmodi exempla fecundum irae data facillime 
abfoluuntur. 





162. Si quantitas difereniands propofi ta ficis po- 
teftas eiusmodi funttionis, cuius differentiale exhibere 
valemus, praecedentia praecepta füfficiunt ad cius diffe- 
rentiale primum definiendum. .Sit enim 7 functio: quae- 
cunque ipfius x, cuius differentiale 4p in poteftate eft, gm 


ipfi- 


ipfius poteftatis p» differentiale primum —— p —! 4p. 
Hinc fequentia exempla foluuntur : 


L Sifit 5y——(a--x)"5' erit rye e 
Il. Si fit Yo uae a erit y —— 4xdx (aa Xxx) 





III. Si fit y— aet feu y22(aa--xx)-: 
i onnou €02xdxX 
Crit dy ilidnh (qax x) 
IV. Si fit y — V(a--x--cxx)  — erit 
bdx—-—2cxdx 


Kmué pd Cote or P 
V. Si fit : Lais V (at — mec feu y deem — (xt) 
-8x? dec 
: d" ——— 3 "viis 4 3 —— 
mie hr AMO c Hbi coget 


VI. Si fi ftu y — (1— xx) * 


Tm I 

t2 yas) 
xd 

orm c) pru reo t 

VIL. 'Si t 3 2 rie vale) 

dxVyb: aVx-—-4x 0. ST ur cf m uad adxY x 

Rio ici d 6V x. y (a1 -V bx )* 


VIII. Si fit » — 


erit dy — z- P SEC EESTWAY T Ui 


erit 7y — 





FEY) 


| xdxo 
ob d.V(ar—xx)- dp Prae 1 
LL cdx -d-r-xdx : Y (a a—XX). | xd QU xdx— m — XX) 
(A -- V (aa—xx))*. T Gc Y (44x) ! Y (aa— xx) 


i and daos -V (a4 — 2) RN 
Ü vfi (aXa— aa)? V (aa — x) * IX. 
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IX. Si fit y — 4 oorr ceei, 
Ponatur Rer &. Y Ga—2xx) 345 


Vx 
d dp-4-4ds 
ob »zc$(ü—.--54), erit 4Zy— ——2—— 73 
yIy0—Pp--i — a p). 





làm per antecedentia eft 
PO ala 3 y (1—ex) Aron. 
* uo ER (C -4xdx 3y(1—xx)' 
ii valoribus fubftitutis fiet : 
3dx:2xVx —4xdx: iyG—sx) Xxx) 


4» qu vy -—— Ia») 


Simili autem modo fingulares litteras loco terminorum ali- 
quantum compofitorum fübftiruendo omnium huiusmodi 
functionum differentialia facile eruuntur. 


dy —L———— 


163. Si quantitas differentianda fuerit productum 
ex duabus pluribusue functionibus ipfius x, quarum diffe- 
rentialia conftant, eiüs differentiale fequente modo coim- 
modiffime inuenietur. Sint p & 7 fun&tiones ipfius x, 
quarüm differentialia Zp & 44 iam funt cognita ,, quia 
pofito x-—|-2x loco x»; p abit i p-4p & 4 in 721-47; 
productum p4 transmutabitur. in | 

(p-1- dp) (443-42) — pq-4-pd 4-4 dp-1- dp4z, 
vnde produ&li p4 differentiale erit — pd --qdp-1- ded; ; 
vbi cum pZ42 & 44p (int infinite parua primi ordinis, at 
dpd4 fecundi ordinis , vlimus terminus euanefcet , erit- 
que igitur d. p 7 — ppp dp":  Differentiale ergo pro- 
ducti p4 conftat ex duobus membris, quac Mr 

C ULIS i 
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fi vterque fa&tor per differentiale alterius factoris multipli- 
cetur. Hinc facile deducitur differentiatio produ&ti p; 
ex tribus fa&toribus conítantis : ponatur enim 7r—, fiet 
p4jr— ps, & d.pqr —pds—r-sdp , Verurmt ob s — gr 
erit 22 —44r-—|-rd4, quibus valoribus loco 2 & 42s fub- 
ftirutis erit 





d.pqr — pqdr-i-prdq--qrdp, 
Sinnli modo íi quantitas diíferentianda quatuor habeat 
faCtores erit : 
d.pqrs —pqrds-I-pqsdr—-—-prsdq--arsdp , 

vnde quilibet differentiationem plurium factorum facile 
perípiciet. 
L Si ergo fuerit y — (a--x) (— x), erit 

dy ——dx(a-A-x)-F-d4x(b— —X* zz adx -- bd x — axdie 
quod idem differentiale quoque inuenitur, íi quantitas 
propofita euoluatur : fit enim y — 4? —ax-1-^x — xx , 
ideoque per fuperiora precem dy —— adx 4- bdx — 2xdx. 


I. Sifuerit y — D V(aa—xx*). 


eid | et 7. 
Ponatur — —p & V (e04— xx)— 4, quia eft dpt 
-xdx " 
& 4 bn 4/7225 TUS 
-d j 
Ip iegip 3 Py eg 


quae ad eundem denominatorem reductae dabunt 





-Xxdx—aid&-oxdae -aadx 
Hossis: Adae ICM: xL ars RES Hinc erit differen- 
rxV(aa— xx) -— — &xV (aa—xx) ' 
-gudx 


tiale: quaefitum, 45 — ax y (qa —») * III. 
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Il. Si-fuerit. 5 — ir uy 
Ponatur xx — p, & Verbs, —", quia inuerii- 








mus Zpgzcoxdx & 42— erit 
MNT. dx. | 2xdx — a.2osafx dx 
péq-i- 4dp zc —— i77 Visa mie 
(a*-1—x xt) (a tep-zt) 


Hinc ergo eric differentiale quaefitum 
223. ved! Xdx 
H AP NT vA ^E SU. dm s 
IV. Si fuerit y — "EY G ERE : 


Ponendo x — p & ——z —4, 0b Zp—dádx 


TI ERN 
-dx-xdx:V(r-xx) — -dx(x-L-V(i--xx)) 














md cr  (x--YG —Lxx)* 7 Qx2-Y --xx))? Y (xx) 

B Closer cle ana erit pdg--24d 

— (-cYa-d-xo)yVa-cee)! 9 Pte dtp— 
-xdx dx 


—Ó 


— (x3- V VIEJO X x--Y(i--xx) 
dx (V(1—— xx) — x) 





Fiet ergo differentiale 











— &-EY 3 x3))V ü--22) 
"tat dbur achat Cp pde) a) nbn Du 
quaefitum Zy — (3-43-Y (14) 23)) V1 inge cuius frac- 


tionis fi numerator ac denominator multiplicetur per 


v a- 
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n mm icm x Y a7) v)) 


V(ü--rxx)-r, fret dy — Viti 


PN x 2 vxdx 
Ya 1-]-ax) 
Idem diíferentiale alio modo ecc inueniri po- 














- — o x*dx,. 


teít; cum enim fit y — , multiplicetur 


TiVo 
pumerator ac denominator per Y (1-1—xx)——»x , fietque 
y —xV (1-1- xx) — xx — Y(x*--*)— xx , 
cuius differenriale per priorem regulàm eft 





] —xdx-c-2x*dx — Bo — dx--2xxdx toc 
175 Y(xx--x*) . cN V(i-l-xx) :larr i ira 


V. Si fuerit. y — (ax) (j— x) (x— c), erit 
dy Z— (ax) (0 72) dx— (a-4) («— c) d x- ( —) (x— c) dx. 
VL Si fuerit y c v (aa-4-r)V (24 — xx). 
.. Ob tres factores ergo reperietur 
dy — dx (aa —xx)V (a4 — xx) —4— 2 xxdx Y (aa —— xx) 
LL Vxdx(an--xx) — dx(a*-—-aax x — 4x*) 
V(aa—xx) ne V(aa—x x) , 














164. Quanquam etiam fra&iones in factoribus com- 
prehendi poffunt, tamen commodius vtemur regula frac- 
tionibus differentiandi inferuiente. ^ Sit ergo propofita 
haec frattio Z ; cuius differentiale inueniri oporteat. 
Quoniam pofi x-i-4»x loco x fractio illa abit in 

p 





t 56 Cu P UU Tu. 


? 


pei- dp. M4 (S—t7 rm grid diste 
q--44 . U p NUNT 


vnde fi fraCtio ipfa ^ - fübtrahatur, remanet eius differentiale 


bod dp d. 
4 — ei NUM ob euanefcentem terminum ^4 , 
HL A M ; M 14 
Hinc ergo erit 4. P —1*P P721. vnde haec regula 


7 714 TUN 
pro differentiatione cuiusque fra&tionis enafcitur. 4 dif- 


ferentiali nmeratoris per denominatorem multiplicato fub- 
trahatur. differentiale demominatoris per numeratorem mul 
tiplicatum, refiduum dividatur per quadratum denominato- 
ris, quotusque erit. differentiale fracfionis quaefitum. — Cu- 
ius regulae vfus per fequentia exempla illuftrabirur. 














L Si fuerit. y — id , erit per hanc regulam 

PATE L (ae17 €) da — axxdx MEL C. mesi. dx 

bens (aa xx)? . — (aa-4— xx) xx) 
IL Si fuerit y — .Y V Gua) ; reperitur 

(1 — XX 
qu (ta m o) nde: V (aa 4-3) 2 - 2d V V (aad ad 
Tee (aa — xxt) —-— 
(3 447 xx) xdx 


& fa&ka redutdtione 4y — ever. pao : 
Saepenumero expedit ea regula vti , quae fequitur ex 


d 
formula priori 4. T wu T — ox i qua differentiale frac- 
tionis aequale reperitur differentiali numeratoris per de- 
no- 
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notninatorem diuifo, demto differentiali denorninatoris 
per numeratorem multiplicato at per quadratum deno- 
minatoris diuifo. Ita 

ad—xx 


III. Si fuerit , ers 


W-paarr-pa 4o | €t 
d -2xdx (44——xx) (2aaxdx——4x3 4 a) 
J— isi 








a*—L— aaxx—-—xt (a*—-aaxx-]-x*)* 7 
quae ad eundem determinatorem reuocata praebet, 
25 ied rdx (24*——-2a0xx—x*). 
T (a5 ——aaxx-——-x*)? 

165. Haec iam füufficiunt ad cuiusque fun&ionis 
rationalis ipius x propofitae difTerentiale inueftieandum ; 
fi enim fuerit integra modus differentiandi iam fupra 
cít expofitus. — Sit igitur fun&tio propofita fra&ta, quae 
lemper ad huiusmodi formam reducetur : 


y GERENTE MEE EE ME ———À a Á—  ——— ——— 


Ponatur numerator — p & denominator — 4, vt fiat 


: dp—— pd 
-- eritque dy 000 4. At cum fit: 


p— A-J-Bx-L.C»a?-LDi3-L-Ext-L- &c. 
&. $22 up aen uh e po dn) 4 aps Ecc, 
erit dp — Bx —— a2Cx4x -1— 3Dx?4x-- 4Ex? dx 4— &c. 
& dg—6dx La yxdx ——3à0x*dx-—4 €x*dx—L- &c. 


S vnde 
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vnde per multiplicationem obtinebitur : 
2dp—aBdx-|-3aCxdx—L- 3aD x? dx —- 44E x3 4x —— &c. 
anii: xdx——-26Cx*dx—L- 38Dx? 2 x —— &c. 
-- yBx?dx--2yCx?4x-rL-&c. 
-- 0B x?4x—-L- &c. 
pd; z56Adx-- 6Bx dx ——- 6C x*dx -- 68Dx?dx —— &c. 
—-L2yAxdx—--ayBx?dx ——- 2C x? d x 4— &c, 
--30Àx* dx -4—-50Bx?4x —L- &c. 
: ——4€AÀx?dx —— &c. 
Ex his ita que obtinebitur differentiale quaefitum : 
--B ,,. -F-2aC 44 --3aD .  -L-4aE —-5;eP 
—— BA — 2yÀ d P r*43 --236D pi4ytt18 3 6E 


4y— —20üB- e"-v*Ds, 
UA RA uu red c. 
3eB 


— 56A 






















(a-1— Ex Ly x*- dx ex*4- gx 5-]- &c.)* 





Quae expreífio ad cuiusuis functionis rationalis differen- 
tiale expedite inueniendum maxime eít accommodata. 
Quamadmodum enim numerator differentialis ex. coeth- 
cientibus numeratoris ac. denominatoris functionis pro- 
pofirae combinatur, ex infpeCtione mox intelligitur. De- 
nominator vero differentialis eft quadratum denominato- 
ris funttionis propofitae. 











165, 
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166. Si fra&ionis propofitae vel nutnerator vel de- 
nominator vel vterque ex fa&toribus conftet, multiplica- 
tione acu inftitüta orietur quidem forma, qualem modo 
differentiauimus ; attamen facilius pro his cafibus regula 
peculiaris formabitur. Sit igitur propofita huiusmodi 


T i Fr ; 
fractio y— * .  Ponatur numerator gr — P, vt fit 


| JD. 
4P-pdr—-rdp. Atque ob yz, erit 4jz t——— 4 zie dy 


" 


fübítitutis autem loco P. & 4P valoribus, habebitur : 


L Si fuerit 5» — -7i 
eius diff. 4y — pgarci-qrop prae 
| 74 
Si fit 9 — As pofito denominatore 4$— Q., 


dp —— pd 
erit dQ—4ds-41—-54242, & o Ob. Quare 
V AUN 
Il, Si fuerit. 9» — 2 
—45dpocpqds pida. 
qqss 


Si fuerit is ponatur gr—P & 4:—Q, vt ha- 
Q4P—P2Q. 


beatur y—g & dy -—— —-—. Cum autem 


QO 
t dP — pdr —-rdp & 4Q— 44s -- 544, prodi- 
* fequens diílerentiatio : 


erit dy — 


S2 TII. 
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[ll Si fuerit »—7 


$ 3 


— pasdr--qrsdp——pqrds —prsda 


it; 4y —— | 

erit 4» 2 : 
feu 4y— rdy iL. 0f —uréq re 
(£45 45 445 q557 


simili modo, fi numerator ac denominator fraCtHionis pro- 
pofitae plures habeant fattores , differentialia eadem  ra- 
Gone inueftigabuntur; neque ad hoc ampliori manuduc- 
done erit opus. Quamobrem quoque exempla huc per- 
tinentia praetermitto , cum mox modus generalis has 
omnes differentiandi methodos particulares comple&tens 
atferetur., 


167. Dantur autem: cafüs tam produ&torum quam 
fractionum, quibus diflerentiale commodius exprimi po- 
teft, quam per regulas generaliores hic expofitas. Eue- 
nit hoc fi factores, qui vel fun&ionem ipfam, vel fünc- 
donis numeratorem aut denominatorem conftituunt, fue- 
rint poteftates. 


Ponamus fun&tionem differentiandam effe y — p» 7». 
ad cuius differentiale inueniendum fit p» —P & gíz-Q; 
vt fiat yJ——PQ & 4y—P4Q--QZP. Cum autem fit 
dP— mp"—dp & 4Q-—224"-145, fiet his valoribus 
fubftitutis : | | 
dy —np quidgqoi- mpm n dp—pm-ignM(2pdg--9dp); 
vnde fequens oritur regula : 


[. Si 
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L Si fuerit y — p"2"; 
erit dy — pm-14"7' (npdq -—- mgdp). 
Simili modo fi tres fuerint faCtores, differentiale inuenie- 
tur, ac reperietur hoc modo expreffum. 
IL. Si fuerit 9 — p2*r*; 
erit. dy — pmigncipti( mardp--nprdg-—-&padr). 


168. Sin autem fuerit propofita fraCtio , cuius vel 
numerator vel denominator habeat fa&torem, qui eft po- 
teftas, regulae quoque particulares tradi poterunt. Sit pri- 


; eub poto 
mum propofita huiusmodi fra&tio 5 — gerit per regu. 


mpm-igdp dp—p"d4 
74 
quod diíferentiale commodius fic exprimetur. 


|. Si fuerit jt : 


lam fra&tionibus inferuientem. 2y — — —' : 


—Prmqdp—pd2) 
74 
sit iam y— "E fiet per eandem füperiorem regulam 


erit 439 — 


ud D TM d 
qu 


denominator per 4"-! diuidatur, erit 4 — gdp-—np "pd, 
"sm 





d3— , cuius expreflionis fi numerator ac 


Quamobrem. 
i gdp— "p npd4 
: "WM UEAMP ^ 
9 3 Quod 


I 


Il. Si fuerit y — ^ erit. dy 


m 








[45 BI PUTIVE, 




















Quod íi vero proponatur y E inuenietur 


ar Ar gi p"! 9? dp —npmgnidq 


dy c -—-, quae reducitur ad 


g* 
mpn-4dp—npr d 
gt" Ti PE END 


dy —— . . Quocirca 


| . pm 
IIl. Si fuerit y—^. 


E uni C. lei id y 


erit d4— Pu 


Denique fi propofita fuerit huiusmodi fractio y — : 
habebitur per regulam fra&tionum generalem 
, — prqtdr —mpn- mig? rdg c HpWTan 2"- HM 

T em prag 
cuius exprefílionis cum nuimerator & denominator " di- 
vifibllls per p"-1!4»—!: 





IV. Si fuerit. 9 — —— ; 
J pm gn ? 
pqdr — mqrdp — "prdq.- 
(pni gni 





erit y zz ———— 


Si plures occurrant fa&tores, huiusmodi regulae . fpecia- 
les, quas verbis exprimere füperfluum foret, facili ne- 
gotio pro quouis cafus erui poterunt. 


169. Regulae differentiandi quas hactenus expofui- 
mus tam late patent, vt nulla excogitari poflit functio 
ipfius x algebraica, quae non earum ope differentiari 
que- 


2d 
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queat. Si enim fun&lio ipíus x fuerit rationalis, vel 
erit integra vel fra&ta, priori cafu $. 159. modum dedi- 
mus eiusmodi fru&tiones differentiandi, pofíteriori vero 
cafu in $. 165. negotium abfoluimus. ^ Simul vero eti- 
am compendia, fi factores inuoluantur, differentiationis 
exhibuimus. Deinde vero etiam quantitates irrationales 
cuiusuis generis differentiare docuimus, quae quomodo- 
cunque fun&ionem propofitam afficiant, fiue ei per ad- 
ditionem, fiue per fübtraCtionem fiue multiplicationem , 
fiue diuifionem fint implicatae, perpetuo ad cafüs iam 
tractatos reuocari poterunt. Intelligenda autem haec funt 
de fun&ionibus explicitis; nam de implicitis , quarum 
natura per aequationem datur, infra, poftquam funCtio- 
nes duarum pluriumue variabilium differentiare docuc- 
rimus , tractandi locus erit. 


170. Si regulas hic traditas fingulas perpendamus 
atque inter fe conferamus, eas omnes ad vnam maxime 
vniuerfalem reducere poterimus ; quam autem infra de- 
mum rigida demonftratione munire licebit ; interim ta- 
men & hoc loco non adeo diíficile erit eius veritatem 
attendenti intueri. PFunétio quaecunqme al braica com- 
pofita eft ex partibus, quae vel additione vel fübtra&tio- 
ne vel multiplicatione vel diuifione inter fe erunt com- 
plicatae; haeque partes erunt vel rationales vel irratio- 
nales... Vocemus ergo iftas quantitates functionem quarm- 
vis conílituentes eius partes. — Z7» pro qualibet parte 
functio propofitta. feorfrm ita. differeutietur, quafí ea. pars 
[ola effet variabilis, reliquae vero partes omues couftautes. 


Quo 
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Quo facto fimgula ifla differentialia, quae ex. fingulis par- 
tibus modo defcripto eliciumtur, in vnam fummam colligan- 
ttr, ficque. obtinebitur. differentiale funclionis propofitae. 
Huiusque regulae ope omnes omnino functiones diffe- 
rentiari poterunt, nequidem transcendentibus exceptis, 
vti infra oítendetur. 


171. Adregulam hanc illuftrandam ponamus func- - 


conem y duabus conítare partibus, fiue per additionem 
fiue fubtrattionem connexis, ita vt fit y — p -—- 4. Po- 
natur primo fola pars p variabilis, altera 4 conftans erit 
differentiale — 4p, deinde ponatur altera pars --7; fola 
variabilis , altera vero p conítans, eritque differentiale 
— -- dg. Atque ex his differentialibus differentiale 
quaefitum ita componetur, vt fit Zy — Zp -4- 47, omnino 
vti idem iam füpra inuenimus. Hinc vero fimul liquet, 
fi fun&tio pluribus conftet partibus, íiue inuicem addi- 
tis ftue fübtraCtis, nempe 4—p-2-4-2-7--5, ope huius 
regulae inuentum iri dy —dp--42-- dr--ds, plane vti 
& fuperior regula docebat. 


172. Si partgs fint in fe inuicem multiplicatae, ita 
vt fit y — p45; manifeftum eít pofita fola parte p varia- 
bili, fore differentiale — 2 7p; at fi altera pars 4 fola 
variabilis ftatuatur, erit differentiale — p 42. —Addantur 
ergo haec duo differentialia inuicem, atque prodibit dif- 
ferentiale quaefitum 2y — 242p -—- p 42, quemadmodum 
ex iam allatis conítat. Si plures fuerint partes per mul- 
dplicationem connexae, fcilicet y — prs, fi füccefliue 


Vna- 
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vnaquaeque fola variabilis ftatuatur, orientur ifta diffecen- 
tialia qrsdp, prsdq, pqsdr, & pqgrds, 
quorum fümma dabit differentiale quaefitum , nempe 

dy — qrsdp -|grsdg --pgsdr ——pgrds, 
prorfus vti iam ante inuenimus.  Differentiale ergo ex 
totidem partibus componitur, fiue partes functionem 
confítiruentes fint inuicem additae fuübtrattaeve, fiue in 
íe inuicem multiplicatae. 

173. Si partes funttionem formantes per diuifio- 
nem fint connexae, nempe y — T ponatur fecundum 
regulam primum fola pars p variabilis, eritque ob 4 con- 
ftans differentiale — 7 deinde ponatur fola pars 4 va- 


uro 3k] Tiu pd 
riabilis ob y — p4-', erit differentiale — — P^1 , quae 


duo differentialia colle&ta dabunt differentiale funCtionis 


propofitae — 4y — ép PÓT.— qdp — pq ; ficut 


7 747 77 
iam fupra inuenimus. Simili modo íi funttio propofita 
— P1 ^L -dhMs el | 
fit y — — , ponendo fuccefiiue fingulas partes folas 


P,4,r & s variabiles, prodibunt fequentia differentialia : 
Z4B o RAM. UPAUT Lon, s 


d : —; & ; vnde fit 
rS "S FFS V3 
qy— LUdp d pr $dq —p4sdr —p4rd: 


T | | 174. 
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174. Dumrnodo ergo fingulae partes, ex quibus 
fun&tio componitur, ita fuerint comparatae, vt earum 
differentialia exhiberi queant, fimul quoque totius func- 
tionis differentiale inueniri poterit. Quodfi igitur partes 
fuerint fun&Hones rationales, tum earum differentialia 
non folum ope praeceprorum ante iam datorum inue- 
niuntur, fed ea quoque ex hac ipfa regula generali erui 
poterunt: fin autem partes fuerint irrationales , quia ir- 
rationalitas ad poteftates, quarum exponentes funt nume- 
ri fradi, reducitur, eae per differentiationem potefta- 
tum, qua eft Z.x^— zx"-!4x differentiabuntur. — At- 
que ex eodem fonte haurierur quoque differentiatio eius- 
modi formularum irrationalium , quae alias infuper ex- 
preffiones fürdas inuoluunt. — Vnde patet fi cum regula 
generali hic data, infra vero demonítranda , coniunga- 
tur regula differentiandi poteftates, tum omnium omnino 
fun&tionum algebraicarum diflerentialia exhiberi poffe. 





175. Ex his omnibus iam dilucide fequitur, fi y 
fuerit fun&tio quaecunque ipfius x, differentiale eius 4 
huiusmodi habiturum effe formam 4y — px, in qua 
valor ipfius p per praecepta hic expofita femper affignari 
queat. Erit autem f functio ipfius x quoque algebraica, 
cum in eius determinationem nullae aliae operationes in- 
grediantur, nifi confuetae, quibus functiones algebraicae 
conftitui folent. Hancobrem fi y fuerit functio algebrai- 


ca ipfius x, erit quoque s functio algebraica ipfius x. 


Atque fi a fuerit etiam functio algebraica ipíius «, ita vt 
fi ds 





fi ds — dx, ob 4 fun&ionem algebraicam ipfius x, erit quo- 
que s. fun&io algebraica ipfius x, quippe quae eft — » 


ie de . | 
Quare fi huiusmodi formulae "As expreffionem cete- 


ra algebraicam ingrediantur, eae non impedient, quo- 
minus ea expreffio fit algebraica, dummodo y & s fue- 
rint functiones algebraicae. » 


176. Poterimus autem hoc ratiocinium extendere ad 
differentialia fecunda & fuperiorem ordinum. Si enim 
manente y fun&tione algebraica ipfius x, fuerit 4y— pv, 
atque 4p — 44x; erit fumto differentiali 2x conítante, 
ddy — qdx? vti fupra vidimus. — Cum igitur ob ratio- 
nes ante allegatas fit quoque 4 functio algebraica ipfius 
x, erit quoque 7 44) non folum quantitas finita, fed ctiam 


fun&tio direbodek ipf us x, dummodo y fuerit eiusmodi 
diy d*y 

di Jo &c. 
fun&iones algebraicas ipfius x, modo y fuerit talis; at- 
que fi s fit quoque funGtio algebraica ipfius x, omnes 
expreffiones finitae; quae ex differentialibus cuiusuis or- 
dinis ipfarum y, 2, & ex dx componuntur cuiusmodi 

ddy, diy , dxd*y. 

funt 731.3  dzdjy) dyjdds! ; &c. fimul erunt functio 
nes algebraicae ipfius x. 


fun&io. Simili modo perfpicietur, fore 


'T 5 177. 
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77. Cum igitur nunc methodus fit tradita cuius- 
que functionis ipfius x algebraicae differentiale primum 
inueniendi, eadem methodo poterimus quoque differen- 
dialia fecunda altiorumque ordinum inueftipare. | Si enim 
jy fuerit funCtio quaecunque algebraica ipíius », ex eius 
diflerentiatione 2y — p4x innotefcet valor ipfius p. — Qui 
fi denuo differentietur atque reperiatur 4p — 24x, erit 
ddy —'44x?, pofito 4x conftante, ficque definierur dif- 
ferentiale fecundum. ^ Differentiando porro 4, vt (it 
d4—rdx, habebitur differentiale tertium. 23y — 4x5; 
ficque vlterius differentialia altiorum ordinum  indaga- 
buntur; quoniam quantitates p, 4, r, &c. omnes funt 
functiones ipfius x algebraicae , ad quas differentiandas 
praecepta data fuüfficiunt. — Hoc ergo efficietur continua 
differentiatione ; orniflis enim 2x, im diíTerentiatione ip- 
fius y, prodibit valor ipfius T — p; qui denuo diffe- 
rentiatus ac diuifus per 2x, quod fit dum vbique diffe- 


rentiale 4x omittatur, dabit valorem ipfius ; — dd 


dx? * 
diis | . d? 
Simili modo porro inuenitur » — is &c. 
" uj aa bu! ds rs «t 
L Sit. 9 — 46 [.54. Cus differentialia tam prima 


quam fequentium ordinum requiruntur. 


Primum ergo differentiando fimulque per. 2x diuidendo 
dy | -244x — 
ds 7 (aaci- a x)*? 


erit hincque porro 


ddy 
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ddy . -24*-6agxx 
dx" — (aa—-xx)? 
diy  240*5x — 24aax? 
dx3 ^ — (aa--xx)* 
d*y —240*— 240a*x xp 12022 x* 
dx* — (44-7 xx)* 


déy | HII iUo o Mie ie od 











ey. 
I Sit — T VOEzi5 , eruntque di(ferentialia pri- 
mum & fequentia : 
dy |. x 
c Ass 


3 
(1—xx)* 
ddj.. r-p-a*w 
e (1— xx! 
dy | 9x--6x3 
(1— xx)* 
d*y, 9 72x*-]-24»* 
(1— xx)? 
d*y | 225x-r- 600 x?-I-120 x5 


-——€— 0o :-—m—————— ——————— ———— 











2 .— ic qoton E sqoost- E aos 
(1—x x) 2 


&c. Haec 
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Haec Differentialia facile vlterius continuantur ; interim 
tamen lex, qua termini eorum progrediuntur, non cito 
patet. Coefficiens quidem fupremarum ipfius x potefta- 
tum femper eft productum numerorum naturalium ab 1 
vsque ad ordinem differentialis, quod quaeritur.  Inte- 
rim fi has formas vlterius continuemus atque perpenda- 
mus, deprehendemus fore generaliter, fi y — Visas 


d"y — 1.2.3 —— C : iR n-—4 
dx" ^. (1—xxyti cue sey Pip 


1.3 2(n—1)(2—2X( Lc. 2. "TRE 345 p(71).-- (0-5) 


3.4 1. 4. .3. 2.4.6 1.2... 6 
(3.3.5.7 d is (1—7) d doe gd - 
ad Y B6 RB E Su. 83 0B * hib cn 


Huiusmodi ergo exempla non folum inferuiunt, ad ha- 
bitum in differentiationis negotio acquirendum , fed eti- 
am leges, quae in differentialibus omnium ordinum ob- 
feruantur, per fe funt notatu digniílimae, atque ad alias - 
inuentiones deducere poflunt. 
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DE DIFFERENTIATIONE FUNC. 
TIONUM TRANSCENDENTIUM. 


178. 


pe infinita quantitatum transcendentium feu norm 
algebraicarum genera, quae calculus integralis fup- 
peditabit, in Introdu&tione ad analyíin infinitorum ad co- 
enitiionem aliquot huiusmodi quantitatum magis víita- 
tarum nobis peruenire licuit, quas do&trina de logarich- 
mis & arcubus circularibus függefferat. — Quoniam igi- 
tur harum quantitatum naturam tam dilucide expofuimüs, 
vt fere eadem facilitate atque quantitates aleebraicae in 
calculo tractari queant, earum quoque diíferentialia in 
hoc capite inueftigabimus , quo earum indoles ac proprie- 
tates clarius perífpiciantur ; hocque pa&o aditus ad calcu- 
lum integralem, qui quantitatum transcendentium eft fons 
proprius, patefat. 


179. Primum igitur occurrunt quantitates locarith- 
micae, feu eiusmodi functiones ipfius x, quae praeter ex- 
preffiones algebraicas quoque logarithmum ipfius x, feu 
cuiusuis ipfius functionis inuoluunt. ^ Ad quas differen- 
tiandas, cum quantitates algebraicae nullum negotium am- 
plius faceffant , omnis: difficultas in inueniendo differen- 
dali logarithmi cuiusque ipfius x funCGtionis erit pofita. 
Quia vero logarithmorum plurima dantur genera diuerfa, 

quae 
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quae tamen inter fe conítantes tenent rationes, hic loga- 

rithmos hyperbolicos potiffimum contemplabimur, cum | 
ex iis omnes reliqui logarithmi facile formentur. Si enim 
functionis » logarithmus hyperbolicus fuerit — /p, tum 
eiusdem fun&tionis p logarithmus ex alio canone defüm- 
tus erit — p, denotante zz numerum, quo relatio hu- 
ius logarithmorum canonis ad hyperbolicos exprimitur. | 
Hanc ob caufam /p perpetuo hic defignabit logarithmum 
hyperbolicum quantitatis p. 


r8o. Quaeramus ergo differentiale logarithmi hy- | 
perbolici quantitatis x, ponaturque y — 7x, ita vt diffe- 
rentialis y valor definiri debeat. | Ponatur x-—4»x loco 


x, ficque tran(ibit y in 5*—c3-1—-4y ; quare habebitur 
y--4y Z—l(x--4dx) & dy — Ki dx) — In 1i 4-5, 
At iam füpra logarithmum hyperbolicum huiusmodi ex- 
preíflionis 1—4—2 ita per feriem infinitam expreffimus, vt 
effet (i-4-3) Sa — mae &c. 


dx inm 
Pofito ergo X pro s, obtinebimus: 


| d 2 3 
(PSP, AOL, PER. M PRIUS S 







Cum igitur huius feriei omnes termini prae primo eua- 
dx | un 
neícant, erit 4. /x—4y — —. Vnde alius cuiuscunque 
.& n *- * | & ^ * Pr L] 
logarithmi, cuius ad hyperbolicum ratio eft vt »:1, dif- 


| : : ndx 
ferentiale erit c —— 
xoc 181. 
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181. Si igitur cuiusque ipfius x fun&hionis p loga- 
rithmus /p proponatur, eodem ratiocinio reperietur ejus 
differentiale effe — , , vnde ad logarithmorum diffe- 
rentialia inuenienda haec habetur regula.  Quaztitatis p, 
cuiss. logarithmus proponitur, f[umatur. differentiale ,. hoc- 
que per ipfam quantitatem p. diuifum. dabit. differentiale lo- 
garithmi quaefitum. Sequitur haec eadem regula quoque 
p 
ipfius p reduximus. Sit « — o, & cum fit 


ac | d 
Ip —— ; erit d.lp d, prc pctdp t ob 


ex forma 





: a ad quam fuperiori libro logarithmum 


w-—0o. Notandum autem eft " effe differentiale loga- 
rithmi hyperbolici ipfius p ; ita vt, fi logarithmus vulga- 
ris ipfius p proponeretur, differentiale illud e. multipli- 
cari deberet per hunc numerum 0,43429448 &c. 

182. Ope huius ergo regulae, cuiuscunque func- 
tionis ipfius x logarithmus proponatur, eius differentiale 


facillime inueniri poterit, quemadmodum ex fequentibus 
exemplis perfpicietur : 


: d 
L Sí »——ir; emt 4, — 7. 
lU. Si (it y—/x"; ponatur x"—p, vt fit y —/p; eritque 
dp ndx 


D At eft dpZzna*—idx, vnde fit 4j — . 
V Idem 
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Idem quoque ex logarithmorum natura colligitur ; cum 





enim fit /x»—7 "t , erit dIx»—nd 1x zz 243 1 
i 2xd. 
Hl. Sifit y—/](1-—xx), erit y— rx 


IV. Si fit y-— yq omm m quia erit y——IV (1-—xx) 


—ilü-xx), inuenitur 4y — TY 





I—xx 
V. Si fit ez Cu 5 7L ob y—x-—i(1i--xx), i 


dx - 16 peel dx 


tie) €^ I--xx7 x(i--xx)' 
VL Sifit 5 —I(x--Y(123-xx)) , J fet | 
dx—-xdx iV (-— Vra) xdx——-4xV(1—-—xx) | 


(omes c — —À MEN GR on 


dee CREE x-LY(ü--xx) 7 (x-4-Y (4—xx3)Y -1—x6 xy 
cuius fraCtionis cum numerator ac — per 


x--V (1--xx) fit diuifibilis et 2» — YG-E 





- x) 
VIL. Si fit » rem Ky —1d-—7V(—24)), ponatur 


ay——i--s. Atque ob J—y Ls -V(1-4- $2), 





erit per praecedens 4y — Y ds:Y (1-22). 
| | eats dx 
Quare, ob 4s — dxY-—1, fiet damas 
Quamuis ergo logarithmus propofitus inzaginaria inuol- 
vat, tamen eius diticrenciale fit reale. 
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r83. Siquantitas, cuius logarithmus proponitur, ha- 

beat factores , tum ipfe logarithmus in plures alios re- 

foluetur hoc modo: Si proponatur y — /p4rs, quia erit 
: d d d 

yp A-IgA-Ir-i-ls, erit dy P TET st 


, IR 
Haec refolutio pariter locum habet , íi illa quantitas, cu- 
ius logarithmus differentiari debet, fuerit fractio. Sit enim 


—, P1 pi ou e Uesle oCL dE, dr dr. i 

eru gp i-r EHE des BUT 

Neque etiam poteftates difficultatem mouebunt , fi enim 

fuerit yz. ob ymlp--nig—puir— s, 
EC. 

Á mdp , ndq . gdr yds. 

Made oc n or rM Es 


L Si fuerit y —/(a--x)(^-—-x)(e-4-x), quia erit 
y zKa--x)--Kb--x)2-Kc--x), fiet differentiale quaefitum 


dx dx dx 
d a — - 
TK delen $——x " e--x 


II. Si fuerit y—23/—— , erit y—-&/1-4-)- E), 
idx  . dx 
lut 0 IDE 


Ill. Si fit 22417 UT ob 5y—i/(V (r-2-xx)-—v) 


: : TO UP PE RE fX 0-2. 
-EIO 2-xx)-2), erit $-— vaa AA REST 
da 


—— -—. Hoc idem facilius inuenitur, (i in fractione 
V(1-oxx) | 
| Va y 





Ld 
hincque 45 — aae - 
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LA V (1-l- [-]—ra oes 
Ya--xx)—Aa 
md loo numeratorem ac denominatorem per 
V(1--xx)---, prodibit enim 
y —4 IQ rex) x)* —7/Q/a--xx)-- x2, 
dx 
cuius ene ante T effe 25 — Vac 

Dh G-Ex)--Ya—à) yi 
IV. Si fit 5 —! Wü yu Ponatur huius 
fra£tionis numerator Y(1-1-x)-- Y (1— 4) —p & de- 


nominator V (1-1 -x) — V(1—x)— 7, erit y^ hp- lt 
n da E 
aV(üi--x) 2Y(—x)- 


25 t raciódilicis in denominatore tollatur 








& jy Ld Eft vero 2p— 


-d.ax £1: -qdx 
i ages (/ (1-2 -x) — Y (1—2)) — 2 Ya —xx) 


d dx 
4 ERE decus Hinc fiet 





"Hee TE i ME 2y(1—a) — 2y(—ra) : 
dp -- -gdx | gdx — 2 (pd) 


p —apVü—sax) 27V (1—xx) — apgV (1——xx)' 








At á Pp-4$4-24 & p4-— ax, vnde erit 
dx 
xY(—xx)' 
inuenietur, fi logarithmus propofitus ita transformetur, 


4y—— Hoc autem differentiale facilius 


uL ye ud anc E PET ERE OM) d 


Pofito 
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" I "Y | E 
Pofito enim I 4 (1) au P» Lo ert 


- dx dx NL LANE LÀ 
um xx (1——xx) 





L2 »dx(1--V (1—xx)) 


p xxV(i—acx) | 








, ideoque, ob js cENnn). 


dp - dax | 
en 440—227 ————fd-— Wt ane. 
P xV(1——-xa) 

184. Cum igitur logarithmorum  differentialia pri- 
ma, fi per 4x diuidantur, fint quantitates algebraicae, dif- 
ferentialia fecunda ac fequentium ordinum per praece- 
pta praecedentis capitis facile inueniuntur, fiquidem dif- 
ferentiale 7: affümatur conftans. Sic pofito 











D ccHAT T ANE erit 
dy— a 37:0 z-i 
dmi, Ens 
dy EAM I —I 

&c. 


V 3 Atque 
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Atque fi pfuerit quantitas algebraica, fitque ;—/p, etiamfi y 
dy, ddy . 35 

dx) da*) gas) WC 
erunt functiones algebraicae ipfius x. 


non fit quantitas alpebraica, tamen 


185.  Expofita logarithmorum differentiatione, func- 
tiones, quae ex algebraicis ac logarithmis fünt permixtae, 
facile differentiabuntur, perinde atque eae, quae ex lo- 
carithmis folis componuntur; vti ex fequentibus exem- 
plis fiet perfpicuum. 
^L Sifit y—(/x)*, ponatur 7x——p, atque ob y—7* 

dx. 2dx 
crit y —2pdp5 verum Zp— - ; ideoque erit y — — Ix. 


ndx 


JL Simili modo fi fit y — (^x, erit dy — (La) n1, 
; r ioc p 
vnde, fi fit y —Y /x, ob z—i, erit 4y — prp 
III. Arque fi p fuerit functio quaecunque ipíis zx, 


1d 
ponaturque y —(/p)^, erit dy (/p)*-'. Quare cum 


differentiale Zp per praecedentia aflignari poflit, erit quo- 
que differentiale ipfius y cognitum. 


IV. Si fit y — p. /7, fuerintque p & 4 funGiones 
quaecunque ipfius x, per regulam factorum füpra datam 


ert dy — P Ig-- T lp. 
V. Sifit y — x/x; erit per- eandem regulam 


fr 
dy —dxlx-- Lc —dxlx-L-dx. VI. 
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yo tow - T E LH E 
VI. Si fic jam — — x7, differentiatione fecundum 
partes inftituta, reperietur d.x"Ix — max" éxlx —- xm-dr, 
& d.— sm— a mdz, vnde erit dy — maxv-igzrx. 


VIL Si fit y — x"(/x)*, fiet Ris s APRI 
-L—- nxm—de (Lx). 

VIII. Silogarithmi logarithmorum occurrant, vti fi fue- 
rit y—//x, ponatur /x—p, erit y—/p, & dy — an 
^g 

| dx Agar? dax 

eft. dy m vnde fiet 45 — —- 2 pA 
IX. Atque fi fuerit y — ///x, fi ftatuatur 7x — p, fiet 


; ' d 
—l/r, eritque per exemplum praecedens 4y— PL at eft 
dx 


; de 
d Ern: à zl | ! : : - f : : | 2 al T d —— : 
p — —— quibus valoribus fubftitutis habebitur 2j CIC 


186. Expofita logarithmorum differentiatione, pro- 
grediamur ad quantitates exponentiales, feu eiusmodi po- 
teftates, quarum exponentes fint variabiles. Huiusmodi 
autem ipfius .- functionum differentialia per loearithmo- 
rum differentiationem inueniri poffunt hoc modo. Quae- 
ratur differentiale ipfius a*, ad quod inueftigandum po- 
natur y—4*, eritque logarithmis fumendis e IK 


Sumantur iam differentialia, atque obtinebitur $ — 4 la5 
J 


vnde fit 2y—y4x/a, cum autem fit y—2*, erit 
dy—a*dx[la, quod eft differentiale ipfius 4*. ^ Simili 
mo- 
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modo, fi fit p functio quaecunque ipfius x, huius qua^- 
titatis exponentialis 4? differentiale erit — «4?4p/a. ! 


187. Hoc idem autem diíferentiale immediate ex 
natura quantitatum exponentialium in introductione ex- 
pofita deduci poteft. Sit enim propofita «?, denotante p | 
functionem quamcunque ipfius x, quae, pofito x——-4x 
loco x, abeat in p--2p. Vnde fi ponatur y — «*, | 
íi x abeat in x--42x, erit y —- 2y — a?-F?P, ideoque 
dy——ca?--4p-— aqp—aP(a4P?——1). Oftendimus autem fu- 
pra, quamuis quantitatem exponentialem 47 per huiusmo- 


e 3 | 
di feriem exprimi 1-—2/4;—- ——— : e : -L--——— E —- &c. 1 


v— vnde erit 44? — 1 —— dpla uL deor E - &c. & | 





a4p— 1 — pla, quia fequentes termini prae 7p/« omnes 
euanefcunt. ^ Confequenter erit dy — 4. a? — a? dp/a. 
Quare quantitatis exponentialis a» differentiale erit pro- 
ducum ex ipfa quamtitate exponentiali, exponentis diffe. 
veutiali dp, (& logarithazo quantitatis conflantis a, quae 
ad expouentem variabilem efl eueca. 








r88. Si igitur e fit numerus, cuius logarithmus hy- 
perbolicus eft — :, vt fit /e— x, erit quantitatis e* dif- 
ferentiale — e*Zx. Atque fi 2x fümatur conítans, erit 
huius differentiale — e*4x? , quod eft differentiale fecun- 
dum ipfius e*. Simili modo differentiale tertium erit 
--4^5039.  "Oudare d fit 









a 
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yet, QEit Acme, & m n?en 


» sadi "m 
porroque Tcp TUHAeM a Jz atem &c. 


Vnde patet ipfius e"» differentialia primum, fecundum 

& reliqua fequentia conftituere progreflionem- geometri- 

cam : eritque ergo differentiale ordinis zz ipfius e"* — y, 

nempe cr —n"e?*; hincque igitur a quantitas 
dx? ydam 


conílans z*, 


189. Si ipfa quantitas, quae eleuatur, fuerit varia- 
bilis ,- sis differentiale fimili modo inueftigabitur. Sint 
p & 4 funGiones quaecunque ipfis x, ac proponatur 
quantitas exponentialis y — p?.. Sumtis logarithmis erit 


ly — EM. quibus : differentiatis dris cd - ep 


vnde fit dy adl -i dp —ptdglp -- qp iw 


" yu pi. - Hoc ergo diSferéntiale conftat duobus mem: 
bris, quorum prius p424/p oritur, fi quantitas propofita 
p? ita differentietur, quafi p effet quantitas conftans, fo- 
lusque exponens 4 variabilis : alterum vero membrum 
qp1— dp oritur, fi in quantitate propofita p? exponens 4 
tanquam conítans fpeCtetur , folaque quantitas p, quafi 
eflet variabilis, tratetur. . Hocque ergo differentiale per 
regulam generalem differentiandi fupra traditam inueniri 
potuiffet. ANIMA : 

X Wege 137. 190, 





rgo. Eiusdem vero expreílionis p4 differentiale 
quoque ex natura quantitatum exponentialium erui po- 
teft hoc modo: fit y — p4, eritque, loco x pofito x--Zx, 
vtique y -1—4y— (p -1-4p.)1--4*, quae expreffio, fi more 
folito in feriera refoluatur,. fiet 
y -- (eia à SPAIN S Th nifetnes) pirr41-1dp 


WEBS. 1-3 FIT nin 
qmi "i 
dy — pt 44 — p1 4) (14-49) pt- 41-1, 
fequentes enim termini, qui altiores ipfius dp poteftates 
inuoluunt, prae (1-7 49)p1-41—14p euanefc . At eft 


ptt pi pt(p4t 1) c pt(--dglp-- Ar! Qo? 8i -1) 





—p*dglp. . In altero vero termino (2-1-44)p4--44—14p, 
filoco 4-44 fcribamus 4, orietur 4p1-:dp, ideoque 
differentiale erit vt ante 43 —p144/p—-4p1-—!dp. 





191. Facilius vero hoc idem differentiale ex natu- 
ra quantitatum exponentialium inueftigabitur, hoc mo- 
do: Cum, fumto e pro numero, cuius logarithmus hy- 
perbolicus eft — 1, fit p4 — e1/? , vtriusque enim loga- 
rithmus eft idem 4/p; erit y—e1/?. Quare, cum nunc 


quantitas eleuata e fit conftans, erit dy— ep Capp -i- ca)! 
vti ante oftendimus in regula $. 187 data. Reíicaa 
tur igitur p* loco z1/?, fietque 

y — phdglp-A- ptqdp p—pidglp-t- qpt-tdp.- 
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Si igitur fuerit Jouet, safitiody m rxtdvivy-Latdr, 
atque hinc quoque eius viteriora differentialia dcfinien- 
tur: reperietur enum: -— 





I — e (Gh ) 
d? | Ix I 
"T € (acier aai cte ys zia | 


&c. 


192. Inter differentialia huiusmodi fun&tionum , 
quae quantitates exponentiales complectuntur , imprimis 
funt notanda fequentia exempla, quae ex differentiatio- 
ne formulae e*p originem habent; eft autem 

d. exp — -e*dp-L-etpdx —e* (dp--pdx). 


L Sifit y-—e*x»»; erit dy——ce*"nxn-idyx—L—exxdx 
feu dy ——e*dx (nxn-i-- xn) 

I. Sifitt y—e* (x— 1) 
Erit 4y —ex*xdx, 


IIl. Si fit Jet (r*—ax--2). 
Erit dycce*xxdx. | 
IV. Si fit "EF P ikiqenm gie 
EE dy Zte*x3de. 
193. Si ind exponentes fuerint denuo quantitates ex- 


ponen differentiatio fecundum . eadem praecepta in- 
| X 2 (ti- 
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friruetur. Sic fi haec quantitas et " dilferentiari debeat , 


ftatuatur ep, vt fit y—e* — e, erit. dy — e? dp; at 
eft dp o—e*dx, vnde (i fuerit 
x x 
b e | ex 
uem $i cenudy mme e dc, 
x | x 
€ e x 
£e ee X 


aque für 9-07 ; enr dyccee ec dx. 


Quod fi vcro fuerit 9 AE p! ; ftatuatur. gt ccu, erit 
dy — p*dalp--2pf— dp, at ds — q'drlg--r27-142, 
vnde |y — p?4"'dr lp.lg —-- p*?rgr—dglp ——- p* dp: p- 


Quare fi * It : 2 
nh ] /p dp 
4-€). 
Pp 
Hoc ergo modo, quaecunque occurrat dad expo- 
nentialis, eius differentiale inueniri poterit. 


y—p , erit 2y —yp* e (ari. ]g21—-— 


194. Pergamus ergo ad quantitates transcendentes, 
ad quarum cognitionem confideratio arcuum circularium 
nos füpra deduxit. Sit igitur in circulo, cuius radium 
conftanter ponimus vnitati aequalem, Bropoá tus arcus, cu- 
jus finus fit — x , quem arcum hoc modo exprimamus 
A (in x; huiusque arcus differentiale inueftigemus, feu 
incrementum quod accipit, fi finus x differentiali fuo 4x 

| qu- 
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augeatur. Hoc autem ex differentiatione logarithmorum 
praeftari poterit, quia in introdu&tione oftendimus hanc ex- 
preffonem .A fin x reduci poffe ad hanc logarithmicam : 


m IV (1-xx)--xV -1). Pofito ergo y—A finx, erit quo- 


que.»— D I(V(1-xx)--xV -1); quae di(ferentiata dat 





MW J- "d dx (xV —-r--V(1-xx)) 
dy— MAG ALD — (QYr-xx)-xV-1)V (-xx) * 
" y (i—xx)-] ^r -xY-— 
vnde fit dy remi Vus e 


195. Iftud arcus circularis differentiale etiam hoc 
modo. facilius fine logarithmorum fübfidio inueniri po- 
teft. Si enim fit ) —A fin x, erit x finus arcus y, feu 
x— ny. Cum igitur, pofito x - 4x loco x, abeat 
y in y-1-4y, fiet x-I-2x — (in (y-4—2y). At quia eft 

fin (a——2) — fin «. cof ^ -4— cof a. fit P, — erit 

hin ( y——42y) — tin y. cof 4y —A- cof 5. fin 4y: 
arcus autem. euanefcentis 4y finus ipfi illi arcui 4y, eius- 
que cofinus finui toti aequatur, hanc ob rem fiet 
fin()1-2y)—-fny-—4y c£y, ideoque x—L-4x — fn 3-—4y cf'». 

Quia vero eft 
fin) — x, erit cofinus ipfius y feu. cofy — Y 1— xx), 
quibus valoribus fübftitutis , erit 2x —4y Y ( —U E 
dx 
—.3áx)" 
X 3 Ar- 


ex qua obtinebitur dy — —— Ya- 
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Arcus ergo, cuius fimus. proponitur, differentiale aequatur 
dore finus per cofinum | diuifo. 


196. Cum igitur, fi p fuerit fun&io quaecunque 
ipfius x, atque y denotet arcum, cuius finus eft — p, 
dp 


feu y— A finp, fit huius arcus differentiale 5 Vü-gpy 
vbi V(1—pp) exprimit cofinum eiusdem arcus, inueniri 
quoque poterit differentiale arcus, cuius cofinus proponitur. 
Sit enim y — A cofx, erit eiusdem arcus finus —V (1—xx 
ideoque y — AfinV(r-xx). Fatto ergo p —V (1—x2x), erit 
p — y & V(r-pp)—x ; vnde fiet d x a Ay 
Arcus ergo, cuius cofiuus proponttur, differentiale zequatur 
differentiali cofnms negatiue. fimto , atque per fmum eius- 
dem arcus diuifo. Quod etiam hoc modo vini poteft: 
Mg ae- 7. 
KR V a-xx). 
at arcus y——-s fimul füumti dant arcum conítantem 90^, 
eritque. 9 -4- $ — conílans ideoque y -— 4s — o, feu 


dy-2-2—d23 vnde fit dy— Ys: vt ante, 


(ifit y— A cofx, ponatur s—Afinx, erit 4s— 


197. Si arcus proponatur differentiandus, cuius tan- 
cens detur, ita vt fit y—— Atang x. Arcus autem cuius 


EXdUngui sod 3 5c 
rangens eft x, finus erit —V xx) &colinus— 


ES MV Ue "ub duua us. cpi IMHE Ui 
Pofito ergo Vx x) e d Nt fit Y(a ' Lp) end VG xx) ; 
fiet 


CHPUT' FI 167 
fiet y — A (np: vnde per regulam modo datarn erit 





-| dp * dx 
dy — —— —— , At, ob ETE ett dp - iescia 
V (1—gp) V (12-xx) "dw a 
L Nuus DOE Ub d | 
quibus valoribus füubítitutis fiet 4y — 13 e VU rig 


ergo, Cutis tangens proponitur, differentiale aequatur. dife- 
rentiali tangentis per quadratum [ecantis d. Eftenim 
V(r--x«) fecans, fi x fit tangens. 

198. Simili modo fi proponatur arcus, cuius cotan- 
gens datur, ita vt fit y — A cot x; quia eiusdem arcus 


tangens eft — L fito — — erit y— A t: ! 
| mE PHPREO E TEP J — 4 tang p, ac 


d 2z 
propterea Zy — i Cum nunc fit fpi Oo ; facta 


dai: a I -d 
fubftitutione, erit 2; — iban quod eft differentiale co- 


tangentis negatiue fümtum, atque per quadratum cofecan- 
tis diuifum. Porro fi proponatur y — A fec. x, quia eft 


e ! dx dx 
AG fü A d Li rue et 
J s? J pe ( 1 s ) xy (xx——1)* 

4T EX 


Atque, fi fit y» —Acofec.x, erit 3 — Afin, ideoque 
-dXx 


dy — yox . Saepe etiam finus verfüs occurrit, ira 
fi proponatur 5— A fv.x, quia eft y— A cof (1—2x), huius- 
que arcus finus eft —Y (ax-xx), fiet 2y— Viso 


199, 


"* LT WORT S PT — RE 
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199. Quanquam ergo arcus, cuius finus, vcl cofi- 
nus, vel cangens, vel cotangens, vel fecans, vel cofe- 
cans, vel denique finus verfüs datur, eft quantitas trans- 
cendens, tamen eius differentiale, fi per Zx diuidatur, 
erit quantitas algebraica, ac propterea quoque eius diffe- 
rentialia fecunda, tertia, quarta &c. fi per poteftates ip- 
fius 4x conuenientes diuidantur. ^ Ceterum, quo haec 
differentiatio melius percipiatur, adiunximus fequentia 
exempla. 

L Si fit y — A fin2xV(1—x«), ponatur p — 2«V (1—««), 
vt fit y — A finp, eritque dy y At eít 
2 xxdx 2 2 dx(1- I——2 Xx) 
Va—xx)-— ie -yaücuy" ? 
& Y(1— PP) L—a-——2xx, quibus valoribus fubítitutis, 

2dx 
erit d TmuEEL RE 
2x y (1— xx) fit finus arcus dupli, dum .« eft finus fim- 





dp-— 2 dx y (1—3x) — 


Quod etiam inde patet , quod 


2d.x 


pli; erit ergo y — 2 A fin x, ideoque —41—— 


I M I-——..x 











I. Si fit y —A(n- ;» ponatur vx us 
" — -4Xxdx -——. z 
erit dp — ques & V(1—pp)— TIuEZ Quare 
dp | -2dx 
1 ] | d x * 
cum fit dy zv Pr erit dj— SEES 
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TIL. Si. fit yz A ny. ——, ponatur y S d P. 





ep Y DN EORR TT c | X dpa Vade 


! dp -dx 
IV. Sifit y—A unge , fado p— aps L- 5" 


—üa-m o. qi li aiiis | 
js —x)2? X dp— (1——xx)*. ^ Quare 


J 


erit 1-—-pp — 











cum fit 4y— per regulam tangentium (157), 


— 
2d. 

I-L-xx^ 
Mb ir ras EUR 


ELA soam 


erit d4y— 





, pofito 
LL 2-2 Y (i-e) | & 


Xx 





, fet ppzc ——— 


idit I--4« 2( V I--x4)—1 v I-d-xx 
ja eren ) — aO cerno) 


-dx dx dC (1-1-962)—1) 
MO LUC ELS »x«xY(i--xx) ' 
| Lo MEI. PPDUNTE  CABITE 
Quare cum fit iui ir fiet At rG- Der quod 
La Umm um 








Atqui 


etiam inde intelligitur, quod fit A "ou 
PAL tang x. 
TS. | VI. 
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VL. Si c 54 D. eec formula quoque per práéce: 
A(finv dx 
Y(1—22)' 
Hoc ergo modo omnes functiones ipfius x, in quas prae- 
ter logarithmos atque exponentiales quantitates etiam ar- 
cus circulares ingrediuntur, differentiari poterunt. 


dentia differentiabitur: fiet enim 25 —* 


Quoniam differentialia arcuum per Zx diuifa 
funt quantitates algebraicae, eorum differentialia fecunda & 
fequentia per ea, quàe de fun&tionum algebraicarum dit- 
ferentiatione expofüimus, inuenientur. Sit y — A fin x, 
| ! dx I -. ut I 
quia eft ad inter; erit —- je VGL ; cu. 
ius differentiale dabit valorem pro T fi quidem 2x 
furatur conftans: vnde differentialia ipius y cuiusuis or- 
dinis ita fe habebunt. 


$i fit »— A(ínx; erit 


dy I | 
v Ai rere M & fumto 4x conftante 


dE Ie 


(1— xx) 


2 le-2xx 
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d$y  9--72x?--24x* 





dx5. 50 ONCE 0s 
d 5 /— 225 X-1- 600 x3 -I-120 x5 
u uc em evene 
dx (1—2xx) * 
&c. 
vnde concludimus vt fupra $. 177 fore generaliter : 
mrudtbiy s oipoui4: SU eig n ie 
dx"ri7 — (1—xxycti | 
7 (n——1) Lo z(n—1)(2—2)(2—3) 3) 
D X«e—,——————Xx qe sepoe x?-4 
(Gi I. 2. 34.120124, 2. .À 


t3 861) (07207) 
xen MAI ET IURE DEL "m 4-4 - &c.) 


201r, Superfunt quantitates, quae ex harum inuer- 
fione nafcuntur, fcilicet finus, tangentesue arcuum  dato- 
rum, quas quomodo differentiare oporteat, oftendamus. 
Sit igitur x arcus circuli, & (inx denotet eius finum, 
cuius differentiale inueftigemus.  Ponamus y — fin x, ac 
pofito x--2x loco x, quia y abit in y-1—4y, erit 
j--dy-zcfin(x--dx), & dy— fin(x-4-4x)—fin x. 
Eft autem fin.(x -4- 4x) — fin. cof 4x -4— cof. fin dx, 
atque cum fit, vti in introductione oftendimus 





erit 
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erit reie£lis terminis euanefcentibus cof 4x — 1 & (in 4x 
—dxr, vnde fit fin(x-—2x) — finx --2x cof xy. Quare, 
pofito y — fin x, erit 2y — 4xcofx. — Differentiale ergo 
finus arcus. cuiusuis aequatur differentiali arcus per. cofi- 
mum multiplicato. — Si igitur fuerit p funttio quaecunque 
ipfius x, erit fimili inodo 2. (in p — 4p cof p. 


202. Similiter fi proponatur cofx, feu cofinus ar- 
cus x, cuius differentiale inueftigari oporteat.  Ponatur 
y—cofx, & pofito x-- 4x loco x, fiet y 4-2y — cof(x4-4x). 
Eft vero cof(x-—4x)—cofx. cof2x —finx.fin2x, & quia 
vt modo vidimus eft cofZx —1 & fin2x — 4x, erit 3-- 4y 

—cofx-—dx[íinx, ideoque 4y—-— x fin x. Quare diffe- 
rentiale cofrnus Anwsque arcus aequatur. differentiali arcus 
negatiue fumto per fnm eiusdem arcus multiplicato. Sic fi 
7 faerit fun&tio quaecunque ipfius x, erit Z. cofp —- dy fin p. 
Hae differentiationes quoque ex antecedentibus elici pos- 
funt hoc modo: fi fuerit y—finp, erit p—Afiny ; & 


dy 
dp — V? at ob y — fin p, erit cofp — Y (1— yy), 


quo valore fubftituto erit 4p — cof :4 s dy — dpcofp, vt 


ante; Pari modo fi fit y ciifs P. d Y(1—)»)—finp, 
né».  auurndy 


Va —) — finp ; vnde 


&'p— A cof», ideoque 7p— 
fit vt ante dy — — dp fin p. 
203. Si fuerit. y — tang s, erit dy — tang (1-24) 
—. tangxr-i—- dx 
— tàng x 5. at eft tang (Mf) 2E me pr Lum 3^: 
a qua 
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a qua fra&ione fi tangens x füubtrahatur , remanebit 


4 ngdrQ--tngr. angi) — Viol arcus eut 
I— tang x. tang dx 


nefcentis 2x tangens ipfi arcui eft aequalis , ideoque 
rang dx — dx, & denominator 1— 2x tang x , abit in 
vniatem: quocirca fiet | 2y — dx (1 --tanga?). Eft 

14? — fec, x* — —ÁS—, d nte cof x? 
vero 1 -- tang «? — fec. x?- CIE denotante cof 
quadratum  cofinus ipíius x : confequenter íi fuerit 
j—tangz, erit dy cd. fec x c Quod diffe- 
rentiale quoque per differentiationem fi Dae vel cofimu- 


um inueniri poteft; cum enim fit tang. — d erit 


1 dx cof x. cof x —-- d» fin x. ünx C ys 
Tira AU cobxr* — —— cof x?? 


ob íix?—-cof.t?-—r. 





204. Aliter etiam hoc differentiale inuenitur. Cam 
fit y—— tang», erit o Oe & per praecepta füpe- 





riora fiet. dx — . At cum fit y — tang x, erit 


manm 


V (124—y5) — fec x er) ideoque 4x — 4y cofx?, & 
Ix dc TAS UPPER 

d J—gofeso Vt ante. — Tangentis ergo cuiusuis arcus dif- 
ferentiale. aequatur. differentiali arcus. divifo per. quadra- 
tnm cofmus eiusdem arcus. — Simili modo (i proponatur 
Y:.3 y 
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yzz6otsw, fet adt A cot & dem 7 
CES 13-2) 


» i 
zs, vnde habebitur 2x —— 4 fin.x?, 


. At vero erit 


Y (12-5) — cofec x — 
& dI id Cotaugentis ergo culusus ar 1; 
| dyzca: Coangentus eng. cus differen- 


tiale aequatur. differentiali arcus negatiue fumto ac per qua- 


a bp cof.x 
dratum [mus eiusdem arcus ditifo. Vel quia eft cotx — ui 


fet hanc fra&tionem differentiando : 
—-d.x (fin x?—— 4x cof x? - dx 
dyac MÀ — Teu 
: fin x finx 
vti modo inuenimus. 


205. Si proponatur fecans arcus, vt fit y—fec., 
ja eri ——, erit d but dx tang «x. ft 
uia erit J2— —757, € ——À— —dx tang x.fec. v. 
d * J— cof" J— cof? ^ B | 
I 


Simili modo fi fuerit y — cofec. x , ob y ——c—o erit 
^ "dxcofx | TM | 
dy-z —R dx cotx cofec.x, pro quibus cafibus 
peculiares regulas formare füperfluum foret. — Si finus 
verfus arcus proponatur y—ív.x, quia eft y— 1 - cof, 
erit Zy——dxíinx. Omnes ergo cafus, quibus linea quae- 
piam reéta ad arcum relata proponitur, quia femper per 
[imim cofinumue exprimi poteft, fine difficultate dific- 
rentiari poterunt. Neque vero tantum. differentialia pri- 
ma, fed etiam fecunda & fequentia per regulas datas 
inuenientur. Ponamus effe ; —finx & sz-cofx, atque 
dx effe conftans: erit vt fequitur: -- —— ) 
y 
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y 224048 2 — cofx 
dy — dxcofx 45 —-—dxíinx 


dds ——z— dx*cofx 





ddy —— dx?ínx 
d3y —— dx3*cofx L.,u0979 €^- ga? lin x 
d*y —. dx*íinx d*s ——  dx*coíx 
&c. | &c. 
206. Simili modo inueniri poterunt differentialia 
omnium ordinum tangentis arcus x. Sit enim 





fin .x ! ; 
)-—ungx- o, & ponatur 4x conftans, erit 
cu fün c 
J — ^ cofx 
dy 177205 aed 


dx ^ cof? 


ddy . zfímw 
dx? ^ cof x? 





à NT TE E 

dx? —— cof x* cof x? 

d*y- ^4finx 8 finx 

dx*' cofx cof x3 

d5. . jir20 ' .I20 ii 6 
dx35 7 ecofx$ cofx* ^ cof? 


d5y 
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d*y | $sofinr . 48ofinv , 32íinx 








d«*. cofx7 cofx5 ' cofx? 

d'y |. $040 6720 2016 —— 64 

dx''^  cofx* cof x? cofx*  cofx? 
&c. 


207. FunGiones ergo quaecunque, in quas finus 
vel cofinus arcuum ingrediuntur, per haec praecepta 
differentiari poterunt, vti ex fequentibus exemplis vi- 
dere licet. 

L .Si fit... 5 zc 2 (in x. cof « —— (fin ax 
Erit. dy — 24dxcofx?— 2 dxfinx? —24xcof2«. 
Wt r— cofx 
I. Si fit yz V ———, vel y-—fnix 


dxfíinx 
Erit dy eel 2Y2a(i—-cof x) | 
V2(i—cofx)-c2íinix, & fnx-afinis.cofis; 
fiet dy — idx.cofix, vti ex forma y — ün ix 
immediate fequitur. 





Cum autem fit 


III. Sifit 5 — cof 1— erit, pofito I P. 
yz cofp, & dy— — dp (in p. At, ob ph—1x, 


d I 
erit dp —— ; ideoque 4j — — fin gr 


nx fi 
[V. | Si fit .3.— A dt erit dy zz e T * dx cof x. 
| V. Si 
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e» m en— 
— 0 CoÍx  , 
-- poiE - : LS sl ndxfinx 
V. Si ft )y—e ; erit dy—- T'TOOfNs - 
- 7] ""ü 
fur 
VL Si fi ;zi(i—va—: 24)); ponatur 
Seld 
jme p átque ob »—/(1—YV(r—p)), erit 
u.s 
dp fins, cofx 
maios.» Me bii e(t 2p — —————— 
42 — 3G-Y (ve syV 2p) A, qe in x* 
Quo valore fubítituto prodibit 
- 5H 
4 —ne in» d x cof x | 
ange cm ope ace n 





Z CAPUT 











17$ $2 o $8& 
CAPUT VII. 
DE DIFFERENTIATIONE FUNC. 


TIONUM DUAS PLURESUE FARIABILES 
e. INUOLUENTIUM. 
208. | 
S duae pluresue quantitates variabiles. x , y, €, a fe 
inuicem prorfus non pendeant, fieri poteft, vt eti- 

amíi omnes fint variabiles, tamen dum vna crefcit de- 
créfcicue, reliquae maneant inuariatae : quia enim nullum 
nexum inter fe habere ponuntur, immutatio vnius reli- 
quas non afficit Neque ergo differentialia quantitatum 
jy & s pendebunt a differentiali ipfius LE ideoque dum 
x differenriali fuo 2x augetur, quantitates y & s, vel 
€aedem manere, vel quomodocunque pro lubitu variari 
poffunt.  Quodfíi igirur differentiale quantitatis x ítatua- 
tur dx, reliquarum quantitatum differentialia 2y & 42 
manent indeterminata, atque pro arbitrio noftro vel pror- 
fus nihil, vel infinite parua ad 4x quamuis rationem te- 
nentia denotabunt. 


209. Plerumque autem litterae » & «s funCliones 
ipfius x vel incognitas, vel quarum relatio ad x non 
fpectatur, fignificare folent, hocque cafü' earum differen- 
talia y & 4s certam ad 2x relationem habebunt. Siue 
autem y & s pendeant ab x fiue fecus, ratio differen- 
dationis; quam hic fpeCtamus, eodem redit, —Quaerimus 
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enim fun&ionis, quae ex pluribus variabilibus x, y, & * 
vtcunque fit formata, differentiale, quod accipit, dum fin- 
culae variabiles x, y, & s fuis differentialibus Zv, dy, & ds 
crefcunt. Ad hoc ergo inueniendum in funClione pro- 
pofita vbique loco variabilium quantitatum x, y, s fcri- 
batur refpediue x-3—-42x; y--4y; z-1-4ds, & ab ex 
preflione hoc modo refültante auferatur ipfa functio pro- 
pofita: refiduum dabit ipfum differentiale, quod. quaeri- 
tur, quemadmodum ex natura differentialium luculen- 
ter "conftat. 

210, Sit X fun&io ipfius x, eiusque differentiale, 
feu augmentum, dum x differentiali fuo 4x crefcit, fit 
—P2x. Deinde fit Y fun&io ipfius y, eiusque differen- 
tiale — Q4», quod augmentum Y accipit, dum y abit in 
j-3-4): atque Z, fit functio ipfius s , eiusque differen- 
tiale fir — Rs, quae differentialia PZx, Q2y, Rs ex 
natura functionum X, Y & Z/ ope praeceptorum fupra 
datorum inueniri poterunt. Quod fi ergo propofita fue- 
rit haec quantitas X—4—Y -—-Z , quae vtique erit func- 
tio trium variabilium x, y, & s, eius differentiale erx 
-P4x--Q25y--R4s. "Vtrum autem haec tria ditle- 
rentialia fint inter fe homogenea nec ne? perinde eft. 
T'ermini enim qui continent poteftates ipfius 2x prae P2x 
2eque euanefcunt, ac íi reliqua membra Q 2» & R4«s 
abeflent, (imilique eft ratio terminorum, qui in differen- 
datione fun&tionum Y & Z fíünt negled. 

21r, Retineant X, Y & Z easdem fignificationes, 
fitgue propofita ifta functio "T ipfarum «, y & s, cu- 


ius 
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ius differentiale inueftigari oporteat. Quoniam, fi x ——4x 
loco. x, 5y-1-4y loco 5, & s-—4* loco s fcribatur, abit 
X in X--P2»x; Y in Y-2- Q2»; & Z in Z-- Ras, 
ipfa functio propo(ta X Y Z abibit in 


(X4- P2x) (Y-4- Qd») (Z -4- Rd) 
— XYZ--YZP4x -4- XZQ2,) -— XYR4s 
-- ZPQ4x4y -- YPR 2x ds -- XOR 4; ds—- POR dx dy de, 


At quia 4x, dy, & d» funt infinite parua, fiue inter fe (int 
homogenea fiue non ; vltimus terminus prae uno quoque 
praecedentium euanefcit. Deinde terminus ZPQ4x4y 
ram prae Y ZP4x quam prae XZQ4y euanefcit; atque 
ob eandem rationem termini YPR 2x2z & X0Z dydz 
euanefcent. Ablata ergo ipfa functione propofita XYZ, 
crit eius differentiale —— YZP4x-- XZQ4y 4-XYR43. 


212. Exempla haec functionum trium variabilium 

x, 7, & 2, quibus pro lubitu quisque plura adiicere po- 
teft , fafficiunir ad oftendendum, fi functio quaecunque 
ii varabilium x, y, & s proponatur, vtcunque eti- 
am hae variabiles inter fe fuerunt permixtae, eius dif. 
ferentiale femper huiusmodi formam efft habiturum 
pdx --4d4y-- rds: vbi p, 7; & r futurae fint fingu- 
lae fun&tiones, vel omnium trium variabilium x, y, & s, 
T Nétrtnts vel vnius tanturn , prout ratio compofitio- 
, qua fun&tio propofita ex variabilibus x, y, & 
Kus conflantibus formatur, fuerit comparata. Simili 
modo, fi proponatur functio quatuor pluriumue yaripii- 
ium 
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lium x, y, 5, & v, eius differentiale femper huius modi 
formam habebit | p 4x 4—44y 24— rds —— sdv. 


213. Confideremus primum functionem duarum 
tantum variabilium x & y, quae fit — V, cuius ergo dif- 
ferentiale ita fe habebit, vt fit 2V — pdx --24y. Si 
igitur quantitas y affumeretur conílans, foret 4y — o , 
ideoque fun&ionis V differentiale effet pdx: fin autem 
x ítatueretur conftans, vt effSt^ 2x — o, folaque y ma- 
neret variabilis, eum ipfius V differentiale prodiret — 4, 
Cum igitur vtraque quantitate x & y variabili pofita fit 
dN — pd x —— 4dy, ifta regula pro differentianda func- 
tione V. duas variabiles » & y inuoluente refültabir : 
Ponatur. primum [ola x. variabilis, altbra vero y tamquam 
conflans tracletur, & quaeratur ipftus M differentiale, quod 
ft —pdx.  Deimde ponatur fola quantitas y vartabilis, 
altera x pro conflent habita, qv» quaeratur. ipfius V diffe- 
ventiale, quod ft —qdy. ^ Quibus faclis a pofita vtraque 
quantitate X Cv y variabili, fet dV —pdx--qdy. 


214. Simili modo; cum fun&lionis trium variabili- 
um x, y, & 2, quae fit —V, differentiale huiusmodi ha- 
beat formam. 4V —p4x-—44y--r4z , manifeftum eft, 
(i fola quantitas a fuiffet variabilis pofita, reliquae vero 
y & s conítantes manfiflent, ob dy—o &.d 2—O0, pro- 
diiffet ipfius V diflerentiale —p4x. Pari modo inuenire- 
tur differentiale ipfius V—44y, fi x & «s effent conftantes 
folaque 5 poneretur variabilis ; atque fi x & y tariquam 
conftantes tra&tarentur folaque s: ftatueretur variabilis, pro- 

| Z5 | ] 
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diret differentiale ipfius V —*4s. Quare ad functionem 
trium pluriumue variabilium differentiaridam, confidere- 
tur feorfim quaelibet quantitas variabilis, & funCtio pro 
qualibet differentietur, quafi reliquae omnes effent con- 
(tantes; tum fingula haec diflerentialia, quae ex fingulis 
quantitatibus variabilibus funt inuenta, colligantur, erit: 
que aggregatum differentiale quaefitum fun&tionis pro: 
pofitae. | | 


215. Inhac regula, quam pro differentiatione func- 
tionis quotcunque variabilium inuenimus , continetur de- 
monfítratio regulae fupra $. 17o datae generalis, cuius ope 
fun&tio quaecunque vnicam variabilem comple&tens diffe- 
rentiari poteft. St enim pro (ingulis partibus ibi com- 
memoratis totidem litterae diuerfae collocentur, functio 
fpeciem induet fun&ionis totidem diuerfarum variabili- 
um, atque adeo modo hic praefcripto differentiabitur, füc- 
cefliue vnamquamque partem, quafi fola effet variabilis, 
tra£tando, cunctaque differentialia, quae ex fingulis par- 
tibus oriuntur, in vnam fümmam coniiciendo: quae füm- 
ma erit differentiale quaefitum, poftquam pro fingulis lic- 
teris valores fuerint reftituti. Haec ergo regula latiffime 
patet, atque etiam ad fun&iones plurium variabilium , 
quomodocunque fuerint comparatae, extendieur. — Vnde 
eius vfüs. per vniuerfum calculum differentialem eft aim- 
plitlimus. | 

216. Inuenta ergo regula generali, cuius ope func- 
tiones quotcunque variabilium differentiari poffunt , etus 
vfum in nonnullis exemplis oftendifft iuuabit. — 1 E 
. Si 
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L Si fuerit N- n4 erit. 2V — xdy-- dx. 
ju dx | dy 
E | erit ZV— c 
MO AI a ce ico M 
III. Si fuerit V— V(aa4—xx) 
dy -2xdm s 
dV — Va. V (aa — xx) i: 
IV. Si füuert V— Er fuum "» (6x 4-ey-—-Q)"; 
| ento 
dV —m(ux-1-86y-1- y)" (Ex-1-6y-- Q)"(a4x--84y) 
-I- 1 (ax1-6y 1-3)" (0x-1-6y-4- 9)" (4x ey), 
—. fiue 
iv ouo Pec P ALCATIS  cprcogs Pait in 


(8 sa err «dy ep ndr 


ird n Apis -- meg , x 
tuectebelt a. 


v. Si fuerit V-—lx; erit Iv dye T En 
ML 'Si fuerit Ma 1 erit dV —yss—'dx-L-x»dylx. 








VII. Si faeri V—Atung-; erit E m LL 





i fueri V— fin x. cofy; . erit 
*! P d Té | 


dV — dxcofx cof.) — 45 fin x. fin y. 
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ahp: DOREM cuin 
V (xx 4-32)? 8t 
AL - Ei MTM er(xkdym— xdi). 
——V (xx- 1-29), E Vs. 


IX. Si feri emm y (s 














E 2i ED C pma iiem rM 
X. Si fuerit Vesericim 2 Ys 3» 
V icr ere t) 





oed x) "n ho odd SERE 10S ApLPT 
m—— Nuts 


517. . Quonism vidimus, fi (iV fuerit fan&io- quae- 
cunque binarum variabilium x & y, eius differentiale 
huiusmodi habiturum effe formam 2V — P 4x et Q45, 

in qua -£int P. & Q. functiones a functione V. pendentes 
per eamque determinatae : fequitur has duas quantitates 
P & Q certo quodam modo etiam a fe inuicem pende- 
re, propterea quod vtraque ab eadem fan&ione V pen- 
det. Qu cunque igitur fit ifte nexus inter quantitates 
i & Q , quem deinceps inueftigabimus , perfpi- 
cuum orti omnes formulas differentiales huiusmodi 
P4x--Q4», in quibus P & Q pro lubitu fint ex x & 
formatae, poffe effe differentialia : cuiuspiam fün&ionis 
finirae V ipfarum x & y. Nifi enim ea relatio inter 
fun&iones P & Q intercedat, quam natura differentia- 
tionis requirit, huiusmodi differentiale 4 Q2; 
plane per differentiarionem non ym ideoque vici 
integrale non habebit. - ? Le NCM 
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^18. In intepratione igitur plurimum intereft noffe 
hanc relationem inter quantitates P & Q , vt differen- 
tialia, quae reuera ex differentiatione funCtionis cuius- 
piam finitae funt orta, dignofci queant ab iis, quae ad 
libieum funt formata, atque nulla integralia admittunt. 
Quanquam autem hic nondum integrationis negotium 
fafcipimus ,. tamen ad naturam diflferentialium  realiun 
penitius infpiciendam conueniet hanc relationem inuefti- 
gari; quippe cuius cognitio non folum ad calculum in- 
tegralem, ad quem hic viam paramus, eft maxime ne- 
ceflaria, fed etiam in ipfo calculo differentiali infignem lu- 
j; cem accendit. Primum i igitur patet , fi V fit fun&tio dua- 
. rum variabilium x & y, in eius differentiali P 2. - Q 2j 
vtriusque differentiale 7» & 4y ineffe oportere. Neque 
ergo poteft effe P— o neque Q— o. Hinc fi P fue- 
rit functio ipfarum x & y, formula PZx nullius quan- 
titatis finitae poterit eft differentiale, feu nulla extat quan- 
titas finita, cuius diflerentiale fit P4». 


219. Sic nulla datur quantitas finita V fiue alge- 
braica fiue transcendens, cuius differentiale fit yx», fi 
quidem íit y quantitas variabilis ab x» non pendens. Si 
enim ponamus dari eiusmodi quantitatem finitam V, quia 
j in eius differentiale ingreditur, neceffe eft, vt 5 quoque 
in ipfa quantitate V infit; verum fi V contineret y, ob 
variabilitatem ipfius y neceffario quoque in differentiali 
ipfius V differentiale 4y ineffe deberet. ^ Quod tamen 
cum non adíit, fieri nequit, vt differentiale yx Zx ex cu- 
iuspiamn quantitatis finitae differentiatione fir ortum. Cum 

À a igi- 
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igitur pateat formulam: P4x -j- Q4», fi Q. fit o, & P 
contineat y, differentiale reale effe non pofle, fimul intel- 
ligitur, quantitati Q non pro lubitu valorem tribui poffe, 
fed eum a valore ipfius P pendere. 


220. Quo igitur hanc relationem inter P & Q in 
differentiali 42V — P4x —— Q4y inueftigemus , ponamus 
primo V effe functionem nullius dimenfionis ipfarum x 
& y: a cafibus enim:particularibus ad relationem gene- 
ralem afcendamus. ^ Quod fi ergo ponamus y — £x, ex 
functione V quantitas x prorfüs euanefcet , prodibitque 
functio ipfius ? tantum, quae fit — 'T, cuius differential 
cerit — O4*, exiftente O functione ipfius z. — Ponamus * 
igitur quoque in differentiali P 4x—-— Qv, vbique y — £v, 
& dy-cztdx--xdt, quo fatto prodibit 

P4x ——- Qrdx -- Qxdts 
in quo cum dx non contineatur, neceffe e(t vt fit 
P-2-07-—0; ideoque Q—— : LI— - , feu erit 
Px--Q»-o, vnde relatio inrer P & Q pro hoc cafu 
innotefcit. Deinde debet effe O — Q», ideoque Qx — 
funttioni ipfius ?, hoc eft fun&tioni nullius dimenfionis 


ipfarum x & y. Atque ob Q—9. fiet P-— 22, & 


tam P. quam Qj erunt functiones nullius dimenfionis 
ipfarum x & y. 


221. Si igitur fun&tio nullius dimenfionis ipfarum 
X & y, quae fit — V, differentietur, eius differentiale 
2gV— 





CAPUT VIL 187 


dV — P4x -- QZy , femper ita erit comparatum, vt. fit 
Px-LQy-o. Hoc eft fi in differentiali loco differen: 
tialium x & 4y fcribantur x & y, refultabic quantitas 
—o: vti in his exemplis vfu venire patet: 


[ Sit yc; erit jv R35 atque po- 





2 

fito x loco 4x & y loco 2y, erit Va rm ee. 

UJ. Sk Verr nt iyll.mDecy» 

ida (xx 3) 

vnde fit -993-c9 c. o. 

(xx—)) 

: y--V(xx-6-95». Eie 

IL Si VL wori4 v4 oom cara yl quae eft functio 

nullius dimenfionis ipfarum x & y; erit 


axxdye—2xydx o —— 01 s 
I! T Qr (x2990)2)* bici uda 


pofitis x & y loco Zx & 4y fit — 
IV. Sit VEIT, erit NL itho—rn 


xx) 





—É— Zo 


xx —)) 





atque 


ydx—x dy. 


V(x-—2) "- 
V. Sit V—Afin , erit 2V — T i5 G EXV2X (r2) 


Y (x-4—) 
quae formula esdem proprietate gaudet. 


t3 
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222. Contemplemur nunc alias functiones homo- 
geneas, fitque V functio 7 dimenfionum ipfarum x & y. 
Quare fi ponatur y — ?x, induet V. huiusmodi, formam 
l^, exiftente 'T fun&ione ipfius z, fitque | 

4I -Od4t, erit dV — x»Odt--5 T x»-idx, 
Quodfi ergo ftatuamus : 
dV—Pdx--Q4y, ob 4y—t4x-i-xdt, 

fiet dV — Pdx -- Qt dx -- Qxdt: 
quae forma quoniam cum illa congruere debet, erit 


--LQrlaTae—73, dp VIT. 





Hancobrem ob TL. , fiet Px--Qy — 25V, quae 


aequatio relationem inter P & Q ita definit, vt fi altera 
fit cognita, altera facile inueniatur. ^ Quia porro eft 
Qx— 270, erit Qx, ideoque etiam Qy & P» func- 
tio z dimenfionum ipfarum x & y. 

223. Si ergo in differentiali cuiusuis functionis ho- 
mogeneae ipfarum x & y, loco 2x & 4y, ponatur x & y, 
quantitas oriunda aequabitar ipfi fun&tioni, cuius diffe. 
rentiale proponebatur, per numerum dimen(íionum mul. 
tiplicatae. 

L Sifit V—V(xx--y5y); erit z—1:, & ob 
JV — 16071- 54y cisdarise 2 ARM PR V (xx 4L yy) 


Il. Si 





—Yex--9)' ^ Y(xx--y) 
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3$. LL x3 : 
Il. Si fit yzt, E »—32, € 


253 dy— 3yyxdy——3 yxxdx — 2x3 dx—— y? dv—— 13 dy 
anke, 
Ponatur x pro x & y pro 2y orietur: 
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(y —x)* y—«x 


UI Si fit VE d erit nLl-2—4, atque 


qv —- NE . Quae formula pofitis x & y 


p HU :- A. 4L——47Ut.2 * 
loco 4x & 4y abit in O3-Exis 7-74 V 


IV. Si fit Vra, ert 7-2, atque 





memorata fubítitutione oritur 1x27 221-5 —2 V. 
J——. 


224. Similis proprietas obferuabitur, íi V fuerit 
functio. homogenea plurium variabilium: fit ergo V. func- 
tio quantitatumr x, y, s, quae coniunctim vbique 7 di- 
meníiones adimpleant; atque differentiale huiusmodi ha- 
bebit formam P2x-—-Q425——R4s.  Ponatur iam y—tx 
& 2—sr,Vvtíit 4j —tdx——-xvdt, &. du—sdx—L- xds, 
atque functio V induet hanc formam Ux", exiftente U 

Aaa func- 
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fun&ione binarum variabiium * & s; hinc ergo fi íta- 
tuatur dU -—pdt--74s, fiet 
dN — x"pdt -- x"2ds-- nUx"-1dx, 
Prior autem forma dabit 
dV —Pádx--Qtdx-- Oxdt—- RsZx -—- Rx4i: 
quae cum illa collata praebet 
P--Q:--R:; — aUas, 

vnde obtinerur Px--Q»-L-Rs — 27V; quae eadem 
proprietas ad quotcunque plures variabiles extenditur. 


* 
225. Si igitur propofita fuerit fun&tio homogenea 
quotcunque variabillum x, y, s, v, &c. eius diíferen- 
tiale perpetuo hanc habebit proprietatem, vt fi loco dif 
ferentialium 4x, 2y, 4$, dv, &c. fcribantur refpective 
quantitates finitae x, y, *, v, &c. prodeat ipía functio 
propofita per numerum dimenfionum multiplicata. Haec- 
que regula etiam valet, íi V fuerit functio homogenea - 
vnicae tantum variabilis x: Hoc enim cafü erit V po- 
teftas ipfius x, puta V— 2x", quae eft funtCtio homo- 
genea z dimenfionum : nulla fcilicet alia datur functio ip- 
fius x , in qua x vbique » dimenfiones conftituat prae- 
ter poteftatem x^. — Cum igitur fit 2V—nax"?-'dx, 
ponatur x loco 2x, atque prodibit zax*, hoc eft zV. 
Ifta ergo fun&tionum homogenearum infignis proprietas 
diligenter notari meretur, cum in calculo integrali maxi- 
mam afferat vtilitatem. 


226, 
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- .226. Quo nunc in genere in relationem inter quan. 
tirates P & Q , quae differentiale PZx -|- Q2» functio- 
nis cuiuscunque V. duarum variabilium x & y conftitu- 
unt, inquirarmmus, ad fequentia attendi oportebit. Sit igi- 
tur V fun&io quaecunque ipfarum x & y; atque pona- 
mus V abire in R, (i loco x ponatur x-1— 2x ; pofito au- 
tem y-—4y loco y abeat V in S: quodíi autem fimul 
x-4dx loco x, & y—- 4y loco y fcribatur, mutetur 
V in Vr, Cum itaque R oriatur ex V, pofito x—— 4x 
loco x, manifeftum eft fi vlterius in R. ponatur. y —— 25 
loco y, tum prodire V'; idem enim eft, ac fi in V fta- 
tim poneretur xe-4Zx loco x, & y-1-42y loco y. Simili 
modo fi in S ponatur x-1-2x loco x, quia S iam orta 
eft ex V pofito y 1- 2y loco y, denuo prodibit V1; vti 
ex hoc fchematismo clarius perfpicitur. 





I2 
t3 
^ 





"he 
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2^7. Si igitur V ita differentietur , vt tantum x 
tanquam variabilis, y vero tanquam conftans traCtetur, quia 
pofito xx loco x, functio V abit in R, eius differen- 
tiale erit —R—V ; at ex forma 4V — P 4x Q 2», fequi- 
tur ilem differentiale fore — PZx, vnde erit R-V— Pzx. 
Quod fi iam loco y ponatur y --42y, x vero tanquam 
conítans tractetur, quia R. abit in V: & V in S, quan- 
titas R-V abibit in V:—S ; ideoque ipfius R-V —P2x 
differentiale, quod oritur fi fola y variabilis affümatur, 
erit V1— R—S-- V. Simili modo, cum pofito y—— 4» 
loco », abeat V in S, erit S— V differentiale ipfius V 
pofira fola y variabili, eritque propterea, S — V — Q4y; 
nunc quia loco x. pofito x-1-4x, tranfit S in V: & V in R, 
quantitas S-V abibit in V!—R; atque ipfius S-V— Q2y 
differentiale, quod oritur fi fola x variabilis ftatuatur, erit 
— V1: - R- S2- V, quod prorfus congruit cum differen- 
tiali ante inuento. — 


228. Ex hac conuenientia deducitur fequens con- 
clufio: Si fun&tionis V cuiuscunque binarum variabilium 
vx & y differentiale fuerit 2V — Pdx——- Q4y, tum dif 
ferentiale ipfius P 4x, quod oritur (1 fola quantitas y tan- 
quam variabilis, x» vero tanquam conftans tractetur, ae- 
quale erit differentiali ipfius Q 7», quod oritur fi fola 
quantitas x tanquam variabilis, y vero tanquam conftans 
tra&tetur. Si fcilicet pofita fola y variabili fuerit 2P —Z4y 
erit differentiale ipfius PZx praefcripto modo fumrum 
—Z4dx4d5; atque pofita fola x variabili erit quoque 
dQ-—Zdx; fic enim differentiale ipfais Q7 praefcripto 
modo 





















modo fumtum fiet quoque — Zi4x4y. .Hacque ratione 
intelligitur relatio, quae inter quantitates P. &..Q | interce- 
dit, atque paucis verbis in hoc confíiftit?, vt differentiale 
ipfius P2x pofito x conftante aequale fic differentiali ip- 
fius Q4y pofito y conftànte. 


229. Hia infignis proprietas clarius perfpicietur, fi 
eam nonnullis exemplis illuftremus: 


L Sitigitur V—yx; erit 2V — Jdx -l1— xy, ideo- 
que P—y & Q—»x; vnde pofito x conftante erit 
d. Pix — dxdy, & pofito y conftante erit. 4, Q25y— 2x4, 
icque haec duo differentialia inter fe aequantur. 


— Vas-am) 
x--)y yam id j 
ideoque Pagi mcn Ua Q— Wirsvicai? vnde. 
xydxdy 
— 
xydxdy | 
(er -2ay) oos 
lll. Sic. V— x (in A y -41— y fin Ax; -eritqne 
4V — dxfin Ay —4- xd cof y —L- 45 fin As yis c cofx; 
Quare erit 
| Pax — dxfin Ay -4— ydx cof x, 
& Q2 — 4 ün Ax -- xd; eof y. | 
p Bb .Po- 


pofito x conftante erit 4. PZx zz ———— & pofito 


y conftante erit | 4 ( 4y— 
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.Pofito ergo x conftante erit 
a V. P2x — dxdy cofy -— dx dy cof », 
"^ "& pofito y conftante erit 
d. Q2) — dxd* cof y —— dx4» cof x. 


IV. Sit V— x»; erit 4V—x»dylx-pyx»-1dx, 
atque 
PZx — yxy-1dx, & Q4y — x»d)lx. 
Quamobrem: pofito x conftante habebitur 
d,.Pdx — xry-1dxdy —- yx2—dxdylx, 
& pofito y conítante erit 
d Q4, 22 5x7- dx dyIx T x271dxdy. 


230. líta proprietas etiam hoc modo enunciari po- 
teft, vnde eximia omnium funCtionum, quae duas varia- 
biles inuoluunt, indoles cognofcetur. ^ Si functio quae- 
cunque V. duarum variabilium x & y differentietur po- 
fira fola x variabili, hocque differentiale denuo differen- 
tietur pofita fola y variabili, tum poft duplicem hanc dif- 
ferentiationem idem prodibit, ac fi'ordine inuerfo func- 
tio V primum pofita fola. y variabili differentiaretur, hocque 
differentiale pofita. fola x variabili; denuo differentiaretur : 
vtroque fcilicet cafu prodibit eadem. expreífio huius for- 
mae Z4x4y. Ratio huius identitatis ex praecedente 
proprietate manifefto fequitur: fi enim V differentietur 
pofita fola x variabili, prodit P2 ; &, f1.V differentie- 


tur pofita fola y variabili, prodit Qd», horum difieren- 
tia- 
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talium vero differentialia modo indicato fumta inter fe 
aequalia effe, ante demonfítrauimus. Caeterum haec in- 
doles immediate fequitur ex ratiocinio ($.227) allato. 


231. Relato inter P & Q, fi P2x-1—Q4y fuerit 
differentiale fun&tionis V fequenti etiam modo indicari 
poteft. Quoniam P & Q funt functiones ipfarum . & y, 
differentientur ambae pofita vtraque x & y variabili : 
Si fcilicet fuerit 2V — P4x —— Q4y 

fit dP — pdx--»rvdy 
& d(Q — dx —- sdy. 
Pofito ergo x conftante erit 
dP—rdy, & d.Pdx-——rdxdy. 
Deinde pofito y conítante erit 
dQ—4dx, & d.Q4dy—44dxdy. 
Cum igitur haec duo differentiaia rZx4y & 44x4y 
fint inter aequalia, fequitur fore 7; — x. — Functiones er- 
go P & Q ira inuicem conneCtuntur, vt (i ambae diffe- 
rentientur, vti fecimus , quantitates 4 & r inter fe fiant 
aequales. — Breuitatis gratia autem hoc faltem capite quan- 
titates r & 4 ita commode denotari folent, vt » indice- 
dPN . 
cur per ) , quae fcriptura defignatur P' ita differen- 
tari, vt fola y tanquam variabilis tractetur, atque diffe- 
rentiale iftud per 4y diuidatür: fic enim prodibit quanti- 
tas finita r. Simili modo fignificabit (55) quantitatem 
Bb2a fini- 





T€ 


finitam 4, quia hac ratione indicatur fun&ionem Q fola 
x pofita variabili differentiari , tumque differentiale per 
4x diuidi debere. | 


232.  Vtamur ergo hoc fcribendi modo, 'etiamfi 
alias ambiguitatem afferre poffit, quae tamen hic per 
claufulas euitatur, vt ambages in defcribendis differen- 
tiandi conditionibus euitemus, ficque breuiter relationem 
inter P. & Q ita verbis exprimere poterimus, vt dicamus 
effe (5) -—— (9) . In huiusmodi fcilicet fra&ioni- 

dy gx. 
bus denominator praeter propriam fignificationem , qua 
numerator per eum diuidi debet, indicat numeratoris 
differentiale ita effe capiendum, vt ea fola quantitas cu- 
ius differentiale denominatorem conftituit , tanquam va- 
riabilis fpectetur. Hoc enim modo per diuifionem dif- 
ferentialia prorfus ex calculo egredientur , iftaeque frac- 


1 : "i | - , Á 
tiones (z) & (59) exhibebunt quantitates finitas, 
quae in praefenti cafü erunt inter fe aequales. Hoc ita- 
que modo recepto quantitates quoque p & s ita derro- 
OR AB us ntm (m). oS de 
tare licebit, vt fit (S. Gc oun 2, J^ fi qui- 
dem vt monitum eft, differentiatio numeratoris per de- 
nominatorem reítringatur. - 


233. Confentit haec proprietas mirifice cum pro- 
prietate, quam ante in functionibus homogeneis ineffe 
oftendimus. Sit enim V funitio homogenea z dimen- 

Íio- 
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fionum ipfarum x & y, ponaturque 2V —P2x-]1- Q4, 
atque demonftrauimus fore zV—Px--Q», ideoque 

U- 2 —4. Sit ZP— pdx--rdy; 
i JPN | JON. 
eritque (2.2 — r, cui aequale efTe (Ts ita often- 
detur.  Differentietur Q pofita fola x variabili, & quia 


^Páx PZx 
in hac hvpothefi et Oc t* 


het (25 ze T -—L , debebitque effe 


vxpdx 
Aes s 


J 
Lt TIC — r [feu (»—1)P-—px--»ry. 
Quae aequalitas inde fit perfpicua, quod P fit functio 
homogenea z—1:i dimenfionum ipfarum x & y, vnde 
eius differentiale 2P — p4x-—-r4y, ob proprietatem 
functionum homogenearum, ita debet effe comparatur; 
vtt (z—1)P—cpx--ry. 


234. líta proprietas, quod fit ) - (295, 


quam omnibus functionibus duarum variabilium x» & jy 
communem effe oftendimus, nobis quoque patefaciet na- 
turam funttionum trium pluriumue variabiliumt. Sit V 
functio quaecunque trium variabilium x, y, & s, ac po- 
natur 2V — P4x -- Q2; -- R4s. Quod fi igitur in 
hac differentiatione s tanquam conftans traCtaretur, fo- 
ret vique Z2V-— P4x-1-Q4y; hoc autem cafü per 

Bb 3 an- 
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antecedentia debet effe (22— ies A». Deinde fi 
quantitas 5 conftans dianeitinr, foret dV —PZx-- Rz, 


erit ergo G 2 e . Denique pofito x conítan- 


te reperietur ( i G- In differentiali ergo 


P4x3— Q4y -2—R 4s fun&tionis V quantitates P, Q; & R 
ita a fe inuicem pendent, vt fit 


C) -6 3-7 Gs 4)- e 


2535. Sequitur hinc ifta functiorium, quae tres plu- 
rescue variabiles inuoluunt, proprietas analoga ei, quam 
fupra (230) de fun&ionibus duarum variabilium often- 
dimus. Si fuerit V functio quaecunque trium variabi- 
lium &, y, & s, eaque continuo ter differentietur, ita vt 
primum vna quantitatum , puta x, fola variabilis pona- 
tur, in diíferentiatione fecunda fola y, atque in tertia 
fola s variabilis affümatur, prodibit expreffio huius for- 
mae Zi4x4yds, quae eadem reperietur, quocunque alio 
ordine quantitates x, y, & s collocentur. * Sex igitur di- 
verfis modis poft triplicem differentiationem ad eandem ex- 
preffionem Zi2xdyds peruenietur , quoniam ordo quan- 
riarum x, y, & s fexies variari poteft. Quicunque er- 
go ordo eligatur, fi functio V differentietur pofita fola 
prima variabili, hocque differentiale denuo differentietur 
pofita fola fecunda variabili, atque differentiale hoc ite- 
rum 
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rum differentietur pofita fola tertia variabili, eadem pro- 
dibit expreffio , vtcunque ordo quantitatum x, y, & s 
varietur. 

236. Quo ratio huius proprietatis clarius perfpicia- 
tür, ponamus efle 2V— PZ2x--OZ4y-L- R42; deinde 
etiam quantitates P, Q, & R differentiemus, eruntque 
earum diíferentialia per ante demonílrata, ita comparata: 

dP — pdx —— sdy —— tds 

dQ — sdx —L- 2dy —— uds 

dR — tdy ——- udy ——- rds, 
Differentietur nunc V pofito folo x variabili prodibit P 2x: 
quod differentiale iterum differentietur pofito folo y va- 
riabili atque habebitur s2x4y ; quod fi differentietur po. 
fito folo s variabili, poftquam per Zx4y4s fuerit diui- 


| ds^ 
fum , obtinebitur (5) : 
hocordine y, x, s, atque prima differentiatio dabit Q4», 
fecunda :s4.c4y , & tertia (fatta diuifione per 2x4y4z) 
dabit (C vt ante. Difponantur variabiles hoc ordine 


2, y, *, ac prima differentiatio dabit RZs fecunda «44s, 


Collocentur nunc variabiles 


tertia vera poft diuifionem per 4x4y4s praebet (55). 
At cum pofito y conítante fit. 20 —5s2x-1—«42; erit 
(2) X (5) , vti pariter eft demonílratum. 

237. 
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|. v 
257. Ponamus effe VL. hancque func- 


4 à £x & 4 " , * 9 E uu APT: MT J 
tionum toties ter differentiemus, quoties ordo variabilium 
v, , $ variari poteft : 


I. DIFTER. II. DIFFER. TII. DIFFER. 


pofito variabili folo x folo y folo 
2xydx  2xdxdy , A4xtdxdyds 
aa —$S ü—ES ( d 5353,)* 
pofito variabili folo x folo s folo y 
2xydx | 4xyzdxds — Axwdydyds 
(6—99 '— (arn—9)* ^^ (na——22)* 
pofito variabili folo y folo x folo a 
xxdy | 2*dxvdy , 4xsdxdydz 
802—295 ^" ü1—25 (aa —3)2 
pofito variabili folo y folo s folo x 
xxdy  , 2xx5dyds 4 xzdxdyds 
d—a2 ? (aa——a 3)* " (aa—a« ji 
pofito variabili folo folo x folo y 
2xxysds |— 4x yz dx dz 4 xsdx dd; 
(au—22)* ' (aa—23)* (aa —s 22)? 
pofito variabili folo « folo y folo x 
2xxj2d5 . axxsdydu /— 4xsdxdyds 
(aa——s55)^ ? (aa-—&42)* ' (aa—— sz): 
ex quo exemplo patet, quocunque ordine tres variabiles 
fuerint affumtae, poft triplicem differentiationem femper 
4x2dx dyds 
(aa—22)* ' 258. 


- 


3 


eandem prodire expreflionem 
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"538. "Vd autem poft triplicem differentiationem ad 
eandem expreflionem eft peruentum , ita quoque confen- 
fus deprehenditur in differentialibus, quae fecunda diffe- 
rentiatio fuppeditauit. In iis fcilicet expreílio quaeuis bis 
occurrit; vnde patet, quae formulae iisdem differentiali- 
bus fint affectae , easdem quoque inter fe effe aequales, 
atque dilsehriniia tertia ideo effe omnia inter fe aequa- 
lia, quia iisdem differentialibus 2x y s funt affe&ta. Hinc 
igirur concludimus, fi V fuerit functio quotcunque varia- 
bilium x, y, $, v, z, &c. eaque fuccefliue aliquoties dif- 
ferentietur, vt femper vnica tantum quantitas variabilis 
affumatur; tum quoties ad exprefliones perueniatur, quae 
iisdem differentialibus fint affeCtae , eas quoque inter fe 
aequales fore. Sic duplici differentiatione orietur huius- 
modi expreflio Z 2x4», dum in altera fola x, in altera fo- 
la. y affümta eft variabilis: perindegue eft vtra prius, 
pofteriusue fit variabilis affumta. — Si prede fex variis 
modis per triplicem differentiationem eadem exfürget ex- 
preffio Zi4x4y4s ; atque viginti quatuor variis modis per- 
venietur poft quadruplicem " differ entiationem ad eandem 
expreflionem huius formae Z,2x4y4s4v, atque ita porro. 






239. Veritatem horum "Theorematum quilibet adhi- 
bita leui attentione ex ante explicatis principiis facile ag- 
nofcet, atque propria meditatione facilius intuebitur, quam 
tantis verborum ambagibus, fine quibus. demonftrationes 
proferri non poffent. Quia vero harum proprietatum co- 
enitio maximi eft momenti in calculo integrali, "'yrones 
funt monendi, vt non folum has proprietates ipfi diligen- 

c ter 
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ter meditentur, earumque veritatem fcrutentur, fed etiam 
pluribus exemplis comprobent ; quo hoc pa&o fibi hanc 
materiam familiariorem reddant, fru£tusque inde natos 
poftmodum facilius percipere queant. Neque vero fo- 
lum tyrones, fed etiam ii, qui principiis calculi differen- 
tialis iam fünt imbuti, ad hoc funt cohortandi; quoniam 
in omnibus fere manudu&ionibus ad hanc Analyfeos par- 
tem hoc argumentum penitus praetermitti folet. Plerum- 
que enim Autores folas differentiationis regulas prae. 
fcripfiffe, earumque vfum in Geometria füblimiori often- 
diffe fuerunt contenti, neque in naturam atque proprie- 
tates differentialium inquifiuerunt ; vnde tamen maxima 
fubíidia in calculum integralem redundant. Quam ob 
caufam hoc argumentum fere nouum in ifto Capite fufius 
perfequi vifum eft , quo fimul via ad integrationes alias 
difhiciliores pararetur, atque negotium pee "re 





240. Cogni isi igitur his proprietatibus, quibus dif- 
ferentialia fun&tionum duas pluresue variabiles inuoluen- 
tium gaudent , facile poterimus dignofcere, vtrum for- 
mula differentialis propofita , in qua occurrunt duae plu- 
resue variabiles, fit orta ex diffzrentiationie cuiuspiam func- 
tionis finitae an fecus? Si enim in formula P2x-- Q4 


non fuerit (7)- iS uer certo poterimus affirmare, 
nullam exiítere fun&tionem ipfarum x & y, cuius diffe- 
rentiale fit — P2x —- Q4»: neque ergo infra in calculo 


integrali huiusmodi formulae integrale indagari poteft. Sic 
cum 
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cum in yx dx e x£dy requifita conditio non adíit, nulla 
datur fun&tio, cuius differentiale eft : yxdx Skye 
Vtrum autem femper, quoties eft & J^ cis E (E , for- 


mula ex differentiatione cuiuspiam fun&ionis fi orta ? 
quaeftio eft, quae demum ex integrationis principiis folide 
affirmari poterit. 





241. Si in formula differentiali propofita tres plu- 
resue infint variabiles, vti Pdx-- Qdy-1- R45; tum ea 
ex differentiatione ortum traxiffe omnino nequit, niíi tres 
iftae conditiones in ea locum habeant, vt (it 
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Quarum conditionum, fi vna tantum defit, certo affirmare 
debemüs, nullam extare fun&tionum ipfarum x, y, & s 2, 
cuius differentiale fit PZx -Q4y--R 4s; huius modi 
ergo formularum differentialium nequidem requiri pos- 
(ünt integralia, hincque integrationem prorfus non reci- 
pere dicuntur. Facile autem intelligitur in calculo inte- 
&rali formulas differentiales ante dignofci oportere, vtrurri 
integrationis fint capaces, quam inueftigatio integralis actu 
fufcipiatur. 
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CAPUT VIII. 


DE FORMULAR UM DIFFEREN TIA. 
LIUM FL TERIORI DIFFERENTIA- 
TIONE. 

* 242. 

S vnica variabilis adfit , eiusque - differentrale . primum 

7 conftans affümatur, (pia 1 iam methodus eft tradita 
differentialia cuiusque iudi inueniendi. Scilicet fi func- 
tionis cuiusuis differentiale denuo differentietur, oritur 
eius differentiale fecundum, hocque iterum  differentia- 
tum dat functionis differentiale tertium; atque ita porro. 
Haec vero eadem regula locum quoque habet, fiue func- 


tio plures inuoluat variabiles fiue vnicam tantum , cuius 
differentiale primum non ponitur conftans. Sit igitur V 
functio quaecunque ipfi us x, neque vero 2x fit conftans, fed 
vtcurique variabile, ita vt ipfius 2x differentiale fit — 22x, 
huiusque differentiale — 23x, & ita porro, atque inuefti- 
gemus differentialia fecundum & fequentia functionis V, 


243. Ponamus differentiale primum funCtionis V 
effe — P4x, vbi erit P functio quaepiam ipfius x pen- 
dens ab V. Si iam funGtionis V differentiale fecundum 
inuenire velimus, eius differentiale primum PZx denuo 
differentiari oportet; quod cum fit productum ex dua- 
bus quantitatibus variabilibus P. & 4x, quarum illius dif- 
ferentiale fit 4P Zpéx, huius vero 4x differentiale 

dd, 
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4dx, per regulam de fa&toribus datam erit differentiale 
feetinilbinn dav — P44x ——p4x*. |Deinde fi ponatur 
dp — qdx, cum differentiale ipfius dx? (it 2dxddx, erit 
irerum differentiando 
d3V — P4? x -- Pddx -.- 2pdx ddx —— dpdx?, 
iam ob ZP—pdx & dpo24x; erit 
d3V — P 45x -1— apdxddx —— 4dx?, 

fimilique modo vlteriora differentialia inuenientur. 





224. Applicemus haec ad poteftates ipfius x, qua- 
rum fingula ado Jp fi 4x non pona- 
tur conftans : 





|. Sit igitur V—ss Merit gN ec dyes gr dapib 
SWEET Ug qe 
&c. 
ll. Si VW 4*9 ent 4V ——axdr; & 
ddV — 2xddx —--2dx* 
ÓGV—oaxd)ix-L-.6dxddx 
d*'V —axd*x —- 8dxd*x ——64dx? 
dsV —axd5x ——-10dxd*x-I- 20ddx d? x 
&c. 
Ill. Si in genere fuerit V —.^5; erit 
dV —nx"-idx 
ddV —nx"—'ddx-L- n(n—1)x»-14dx? 
d? V —nxn—id5x 4-32 (n—1i)x^-:4xddx 
--s:(—1 )n—2)x»-3 dx? 
Cc 3 d*V 
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d*V2—nsn-i1d*y I An(n—1d1)x"-*dxd?x 
-—-3z(n—1:)x»x"-:ddx* 
-- 6x (n— 1) (n——2) x*—dx*ddx 
-- nu(n——1i)(n—2)(n——3)x"—-4dx* 
&c. 

Si igitur fuerit 2x conftans, ac propterea 
ddgee s vrgsa seg gt go TR. 
orientur eadem differentialia, quae iam füpra pro hac hy- 

pothefi funt inuenta. 


£ r 


* 


24$. Quoniam igitur differentialia cuiusque ordi- 
nis ipfius x eadem lege differéBgiantur , qua quantitates 
finitae, exprefliones quaecunque, in quibus praeter quan- 
titatem finitam eius differentialia occurrunt , fecundum 
praecepta fupra data differentiari poterunt. Quam ope- 
rationem, cum nonnunquam occurrat, hic aliquot exem- 
plis illuftrabimus. 









L Si fuerit. V— re , differentiando prodibit 
Xx us tax ddx — — 2xddx* 
m dx? dx dx? 
i WVlda X Mésipibd xddax 
I. Si fuerit V — 7-5 erit dV —1— "s i 


vbi nihil impedit, quod pro V quantitatem infinite ma- 
gnam pofuimus. 


; Vin 
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Vinxx/ddx —2xxldx; 
erit fecandum regulas confüetas differentiando : 
xxd 


| | | | 1,  2xx dde 
dV — axdxlddx —L 27. — 4xdx! dx mo gp 
simili autem modo differentialia altiora ipfius V repe- 
rientur, 





246. Si expreffio propofita duas variabiles inuol- 
vat, nempe x & y, vel vnius differentiale ponitur con- 
ftans vel neutrius; arbitrarium enim eft alterutrius dif- 
ferentiale conftans affumi , quia ab arbitrio noftro pen- 
det, quemadmodum vnius valores fücceílimuos crefcere 
ftaruere velimus. ^ Neque vero vtriusque variabilis dif- 
ferentialia fimul ftatui poffunt conítantia, hoc ipfo enim 
relatio inter variabiles x & y aflümeretur, quae tamen 
vel nulla eft, vel incognita ponitur. Si enim, dum x 
aequabiliter crefcere ponimus, 7 quoque aequalia incrc- 
menta capere ítatueretur, tuni eo ipío indicaretur fore 

—ax—-^; ficque y ab x penderet, quod tamen aflu- 
mere non licet. Hancobrem vel vnius tantum variabilis 
differentiale conftans affümi poteft vel nullum. ^ Quodfi 
autem diíferentiationes abfoluere nouerimus nullo diffe- 
rentiali affumto conftante, fimul quoque differentialia con- 
ftabunt, fi alterutrum differentiale ponatur conítans: tan- 
tum enim opus eft, vt fi dx conftans ftatuatur , vbique 
termini continentes dZx, 4?., 4*x, &c. deleantur. 


247. Denotetergo V fun&tionem quamcunque fini- 
tam ipfarum x & y, fitque 2V —P4x-j-Q4y. Ad 
ditfe- 
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differentiale ipfius V. fecundum inueniendum affumamus 
vtrumque difierentiale. 2x. & 4» variabile, & cum P & Q. 
(int fun&tiones ipfarum x & y ftatuamus: 

dP c pdx--.rdy 

(Q —rdx --44dy 


fupra enim vidimus effe ( )- G AM — 
His pofitis differentietur 27V — "Pa x -- Q4»; & repe- 


rietur : 
ddN ZP4ddx--pdx*-—-2rdxdy--Qddy——24y*. 

Si igitur differentiale 2x ítatuatur conítans, erit 
ddV — pdx*—-ardxdy —A—Qddy -E- 4dy*, 

(in autem differentiale 7y ftatueretur conftans, foret 
ddV — P4dx ——pdx* —A— 2rdxdy -4— 4dy*. 


248. Si igitur fun&io quaecunque ipfarum x & y 
bis differentietur, nullo differentiali pofito conftante, eius 
differentiale fecundum femper huiusmodi formam habebit: 

ddN — P4dx--Q44y--Rdx 341—545? —— T dx 4y 
pendebunt autem quantitates P, Q, R, S, & TT itaafe 
inuicem, vt fit fignandi modo Capite praecedente adhibito: 


CCo COR C 
EDCMO 


quarum conditionum fi vel vnica defit, certo afhrmare po- 
teri- 
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eerimus, formulam propofitam nullius fun&ionis effe dif- 
ferentiale fecundum. — Statim ergo dignofci poterit, vtrum 
huiusmodi formula fit cuiuspiam quantitatis differentiale 
fecundum an minus ? 

242. Simili modo differentialia tertia ac fequentia 
inuenientur, quod in exemplo particulari oftendiffe ex- 
pediet, quam formulas generales adhibendo. 

Sit igitur V — xy ; 
Erit 27V — y dx -- x dy 

ddV — yddx --2dxdys^ 

d3V — 9d x -345yddx A-2439 ^ do, 

d* V — yd*x ——-4dyd? x 4-6 ddxddy —— 4dxd? y ——- x4* y 

&c. - 

in quo exemplo coefficientes numerici legem poteftatum 
binomii fequuntur, indeque quousque libuerit continuari 
poffunt. 
At fi fuerit. V — - 


- 
x J 


ol d d 
Erit 2V — LI 


AX 





2.ddy | adxdy 2ydx* yddx 
iru Iomeim o co vor almae n 





E 
avr 03  3dxddy , 6dx*dy 3 dy ddx 
maestum r 

PN Xx xY x? x? 





6ydx ddx 6yd.x? yd3.x 


&c. 


—— 


Dd in 
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in quo exemplo progreflio differentialium non tam fa- 
eile dt quam in pratcedeis, 


250. Meque vero tantum haec differentiandi me- 
thodus ad functiones finitas adftringitur , fed etiam eo- 
dem negotio cuiusuis expreffionis, quae iam differentia- 
lia in fe continet, differentiale inueniri poteft, fiue vnum 
quoddam differentiale affümitur conftans fiue minus. Cum 
enim fingula differentialia aeque & eadem lege dilferen- 
tientur ac quantitates finitae , regulae in praecedentibus 
capitibus traditae , etiam hic valent atque obferuari de- 
bent.  Denotet igitur V eam expreffionem , quam dif- 
ferentiari oportet, fiue fit finita, fiue infinite magna fiue 
infinite parua ; atque ratio diflerentiationis ex his exem- 
plis perfpicietur : ^ 


L St V—YV(dx*— 455); 





: | dxddx —— -- 4yddy 
d c 
Erit 24V — Y(xi- dy». 
i.d jdx 
IL Sit v— : 


yddx ydxddy 
d d4* ^" 
uo oy (dx -49)y.. 
I. aAE Yd dn 
(3dx dd 3dy ddy)V (dx ——45*) 
Brit, dV — or eddy d ddz 
Cet ei) Cad M dodi) 
( —— (dxddy. — dyddx)* 

















quae 
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quae differentialia cum fint generaliflime fuümta, nullo dif- 
ferentiali pro conftante habito, hinc facile ea. differen- 
tialia deriuari poterunt, quae oriuntur, íi vel Zx vel 4y 
ftatuatur conftans. 


251. Quia nullo differentiali conftante affuümto, nulla 
edam lex, fecundum quaft fuccefTiui variabilium valores 
progrediantur, praefcribitur, differentialia fecunda & fe. 
quentium ordinum non erunt determinata, neque quic- 
quam certi fignificabunt. — Hinc formula , in qua difie- 
rentialia fecunda atque altiora continentur, nullum deter- 
minatum habebit valorem, nifi quodpiam diflerentiale 
conftans fit affumtum ; fed eius fignificatio erit vaga, at- 
que variabitur, prouti aliud atque aliud differentiale fue- 
rit conftans pofitum.  Interitn tamen dantur quoque eius- 
modi exprefliones differentialia fecunda continentes, quae, 
etiamíi nullum differentiale pofitum fit conftans, tamen 
(ignificatum determinatum comple&untur, qui perpe- 
tuo idem manear, quodcunque differentiale conftans fta- 
tuatur. Huiusmodi autem formularum naturam infra di- 
ligentius fcrutabimur, modumque trademus eas ab aliis, 
quae valores determinatos non includunt , dignofcendi. 


252. Quo haec ratio formularum, in quibus diffe- 
rentialia fecunda vel altiora infunt , facilius perfpiciatur, 
contemplemur primum fortnulas vnicam variabilem con- 
tinentes, atque facile patet, (i in quapiam formula infit 
cius variabilis a dilferentiale fecundum 44.r, nullumque 
differentiale conftans ftatuatur , formulam tibi valo- 

Dd 2s rem 
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rem fixum habere poffe. Si enim ftatuatur differentiale 
ipfius x conftans, fiet 44x — o; fin autem ipfis xx dif- 
ferentiale 2.c2x feu x4x conítans ponatur, cum ipfius 
xdx differentiale x 22x—- 4x? fi E—6, fret Jdxz— m. 
Verum fi poteftatis NE x^? differentiale zx "x 
feu x^—'2x debeat effe conffans; erit eius differentiale 
fecundum . x ^?—-14dx 2 9 VR A M gud Nd 4: ideoque 
ddx —— T I 
fi aliarum ipfius x fun&tionum differentialia conítantia 
ponantur. Manifeftum autem eft, formulam, in qua ddx 
occurrat , diuerfiffimos induere vilofes prout loco Z4x 


dx* ——pd 
fcribatur vel o vel — — vel — EAT 


Alii valores pro ddx prodibunt, 


vel alia 


huiusmodi expreflo. Scilicet fi proponatur formula 

rdda | Ss 
s quae ob d4x & 4x? infinite parua. homoge- 
nea. finitum valorem habere deberet; ea pofito 2x con- 
ftante abit in o, í1 fit Z..x? conftans, ea abit in — x; fi 
fit d.x? conffátis, ea abit in — 2»; fi 4.x* fit conftans, 
ea abit ín — 3x, & ita porro. Neque ergo determina- 
trum valorem habere poteft, ni(i definiatur, cuiusrmnodi 
differentiale conftans fit affumtum. 


253. I[íta inconftantia fienificationis fimili ratione os- 
tenditur, fi differentiale tertium in quapiam formula in- 


fi. Confideremus hanc formulam iio 


dxddx quae pa- 


riter 
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riter finitumy valorem prae fe fert. — Si differentiale Z.x 


H .* * o " .- amt 
fit conftans, abit ea in —, Cuius valor mox patebit. Sit 


; dx? : : 
d.x? conítans, egit 42x —— —;j & denuo differentiando 





dx ddx dx? dx3 t 

x AC s A a 
v343 

hoc ergo cafu formula propofita U- 


E d "^ s» 
py abit in — 3x?. 
(2—1)dx* 


At fi fuerit Z.x^ con(lans, erit 44x — 
" 


hincque 
z(u—1)dxddx 


, 


2(2—1)?dx3 


í0—r1)dx3 
LS RT a x4 


dix ——— 
A as 


—O(n—1) dx? (22—ád) (n— 31) dx? 
REWTHUME NTUMT DIUI TUE cde 


Hoc ergo cafü erit 





dcs Qis——des s stes " 
Jis mL! - Beddr s EFT: 


vnde patet fi fit »— 1, feu 4x conítans, valorem for- 
mulae fore ——2?. Ex quo manifeftum eft, fi in qua- 
piam formula differentialia tertia vel altiora occurrant, 
neque fimul indicetur, cuiusmodi differentiale. affüumtum 
fit conftans, eam formulam nullum certum valorem ha- 
bere, atque adeo nihil prorfus fignificare ; quamobrem 
tales expreíliones in calculo occurrere non poflunt. 


Dd 5 254. 
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214. Simili modo fi formula contineat duas plu: 
resue variabiles , in eaque occurrant diíferentialia fecun- 
di altiorisue gradus, intelligetur valorem determinatum 
locum habere nom poffe, nifi differentiale quodpiam 
conftans ítatuatur , iis tantum exceptis cafibus , quos 
mox perpendemus. Quum primum enim 44x in qua- 
piam formula ineft, quoniam pro variis differentialibus, 
quae conftantia ponuntur, valor ipfius 77x perpetuo va 
riatur, fieri nequit, vt formula ftatum obtineat Slbren! 
hocque idem valet de quouis differentiali altiori ipfius », 
arque etiam de differentialibus reliquarum | variabilium 
Íecundis & altioribus. Sin autem duarum pluriumue va- 
riabilium differentialia fecunda infint, fieri poteft, vt in- 
conítantia ab vno oriánda per inconftantiam reliquarum 
deftruatur ; hincque nafcitur ille cafus, cuius memini- 
mus, quo formula huiusmodi differentialia fecunda dua- 
rum pluriumue variabilium inuoluens valorem definitum 
habere poteft, non obítante quod nullum differentjale 
conítans (it pofitum. 


dd 
Lama — 777, ftatam 
o dade i y 
atque fixam fignificationem habere nequit, nifi quodpiam 
differentiale primum conftans ftatuatur. Nam fi x con- 


255. Haec igitur formula 


at baro: ALES. 
ftans ponatur habebitur 27:35 


: ddx " 
ponatur, habebitur T j ; manifeftum autem eft has 


formulas non neceífario inter fe effe aequales. Si enim 
ne- 


(inn autem 4y conftans 
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neceffario effent aequales, tales manere deberent, quae- 
cunque FoU ipfius x loco y fubftitueretur. Ponamus 
tancum y— xx, & cum pofito 2x conftante, fit 
pi Maca no : 
ddy — 2 dx? , formula ird, abibit in r, fin autem 4y 
feu 2xdx ponatur conftans, feet ! 
f 442 

ddy — 2xddx-|-2dx*—0, ideoque ddx——4*5 


AX 


dudar ui 3m : ! 
vnde formula vm abit in —Z. Cum igitur in vnico 


cafu reperiatur difcrepantia, multo minus in genere erit 


rd dy | . dd 
y. pofito 4x conftante aequalis Vise pofito 2y con- 





dx d dx dy 
dd - dd 
ftante. — Deinde quia formula iain Ag — —. fibi non 


conítat, dummodo vel Zx vel y ANS ponatur, mul- 
to minus fibi conftabit, fi funCtionis cuiusuis vel ipfius x 
vel ipfius y vel vtriusque differentiale conftans ponatur. 


256. Hinc apparet huiusmodi formulam ftatum va- 
lorem habere non pofle, nifi ita fit comparata, vt poft- 
quam loco variabilium y, & s, quae praeter x infünt, 
fun&tiones quaecunque ipfius x fuerint fübítitutae, diffe- 
rentialia fecunda & altiora ipfius x, nempe 44x, 4? x, &c. 
penitus ex calculo excedant. Si enim poft talem fübftitu- 
tionem quamcunque in formula adhuc relinqueretur 44x, 
vel 22x, vel Z*x, &c. quia haec differentialia, prout alia alia- 
que confítantia affumuntur, fignificationem fuam variant, 
valor quoque ipfius formulae erit vagus. Sic us 

for- 
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formula ante propofita I DM , quae fi ftatum 








haberet valorem, quicquid y fignificet , ftatum | quoque 
habere deberet valorem, fi » denotaret eret quam- 
piam ipfius x. At fi tantum ponamus y — x, formula 
2xddx 

—]jya-» Quae vtique ob 74x in ea contentum 
eft vaga, atque alios aliosque valores induit, prouti alia 
atque alia differentialia conftantia ponuntur, vti ex 9.252 
fatis eft manifeítum. : 


abit in 


257. Dubium autem hic fübnafcetur, vtrum den- 
tur tales formulae duo pluraue differentialia fecundi al- 
tiorisue gradus continentia, quae hac proprietate gaude- 
ant, vt fi loco reliquarum variabilium quaecunque func- 
tiones vnius fubftiruantur, differentialia fecundi gradus 
prorfus fe deftruant. ^ Huic dubio primum ita occurra- 
mus, vt huiusmodi formulam proponamus, quae ifta 
proprietate fit praedita, quo per explorationem vis quae- 
ftionis melius percipiatur. ^ Dico igitur hanc formulam 
dyddx — dxddy 
quaecunque enim fun&hio ipfius x loco y fübftituatur , 
femper differentialia fecundi gradus penitus euanefcent ; 
quam proprietatem fequentibus exemplis comprobemus. 


memoratam proprietatem poflidere : 


L Su o --255*; eux d»y223axde, 
& | ddy—axddx--ads*, 
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dy ddy —— dx d 
qui valores | in formula 9 — cr HT fubftituti puc 








axdrvddx—2xdxddx —23dx? 
piiturt5t ^dx3 TES ce qo 
go. Xu-entt ey s 4w*12r. 
& 
ddy — nx"—iddx —- n(n— 1)x"—idx*, 
dyddx — dxddy 
dx? 











qui valores fubftituti formulam 
mutabunt in hanc 


uxn—idxddx — nx»—í!dxddx — n(n—— 1) x"-:dx* 


— —n(n— )x-3. 


IL Sic. 5— —Y (1—x2); erit dy — Y 
& 
xddx dx? 


Rospeipidu: 
dyddx——dxddy Lie 
,., atque formula dytie — ish , abit in 
xddx xddx TUS — I 


dx*V(i— xx) | dx?V(i—kxx) 


" I—X NS n "m 
In his igitur omnibus exemplis diffeventialia fecunda dx 
fe mutuo tollunt , hocque ita eueniet , quaecunque aliae 
fun&iones loco y fubftituantur. 


Ec 258. 
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258. Cum ifta pins iam probauerint veritatem 
noftrae ponti itionis , quod formula P Lee. Ls 
fixum habeat valorem, etiamfi nullum differentiale con- 
ftans fit affumtum, demonftrationem eo facilius adorna- 
re poterimus. Sit y funClio quaecunque ipíius x, eius- 
que differentiale 7y huiusmodi erit, vt fit 2y — p 2x, at- 
que p etit functio quaepiam ipfius x, eiusque differen- 
tiae propterea huiusmodi formam habebit 4p — 44», 
eritque 7 iterum fun&lio ipfius x. Cum igitur fit 
dy — pdx, erit differentiando 22y — p44x —1— 44x, 
& dyddx — dxddy — pdxddx — pdxddy — gdx5 — — qdx5 ; 
in qua expreffione cum nullum infit differentiale. fecun- 
| dy dd x ——dx dd 
Dem 
erit — — 4. Quomodocunque igitur y pendeat ab x, 
differentialia fecunda in hac formula femper fe nintno 
tollent, hancque ob caufam eius valor, qui alioquin effet 
vagus, fiet ftatus ac fixus. 


dum, habebit ea valorem fixum, atque 


259. Quanquam hic pofuimus » effe fun&tionei 
ipfius x, tamen veritas aeque fübfiftit, fi y ab x ems 
non pendeat, vti affüumfimus. — Dum enim pro y func- 
tionem quamcunque fübítituimus, neque qualis fit deter- 
minauimus, nullam pendentiam ab x ipfíi y tribuimus. 
Interim tamen íine functionis mentione demonftratio for- 
mari poteft; quaecunque enim y fit quantitas fiue pen- 
dens ab x fiue non pendens, cius diflerentiale Zy homo- 

Be 
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geneum erit cum dx, ficque x quantitatem finitam de- 


notabit , cuius differentiale, quod capit, dum x in x--Zx 
& y in y -4- dy abit, erit fixum, neque a differentialiam 


fecundorum lege pendebit. — Sit igirur cum P3 


erit dy—cpdx, & ddy-—pddx-|-4dpdx, vnde fit 
dxddy — dyddx —— dpdx?*, 

cuius valor non eft vagus, quia tantum differentialia pri 

ma continet; ac propterea idem manet, fiue quodpiam 

differentiale conftans accipiatur, qualecunque id demum 

fit, fiue nullum differentiale pofitum fit conftans. 


260. Quia igitur 2y44x — dxddy non obftanti- 
bus differentialibus fecundis, quae potentia fe mutuo de- 
ftruere eenferi poffunt, fignificationem habet fixam ; ex. 
preífio quaecunque, in qua nulla alia differentialia fecun. 
da praeter formulam 4y44x — 4x44y  infünt, pari- 
ter fignificationem habebit fixam. seu fi ponatur 
dyddx——dxddy— w, atque V fuerit quantitas ex x, y, 
earum diíferentialibus primis 7x, 7y atque ex w vtcun- 
que compofita, ea valorem habebit fixum. — Cum enim 
in differentialibus primis 4x & 4y nulla ratio habeatur 
eius legis arbitrariae, qua valores fucceffiui ipfius x cre- 
fcere ponuntur, in w differentialia fecunda fe mutuo tol- 
lunt, etiam ipfa quantitas V non erit vaga fed fixa. Sic 


(4x3 4-4y*)* 


dxddy — dy dd valorem obtinet fixum, 


| ifta expreffio 


Ee2 quam- 
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quamuis ea differentialibus fecundis inquinata videatur, 
atque infüper, quia numerator eft homogeneus denomi- 
natori, valorem obtinet finitum, nifi is cafu vel infinite 
magnus vel infinite paruus euadat. 


Quemadmodum formula 42x44» — 4y44x 
valorem fixum habere oftenfa eft, ita quoque íi tertia 
variabilis 2 accedat, hae formulae 2x44s —  4s44x & 
dydds —— dsddy valores fixos habebunt. Hinc expres- 
fiones, quas tres variabiles x, y, & s inuoluunt , fi in 
eis nulla alia differentialia fecunda occurrant, praeter haec 
affignata, tum perinde erunt fixae, ac fi nulla plane dif 
ferentialia fecunda ineffent. — Ita haec expreffio: 


(xt-R4y deb 5 
(dx —-4s) dd — (dy-1-4z) ddx —-- (dx — dy) dda 


non obítantibus differentialibus fecundis, fixa gaudet fig- 
nificatione. Similique modo formulae exhiberi poflunt, 
plures variabiles continentes, in quibus differentialia fe- 
cunda non impediunt, quominus earum fignificatio fit 
fixa. 


262. Exceptis ergo huius generis formulis, quae 
differentialia fecunda comple&untur, reliquae omnes fig- 
nificationes habebunt vagas, neque propterea in calculo 
locum habere poffunt, nifi quodpiami differentiale pri- 
mum defiiatur, quod conítans fit aflumtum. ^ Statim 
vero atque diífferentiale quodpiam primum conftans as- 


fumitur, omnes expreffiones quotcunque variabiles con- . 


tine- 
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uscunque ordinis diíferentialia poft primum 
in eas ingrediuntur, fixas obtinebunt fignificationes , ne- 
que amplius ex caleulo excluduntur. Si enim verbi gra- 
tia dx affümtum fit conftans, ipíius x differentialia fe- 
cunda & fequentia euanefcunt ; & quaecunque füunttio- 
nes ipfius x loco reliquarum variabilium. y, s, &c. fub- 
ftituantur, earum differentialia fecunda. per 4x?, tertia 
per dx?, &c. determinabuntur, ficque inconftantia a dif- 
ferentialibus fecundis oriunda tollitur. ^ Idem euenit, (i 
alius variabilis feu funCtionis cuiuscunque differentiale 
primum conftans ponatur. 





263. Ex his igitur fequitur differentialia fécunda & 
aliorum ordinum reuera nunquam in calculum ingredi, 
atque ob vagam fignificationem prorfus ad Analyfiri effe 
inepta. Quando enim differentialia fecunda adeffe vi- 
dentur, vel differentiale quodpiam prinmm conftans affa- 
mitur, vel nullum. Priori cafir differentialia fecunda 
prorfus ex calculo euanefcunt, dum per differentialia pri- 
ma determinantur. —Poíteriori cafu autem ni(i fe mutuo 
deftruant, fignificatio erit vaga, & propterea in Analyfi 
locum nullum inueniunt; fin autem fe mutuo deftruunt, 
rantum apparenter adfunt, & reuera folae quantitates 
finitae cum fuis differentialibus primis adeffe cenfendae 
funt. Quoniam tamen faepi(fime apparenter tantum in 
caleulo vfürpantur, neceffe fuit, vt methodus eas trac- 
tandi exponeretur. Modum autem mox oftendemus, cu- 
ius ope differentialia fecunda & altiora femper extermi- 
nari queant. | ilras d 
Ee 3 264. 
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$64. Si expreflio vnicam contineat variabilem x, 
eiusque differentialia altiora 2, 43x, 4*x, &c. in ea 
occurrant, ea fi gnificatum fixum habere: riéquit, nifi quod- 
piam differentiale primum conftans fit pofitum. — Sir igi- 
tur £ illa quantitas variabilis, cuius differentiale 42 (it 
conftans pofitum, ita vt fit ddt—20, 4327-0, d*t—o 
&c. Ponatur 4x — p4?; eritque p quantitas finita, cu- 
ius differentiale vaga fignificatione differentialium fecun- 

| i- in. uabixoc alte dll So UH. 
dorum non afficietur, hincque etiam 7j, erit quantitas 
finita. Sit 7p — 44*, fimilique modo vlterius 447 — r4: ; 


Z' II. 





dr — sdég &c. erunt 4, r, s, &c. quantitates finitae fixos 
fignificatus habentes. Cum igitur fit 24x — p4*; erit 


h ddx Z pdt — 44t* : dix — dedit? —rdt? ; 
d*x—drdt——25dt* ;/ &c. 


qui valores fi loco 24x», 4*x, 2*x, &c. fübftituantur, 
tota expreffio meras quantitates finitas cum differentiali 
primo 4£ continebit, ideoque non — gum fipni- 
ficationem habebit. "n 


265. Si x fit fun&tio ipíius t, poterit hoc modo 
quantitas x prorfus eliminari, ita vt fola quantitas * 
cum fuo differentiali 4? in exprefli one remaneat: fin au- 
tem 7 fit fun&lio ipfius x, viciflim quoque x erit ipfius 
t fun&io. Interim tamen ipfa quantitas x cum fuo dif- 
ferentiali primo 2x, in calculo retineri poteft, dummodo 
poft fübftirutiones. ante factas vbique.loco ? & 4f earum 
valores per x & 4x exprefi reftituantur. . Quod quo 

í t5 pla- 
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jlanius fiat, ponamus ? effe — x", ita vt differentiale 
primum ipfius x^ conítans fit pofitum. — Quia igicur eft 








| dt ux" " erit Fa — & 
dp — 2M d: — ugx"-idx ; 


"(2—1) . & 


ynxan—t j 


vnde ft —42— — 


(7— 1) (210—241) dx 





d2— ! —rdt--nrx"-idx, 
NuJAX1n 
Hinc porro fit 
yt, gere. & s — (1) (201) (35—1) 
(— AP xyn-i Z*x4»—1 


Quare fi differentiale ipfius x" ponatur conftans, erit : 
(n—231)dx* 


ddx —-— 
x 
Pisani (n—32) G2—1) 2x? 
"T. 
"—1)(28 —1(521—31)dx* 
d*x lI— Mt Ugo (umet 
&c. 


266. Si expreffio duas contineat variabiles x & 5, 
earumque vnius x differentiale pofitum fit. conftans , ob 
dix —o, alia differentialia fecunda & altiora non inerunt, 
praeter Uy. 4*5», &c. Haec autem eodem inodo, quo 
ante.víi fumus, tolli poterunt ponendo 


dy 
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POtaicrox saa: dg —rdx5 dr — sdx 5: &c. 
5j ^Wiet enim ^ Lo mud 
dy 2 4425 y |gdyrdy*5 d*yc—sdx* &c. 
quibus fübftitutis ibreffio orietur, quae praeter quanti- 
rates. finitas x, y, p, 4, 7, s, &c. nonnif(i differentiale 
primum dx continebit. Sic fi propofita fuerit haec ex- 
prefüo 
ydx* p x25, -] cA x d*y 
(xx 4-35) 4dy — "' 
in qua dx eft conftans affumtum ; ponatur 
dy — pd» ; dp -—— dx; dg rd»; & Arcs rd; 
quibus valoribus fubftirutis expreffio pfopofita transmu- 
(y xpr 27 x5) dx* t E: ull 
(rx-keyyd ot PPAR 
amplius differentialia fecunda altioraue continet, 





tabitur in hanc: 


267. Simili modo differentialia fecunda & altiora 
tollentur, fi 7y fuerit conftans affumtum. — Verum fi 
aliud differentiale primum quodcunque 47 ítatuatur con- 
tans, tum primum modo ante indicato differentialia ip- 
(ius x altiora ex calculo tollantur, ponendo 
dx 2E pdt; aloe üg-crdt; dP——r(t. &c 

| vnde fit 

qu vg gir Ugexoy pui aes sgt* 3. «c. 
Deinde fimili modo differentialia altiora ipfius y» ponendo 
sdy— 











COUP UT CPI 25; 


dy—P4:»; dP2-Q4:; 4Q—R4t; 4R-— S45; &c. 
vnde fiet 
ddy 22 Qi* 5 diy Rd day ——Sdi* ; c, 
quibus fubítitutis obtinebitur expreflio, quaé praeter quan- 
titates finitas,, *, p, 4, ^, 5, &c. y, B, Q, R,S, &c. 
folum differentiale 27  complectetur, neque propterea 
vagam habebit fignificationem. 


268. Si differentiale primum, quod conftans poni- 
tur, vel ab x vel ab y vel ab vtroque fimul pendet, tum 
non opus eft, vt duplex quantitatum finitarum pr, 2, r, &c. 
feries introducatur. Si enim 47 ab x tantum pendet, tum 
literae. p, 7, r, &c. fient funCliones ipfius x , folaeque 
litterae P, Q, R, &c. ingrediuntur ; idemque euenit, fi 
differentiale conftans 4? ab y tantum pendeat. At fi 42 
ab vtraque pendeat, operatio aliquantum immutari debet. 
Ponamus exempli gratia hoc differentiale y 4x conftans 
effe affumtum , eritque yddx —- 4x2y — 0; vnde fit 


dde T8. sit nunc dy— páx 5 dp—4dx ; dg— rdx 


dx? : £r : 
&c. eritque. dd — ET ; vleriusque differentiande 


qdx^ | ppdr* — apddir 


dix-——— 
99 y y $ 
yfticuatur hi ddriqus va idco. 
fubftituatur hi€ loco 22x eius valor — TM fiet 


dox AudtE dr. 
J m JJ 
| Ff 


gc 


; porroque 
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Cx LX. NS 4 Liu 22d 6pgqdx* b AP 6pidx* 


J 9 3» y 
-- (327 1.2 Y aax544x ; 
"s 3J » ye 


y 2 
& pro 24x füubítituto valore — pm emerget 


! 3 | 
dx — C misa — P.) dx* &c. 
"iN UU» Lr 
Deinde cum fif 2y—p4»; erit 


ddy —4dx? —L-pddx -—V Ru PEN. 
pddx — (4 qon 
& continuo pro 44x valore — e fubítiruendo fiet 
' | 3 
yz — 18 e 8E) ass, 


py m (o EL ML LRREPE LIP aus 
j f » : a r- » dx* &c 
qui valores loco differentialium altiorum ipfarum x & 
fubftituti mutabunt expreífionem propofitam in eiusmodi 
formam, quae nulla amplius differentialia altiora conti- 
nebit, hincque confideratione cuiuspiam differentialis con- 
ftantis exuetur. — Fa&ha enim hac transformatione, quia 
differentidlia fecunda non infünt, nequidem opus eft, vt 
quale differentiale fumtum fit con(tans, commemoretur. 


269. Saepiflfime autem in calculo ad lineas curuas 
applicato euenire folet , vt hoc diflerentiale primum 
V(dx?—-4y?) conítans affümatur: quare quemadmo- 
dum hoc cafu diferentialia fecunda & altiora eliminari 

de- 
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debeant, oftendamus. Sic enim íimul via patebit ad 
idem negotium abfoluendum, fi aliud quodcunque diffe- 
rentiale affümendum fit conftans. Ponatur iterum 
dycpdx; dp-cqdx5j dqc—rdxj dro-sdw; &c 
atque differentiale V (2x? 4— 4y*) induet hanc formam 
dx Y (1——pp), quae cum fit conftans fiet 
pgdx* — 
dE V UTC BRETT UOCE) — o, 

pgdx* 
1 --pp* 
vnde iam ipfius d4.x valor habebitur: hinc porro erit 

prdx? i dis 44dx9 — 2ppggdx? Lapgdxddx 

1--pp  1i-d-pp | G--pP) — i--ppo 
Lo  prdx* ^ q4dx? || 4ppqgddo?: 

— i-e ir-egpp | (r0 ppY 

o owprde? Q2 (3pp— 04444 

—'a-ppo o GP C 

Deinde fiet 

prdx* , (topp—3)grax ^. (15pp—t3) pgd* 

1—]—7P (1-3-gp)* Gee 
Quia antem affumfimus 2y — p4»«, fiet differentiando 


de? dax? 
dMyccadx*  pddxzz4dx —-— ET — $t 
Nis vue I--pp — i-kgp) 


$n rdx? ; di 2pg4dx? , 24dxddx 





ideoque ddx —-— 





dix-—— 








ideoque 








—ia--p o Gm r4 
rdx? — — 4pgqdx* | 


-——— — — 


—i-MpBO o Qm»! 


4? y — 


FF2* por- 
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porroque  differentiando : 

ge m 14X*  — í3pgrdx* | 4(6pp—31])4:dx* 

C—eE;g Gp Puppe e 
Omnia ergo differentialia altiora vtriusque variabilis x: & y 
per quantitates finitas & poteffates ipfius 4x exprimen- 
tur, atque poft has fübftitutiones factas refültabit expres- 
fio a differentialibus fecundis prorfus libera. 





270. Expofito igitur modo differentialia fecunda. & 
altiora exuendi, conueniet hoc negotium aliquot exerm- 
plis illuftrari. | ) 

L Sit propofita h (io * 75 in qua a 
1. Sit propofita haec expreffio "aa » 1n qua dv po- 


firum eft conftans. Pofito ergo 2y —pdx, & dp—adx, 
ob 24y— 44x, expreflo propofita abit in hanc fini- 
tàm x4. 


2c etes n, dX*--d4y* . 
II. Sit propofita haec expreffio — dj; —:in qua 





pofitum fit 2y conftans. Ponatur 4x — py; dp—/qdy, 
ob ddx — 245? , orietur I-CPP . Sin autem vt ante íta- 
tuere velimus 4y—p4x, diio oa: ob Zy conftans erit 
oc pddx-L-dpdx & ddvc— x ; vnde expreflio pro- 
pofita transibit in PUUMD ; | 


Sit propofia hae effi 3ddx — x44y 
II. Sit propofia haec exprefüo - ME 


qua jd« pofitum [it conftans.  Ponatur dy p4x & 
, dp 
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| | Ms 

dp—44dx, eritque ex $. 268: ddx UA ; 
2 . 

ddyj 2 4dx* — prout , quibus fubftitutis expreffio pro- 


xu xi 
pofita transmutatur in hanc: —1— - zx T. 





IV. Sit. propofita ifta expreffio - 
conftans fit pofitum Y (4x*—3—45?). .Ponatur iterurn 
dy —pdx, dp-—-4d*, & ex paragrapho praecedente 

PE 
erit (449 D. vnde expreífjo propofia abibit 


ijj uretpp 





Ex his autem exemplis fatis intelligitur, quemadmo- 


dum in quouis cafü oblato, quodcunque differentiale pri- 
l mum affumtum fit conftans, differentialia fecunda atque 
altiora eliminari debeant. 


271. Cum igitur hoc modo introducendis quarti- 
tatibus finitis p, 7; r, *, &c. differentialia fecunda & al- 
tiora ita eliminari queant, vt tota expreílio praeter quan- 
titates finitas x, 5, p; 4, x, s, &c. folum differentiale dx 
complectatur: viciffim fi huiusmodi expreífio reducta 
proponatur, ea iterum in formam priorem transmutari po- 
terit loco litterarum p, 2, r, s, &c. introducendis diffe- 
rentialibus fecundis & altioribus. Nunc autem perinde 
erit, quodnam differentiale primum conftans affumatur ; 
atque vel id ipfum, quod ante fuit affumtum conftans 
Ff 3 po- 
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póni poteft, vel aliud quodcunque. Quin etiam pror- 
fus nullum differentiale conftans affümi poterit, hocque 
modo prodibunt expreffiones differentialia fecunda altio- 
raue continentes, quae etiamíi nullum differentiale con- 
(tans fit affumtum, tamen fixas fignificationes obtineant, 
cuiusmodi expre(liones dari füpra oftendimus. 


dod. Sit ergo propofi ta expreffi o quaecunque Con- 
tinens litteras finitas rx, ,p;47,*,&c. yna cum diffe- 


rentiali 7x, in qua fit T g A 222. &c. 
Si enim has litteras p, 4, », &c. ita eliminare velimus, 
vt earum loco introducamus differentialia fecunda & al- 
tiora ipfarum x & y, nullo differentiali conftante affum- 


: dxddy — d ddx dxddy — dyddx 
to: fiet dp — * — i ) , hincque 4— Nr mici. 





quae formula differentiata dabit 
dx*d3y— 3 dxddxddy-l— 34 ddx* —dx —dxdydx 


Bm eX 
vnde fit 
i dx*d*yr— 3t 3dxddxddy 4-3 -- 3dyddx* — dx Jy4 
dxs5 — 


; 27 
Quod fi infuper littera s, quae denotat valorem M , im 
fit, pro ea fubftitui debebit hic valor — : — 


dx? 





die LL — e - s 


dx3day- 6dx*ddxd j- Adx* dd yd x 4 1dxddx? ddy-4 1odxdyddod? x-154yddx3 -dx? dyd* x 
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His igitur valéribus loco quantitatum . p, 7, *, s, &c. 
fubítitutis expreflio propofita transmutabitur in aliam dif- 
ferentialia altiora ipfarum x & y continentem, quae eti- 
amíi nullum differentiale primum conftans fit affamtum, 
tamen non vagam fed fixam habebit (ignificationem. 


273. Hoc ergo modo quaeuis formula differentia. 
lis altioris gradus, in qua quodpiam diflerentiale pri- 
mum affümtum eft conftans, transmutari poterit in aliam 
formam , in qua nullum differentiale conftans ponitur, 
quae hoc non obftante eundem valorem fixum habeat. 
Primur fcilicet ope methodi ante traditae affumtis valo- 
ribus 2y — pdx ; dp — 44x; dg— rdx; dr—csdx; &c. 
ditferentalia Mash eliminentur, tum ioco P. 4,7, 5, &C. 
valores nunc inuenti fübftituantur; atque orietur expres- 
fio priori aequalis nullum differentiale conftans inuoluens; 
quam transformationem exempla bb: illuftrabunt. 


L Sit propofita haec expreffio — — , in qua x po- 


fitum conftans, quae transmutari a in aliam formam 

nullum differentiale conftans inuoluentem. 

Ponatur 4y — pdx ; dp— 4d» ; atque vt ante (270) vidi- 

mus expreflio propofita transibit in hanc: 4x. Nunc loco 

4 fubítituatur valor, quem obtinet nullo differentiali con- 

ftanti affüumto 4— iade de f d atque reperi 
mt rx y RED que reperietur 


xdxddy — xdyddx 








haec expreflio 7522427 149777 propofitae aequalis 
& nullum amplius differentiale conftans inuoluens. 


II. Sit 
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dx Lr d 


—-— , in qua 





Il. Sit propofita haec expreftio 


d y. affumtum eft conftans. Ponatur 4y buxo & dp—q4dx; 
- gü-r-pp) 
7 


eaque transibit in hanc: , ftatuatur nunc 


| dy | dxddy — dydd- 
P. & 4 —— ERXUDND 
dy(dx* —-4y*) 
dydd x —dxddy 
fixum habet valorem, quem propofita, 
yddx—xdd 
TOUVEE o 
qua differentiale 54x conftans eft affumtum. — Ponatur 
dy-—pdx, atque vti fupra (2 PA wy haec expreffio 


atque inuenietur : 


quae nullo differentiali affumto eundem 





III. Sit propofita haec expreflio : 


transmutatur in hanc : pc Pur , quae nullo dif- 
ferentiali conftante affumto éd a, cond in iftam : 
xdxddy - xdyddx *dy 
CEU. RU dx*dy | -3 yd 
xdxdy* ——ydx3dy— yxdxddy-i- yx2ya xdyddx 
yd x?dy 











dx* —-dy* 


IV. Sit propofita haec expreífio TET in qua 
conftans affumtum eft differentiale- V (dx? 47 45*). . Po- 
fito dy zpdx, & dp-c4dx, orictur haec exprefíio 
Sin / 2n , (loco citato). Statuatur nunc 9— r4 e. . 

; unm 





| 





CORP UR 


x ddy—dyddx | | 

— dedd y- 3 E , atque nullo affumto differenciali 
(dx*--dy)* . 
dx^ddy-dxdyddx 
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conftante nancifcemur iftam expreffionem 7——— 


propofitae. aequiualentem. 
: Ee ; Ly dxyd?y 
V. Sit propofita haec expreffio —7 "TE in qua dif- 
ferentiale 4x conftans (it affümtum. ^  Ponatur 
dy-cpdx ;,; dpLc4dx & dg-—rd 


m. 
atque ob 
ddy—gdx* & d?yccrdx? 
formula propofita abibit in hanc 2 .  ZNunc loco 
7 & r fubftituantur valores, quos nullo differentiali con- 


T" Lf dxddy —— d'ydq. 
ftante affümto recipiunt fcilicet: 7 — meii a" MN oii 


— — 


da ; 
EN odis drtu y — — 3dxddxdd — J-- — 3dyddx* — « — - dxdyd? x X 
C dxs 
atque obtinebitur fequens expreffio propofitae illut 
dx*d3y— 3dxddxddy—-3dyddx* —5*dxdyd?x 

dxddy — dyddx 
— dx (dxd?y—-dyd?x) 

—» dxddy—-dydd x 














— sddx. 





274. Si has transformationes diligentius intueamur, 
methodum eas perficiendi. colligere poterimus expedi- 
tiorem, ita vt non opus fit litteras p, 7, 7», &c. introdu- 

Gg cere 
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cere. Varii autem modi hoc opus abfoluendi occurrent, 
prout aliud atque aliud differentiale in formula propo- 
fita conftans fuerit affümtum.  Ponamus primum in for- 
mula propofita differentiale 4x conítans effe ML s 
& quia loco 2j pofuimus px, rurfusque 2? j loco p 
differentialia prima 2x & 4y, vbicunque in am d 
occurrunt, fine alteratione relinquuntur. Vbi autem oc- 


currit 22y, quia eius loco fcribitur 72x?, & porro loco 4 
dx dd — dy ddx 





valor ———5—;-,———-, transmutatio abfoluetur, fi vbi- 
| : dxddy —— dydd. | 
que loco 44y ftatim ponatur "IEEE m ae 





A EPghh uon 


Si infuper in expreílione propofita 
occurrat 2?y, quia eius loco ponitur r2x?, ob valorem 
ipfius r ante inuentnm, vbique loco 4?» fcribi debebit 

3ddxddy. , 53dyddx* djdix 

UA jw — | quei? 

quo facto expreflio propofita transmutabitur in aliam, 
quae nullum differentiale conítans inuoluit. Sic fi pro- 
dx? —— d5* 1 

dmt t. ) , An qua d. po- 
| MNA NU | dyddx 
fitum eft conftans, ei aequalis erit pofito 22y —— ——— 


d3y — 








ponatur ifta expreffio 


loco 22y, haec nullum differentiale conítans inuoluens : 


ie (dx* -- dy*)*.- 
dxddy — dydds ' 





D"-—-—— — —— ——— 


—A— a 
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275. Hinc facile colligitur, fi in expreffione qua- 
piam propofita affumtum fuerit differentiale 7y conftans, 
dxddy 


tum vbique loco 22x fcribi debere 72x — mm 3 


3ddxddy , 3dxddy' dxd?y 
dj ^ dh 4 

vt obtineatur expreílio aequiualens, in qua nullum diffe- 

rentiale conftans ponatur. Sin autem in expreffione pro- 


pofita conftans fuerit affumtum 4x, quoniam fit 


loco 42?.x hoc 23x — 








pdx? p dx? 


loco 24.x vbique fcribi debebit — — & loco 424y 
dyddx — dy. 

dx c 
lia, quia in hoc negotio rariffime occurrere folent, non 
progredior. Quod fi vero in expreffione propofita hoc 
differentiale V (dx*—— 2y*) affumtum fuerit conftans, 


vbique 44y — ad altiora differentia- 


erede zo DEREN e caa o fiiia 
quia RERO ddx — m & ddy— «ani 
dy*ddx — dxdyddy 
» dx? ——- d? : 
dx^ddy — dx dyddx 
dx? 1-45? 


Aer ted t9 hs in qua Y (dx? 4?) 


pro 44x vbique fcribi debet 




















& loco 27y vbique Sic fi pro- 


pofita fuerit expreffio 
affumtum fíit conftans, ea transmutabitur in hanc ; 
Gg az (dx 
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dx? ——d,?y? j " 
I. T 1737; , in qua nullum differentiale conftans uU 


affumitur. 





276. Quo iítae redu&tiones facilius ad vfüm accom- 
modari queant, eas in fequenti tabella comple&i vifum eft. 

Formula igitur differentialis altioris gradus in. aliam 
auullum. differentiale. conffaus: inuoltentem. transimutabitur 
ope fubfhitutionum  fequentium : 


L Si differentiale Zx fuerit conftans affumtum 








loco | fcribatur 
Hi em rm Aus 


3 ddxddy T dyddx* dyd?x 
di » dx? S dx 





dy |43y— 


IL Si differentiale 2j fuerit conftans affumtum 








loco | fcribatur 
ddx |ddx — dx ddy 
: i 
d5x | 43x iL Bici doy 5dx ddy* o dxd*y | 
i dy dy? dy | 
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IIl. Si differentiale 54x fuerit conftans affumtum 

















loco fcribatur 
diá [ou SAM 
J 
: A dyddx | dy* 
ddy Dati DIU ; 
PAR C EL MIC 
| y TN 22 
; 34dxddy , güydd«" —— dyd*z 
dy dx dxs ry 
|... 4dyddy ' 4dy^ddx 34y? 
| E ydx jicisc ned 


IV. Si differentiale Y/(4x* 4- 4j*) fuerit conftans affamtur. 

















loco | fcribatur 
42:5 dy?ddx —— dy dyddy 
dx*?-|-dy^ 
dx*ddy — dxdyddx 
d 
"14 dx*-dy 
gy | -ERRUNCUDEMUEUE Cdi ty 
| dx? —L-dy* 
| i (Urdiy — Hyde 3d diy — det diy i addydth) 
: (dx? 4-27)? 
JI dx^d*y — dxdyd?x 


^ dx? --4* 
| (Dyddv— dxddy) (3dx* ddx — dy? dy —— 4dxdyddWM. 
(dx^-I-dy y? — — 


Gg 3 277. 
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277. Expreffiones ergo iítae, quae nullum differeti- 
tiale conftans includunt, ita erunt comparatae, vt pro lu- 
bitu quoduis differentiale conftans affumi queat.  Hinc- 
que expreffiones differentiales aliorum graduum, in qui- 
bus nullum differentiale conftans affumtum perhibetur, 
examinari poflunt, vtrum fignificatio earum fit vaga an 
fixa? Ponatur enim pro lubitu quodpiam differentiale pu- 
ta dx conftans, trum per regulam $. praeced. priorem 
reducatur expreflfio iterum ad formam,'in qua nullum 
differentiale conítans fit affüumtum , quae fi. cum propo- 
fita conueniat, ea erit fixa, neque ab inconftantia diffe- 
rentialium fecundorum pendebit: fin autem expreffio pro- 
deat diuerfa, tum propofita vagam habet fignificationem. 
Sic fi ponatur haec expreílio y44x — x44y, in qua 
nullum differentiale pofitum fit conftans; ad inueftigan- 
dum, vtrum fignificationem fixam habeat an vagam *  po- 
natur 2x conftans, eaque abibit —*442y: nunc per re- 
gulam primam $. praeced. loco 424y ponat, —« 

ddy -— Lidl ac prodibit — xddy e rore T ; 
cuius a propofita difcrepantia indicat, propofitam EI 
fionem fixam ftatamque fignificationem non habere. 


278. Simili modo fi proponatur expreífio generalis 
huiusmodi P44x--Q4xdy-L-R 44y , conditio defini- 
ri poterit , fub qua ea nullo differentiali conftante affumto 
yalorem fixum habeat. Ponatur enim 4x conítans, atque 
expreffio propofita abibit in hanc Q4x4y-- R42): 
nunc haec iterum transformerur in aliam formam, vt 

e1us 
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eius fignificatus idem mareat, etiamfi nullum differentiae 


conftans fingatur, ficque prodibit Qd Ray - Rode ; 





quae forma cum propofita congruet, fi fuerit PZx--R4y —o ; 

hocque folo cafu valor eius erit fixus. — Verum íi non 

fuerit P — — Au feu R — — rr tum expreffio 
x dy 

propofita P44x--Q4x4y -- R44y valorem fixum 

non habebit, fed eius fignificatio erit vaga atque diuerfa, 

prout aliud atque aliud differentiale conítans affümitur. 


.279. Ex his principiis etiam facile erit expreffio- 
nem differentialem , in qua quodpiam differentiale con- 
ftans eft pofitum, transmutare in aliam formam, in qua 
aliud differentiale conftans affümatur. — Reducatur enim 
primum ad eiusmodi formam, quae nullum differentiale 
conftans inuoluat, quo fatto illud alterum differentiale 
conftans ponatur. Sic fi in expreflione propofita diffe- 
rentiale 2x affümtum fit conftans , eaque transmutanda 
fit in aliam, quae differentiale 7y conftans implicet: im 
formulis fupra loco 72y & 4?» fübítituendis ob 4» con- 
ftans ponatur 42y—0, 43y— 0, atque quaefito fatisfiet, 

dyddx & 3dyddx* — dyddx 


filoco 24y fubftituatur — vr mdp. "vb C4 








dx d? 
loco 2?y. |. Hoc ind ifta formula — ( i y 


in qua dv pofitum eft conítans, transmutabitur in hanc 
(dx? 24- 4f 
—— dyddx 





, in qua 4y ponitur conftans. ms 
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e8o. Si contra fortnula, in qua. 4y conftans eft po- 
fitum , transmutari debeat in aliam , in qua 4x (it con- 








| d y | 
ftans, tum loco 44x fübftitui debet — - -: nm & loco 
TRE PÓMNUIPS rn 
d3x haec expreflio : UM 2" — Lc Simili modo 
J 


fi formula, in qua V(ds* -1-dy*) pofitum eft conftans, 
transmutari debeat in aliam, in qua dx fit conftans, tum 
dxdyddy 4, — dx*ddy 
dx? dy — ——dx?tdy 
ddy. Actfiformula, qua dx conftans eft affumtum, trans- 
mutari debeat in aliam, in qua V(dx? ——4y?) (it conftans, 
quia ob 4x?-L-45? conftans ftt dxddx-|-dyddy — o 
a d d ! | 
& ddx— z €: E , hoc valore loco 44x affumto, 
d? Laus zu, (and dy?) d 


dx* 


loco 





loco ddx fcribatur — 














pro Z4dy fcribi debebit ddy-l- — 


2p dy? J 
Sic haec uet TE vix gy ) , inqua dx eft con- 





ftans, transmutabitur in aliam , in qua Y (2x? —— 45?) 
dx y (dx* —— d*) 





ponitur conftans , quae erit —— 
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CAPUT IX. 


DE AEQUATIONIBUS DIFFEREN.- 
TIALIBUS. 


28I. 


I: hoc Capite imprimis eft propofitum earum funclio- 
- num ipfius x, quae non explicite, fed implicite per 
aequationem, qua relatio funCtionis iftius y ad x conti- 
netur, definiuntur, differentiationem explicare: quo fato 
naturam aequationum diíferentialium in genere perpen- 
demus, & quemadmodum ex aequationibus finitis orian- 
tur, oftendemus. — Cum enim in calculo integrali fum- 
mum negotium confiftat in integratione aequationum 
differentialium , feu in inuentione eiusmodi aequationum 
hnitarum, qua cum differentialibus conueniant; neceffe 
eft, vt hoc loco indolem ac proprietates aequationum 
diferentialium, quae ex earum origine fequuntur, dili- 
gentius fcrutemur , ficque viam ad calculum integralem 
praeparemus. 


282.. Vt igitur hoc negotium abfoluamus, fit y func: 
do eiusmodi ipfius x, quae per hanc aequationem qua: 
dratan yy--Py-- Q—o definiatur. | Cum ergo 
haec expreffio yy —- Py -—- Q fit — o, quicquid x 
fignificet, nihilo quoque aequalis erit, fi loco x fcribatur 
x — dx, quo cafu y abit in y—- y. Fat&ta autem hac 
fubftitutione , fi a quantitate refültante fubtrahatur prior 

Hh JJ 
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5) A- P» 2 Q., remanebit eius differentiale, quod pro- 
pterea quoque erit —o. Hinc patet fi expreffio quae- 
cunque fuerit —o, eius etiam differentiale fore aequale 
o; atque fi duae quaecunque expreíliones inter fe fue- 
rint aequales, earum quoque differentialia fore aequalia. 
Cum igitur (t — y -j- Py -4- Q—0, . erit quoque 

| 25dy -4- P4y ——- 34P 4- 2Q.— 0o: 
quia vero P & Q fünt fun&tiones ipfius x, earum diffe- 

rentialia huiusmodi formam habebunt, 
dP--pdxz, & dE T ddxs 
vnde fiet 
2ydy -- P4y -- ypdx -- 24x — o 


ex qua oritur — 7 — — 


2835. Quemadmodum ergo aequatio finita 
33—3-P»-- Q-—o exponit relationem inter y & x, 
ita aequatio differentialis exprimit relationem feu ratio- 
nem, quam 4y tenet ad 4x. Quoniam vero eft 
(3 c up g 
, MEE 2y-2- P"? 


ter fe habere poteft; cum enim ex aequatione finita y 
geminum obtineat valorem, vterque fuum peculiare ha- 
bebit differentiale , & vtriusque differentiale reperietur, 
| iua d 
2y-3- P 
loco 5 fübftituatur. ^ Simili modo functio y per aequa- 

tio- 


prouti hic vel ille valor in expreílione  — 





- — —"s|sllllilüin c —M— M — 9 P —uá ane 
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tionem cubicam definiatur, valor fün&ionis 2. erit tri- 
plex; triplici fcilicet ipfius y valori refpondens. — Si in 
aequatione propofita finita 5 quatuor pluresue habeat 
dimenfiones, neceffe eft vt :. totidem fignificationes 
fortiatur. 


284. Interim tamen ipfa funGio y ex aequatione- 
eliminari poterit, cum duae habeantur aequationes y 
continentes, finita fcilicet & differentialis: tum autem 
eius differentiale 2y ad totidem dimenfiones affürget, quot 
ante habuerat y, ficque ifta aequatio omnes diuerfas ra- 
tiones ipfius Zy ad 4x fimul complectetur. | Sumamus 
praecedens exemplum aequationis yy -1- Py -1- Q — o, 

cuius differentialis eft: 
253dy -4- Pdy -I- y 4P -4- 4Q — o, 
ex qua fit y — —MO qui valor loco y in 
priori aequarione fubftitutus dabit : 
(4Q—PP)4y* --(4Q— PP)4P4)-4-Q4P* —P2P4Q-1-2Q* —o, 
cuius radices funt : 
MAT CSPZP — 4Q) 
dy — —14P-- "cWPP—340)' 
quae funt bina differentialia binorum ipfius jy valorum 
ex aequatione finita : 
y, —iP a Weop—3.0). 


" | Hh 23 295. 
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285. Inuento valore ipfius 2y per repetitam diffe- 
rentiationem reperietur valor ipfius 22», porroque ipfo- 
rum 4?y, 4*y, &c. qui autem, cum determinati non 
fint, nifi aliquod differentiale primum conftans ftatuatur. 
Ponamus commoditatis ergo 2x conítlans, atque ad hoc 
oftendendum fümamus hoc exemplum perso yas — 3axy, 
vnde per differentiationem oritur 


3394y c- axxdx —3axdy-- 3aydx , 





hincque T: Em - —— ; Íumantur denuo differen- 
tialia pofito Z.x conítante atque inuenietur S arm 
| 0yydy -— -aaxdy —L- 2-dy — 2x»yydx —- aaydx —— axxdx 
IR C o1 Pte iH 

fubftituatur loco y eius valor modo inuentus RI 


atque diuifione per Zx fa&ta habebitur 
ddy S (4y — xx) C (209 — ayy — aax) 
dat (opa o3 
axx—L-aay—2xyy 
tU 0 
feu 
ddy ——. 6axXyy— 2x*y—2xy*—2a3xy 
dx* ^. (yy—ax) |. 
2a3xy 
Oy — asy 
cum ex aequatione finita fit 2.x*y —]— 2 xy* — 6 sxxyy : 
hocque modo ope aequatióMis finitae his valores in in- 














— 





numeras formas transimnutari poffunt. " 


286. 
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286.  Aequatio etiam diíferentialis prima infinitis 

modis poteft variari, dum cum aequatione finita permi- 
fcetur. Sic cum exemplo praecedente inuenta effet ae- 
quatio differentialis 

yydy -dA-xxdx —axdy--aydx, 
fi ea multiplicetur per y, orietur 

y3dy 4d—- xxydx — axydy -A—- ayydx, 
in qua fi loco y? fübftituatur eius valor 34xy — x? 
orietur haec aequatio noua 

24xydy — x?dy A- xxydx — ayydx; 
quae denuo per y multiplicata, poftquam loco 5? eius 
valor fuerit fübítitutus, praebebit 
24x3?dy — x3ydy —]— x xyydx — 3aaxydx — ax?dr, 
Generaliter autem fi P, Q. R, denotent functiones quas- 


cunque ipfarum x & y. Si aequatio differentialis mul- 
üplicetur per P erit 


Pyyéy 4—- Pxrxxdx — aPxdy --- aPydx : 
Tum cum fit x? ——5? — 3exy —o0 . erit quoque 
(x* 7 33 — 32x) (Q2 x 4- R 4y) —o 
quae aequationes inuicem additae dabunt Miri cn dif- 
fcrentialem generalem ex propofita aequatione finita natam 
Pyydy — aPxdy —-- Rx?*4y ——- Ry? 4 — s4Rxy4y -— 
Paxdx — aPydx —- Qe? dx —- Qy3 dx — 34Qxydx — o. 
287. Poffunt vero etiam per ipfam differentiatio- 


nem infinitae aequationes differentiales ex eadem aequa- 
Hh 3 tio- 
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tione finita inueniri, dum ea, antequam differentietur, per 
quantitatem. quamcunque aut multiplicatur aut diuidiur. 
Sic fi P fuerit fun&tio quaecunque ipfarum x & y, vt 
fit dP —pdx-L—5dy, fi aequatio finita per P multi- 
plicetur, atque tum demum differentietur, obtinebitur ae- 
quatio differentialis generalis , quae infinitas formas diuer- 
fas induet, prouti pro P aliae atque aliae functiones affumun- 
tur. 'Tumvero multiplicitas adhuc in infinitum augebitur, 
fi ad hanc aequationem differentialem inuentam addatur ip- 
fa aequatio finira per huiusmodi formulam Q 2x 4-R y 
multiplicata, vbi pro Q. & R fun&tiones quascunque ip- 
farum x & y affumere licet. — Quanquam autem in his 
omnibus aequationibus relatio inter 7y & 4x, quam dif- 
ferentiale funCtionis y aequatione finita per x determina- 
tae ad Zx tenet, comprehenditur; tamen plerumque mul- 
to latius patent, & differentiale ipfius y per alias aequa- 
tiones finitas determinati exprimit; cuius rel ratio in cal- 
culo integrali potiffimum explicabitur. 


288. Nonfolum autem ex eadem aequatione finita 
innumerabiles aequationes differentiales deduci poflunt, 
fed etiam plures imo infinitae exhiberi poffünt aequationes 
hnitae; quae ad easdem aequationes differentiales dedu- 
cantur. Sic hae duae aequationes yy-— ax -— ab & 
jy-a« omnino fünt diuerfae, dum in priori quaecun- 
que. quantitas conftans in locum ipfius ^ collocatur. In- 
terim tamen hae ambae aequationes differentiatae eandem 
dant aequationem differentialem 254) — 24» ; quin 
etiam omnes aequationes in hac forma. yy -cax con- 
ten- 
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tentae, quicunque valor ipfa « tribuatur, in vna aequa- 
tione differenriali, in qua « non infit, comprehendi pos- 


funt. Diuidatur enim aequatio illa per » vt fit b scel 


haecque differentia dabit 2x4y — y4x — o.  Poflunt 
quoque aequationes transcendentes & algebraicae ad ean- 
dem aequationem differentialem perduci, vti fit in iftis 
aequationibus 


: 
yy—ax-co & yy—ax-cbbe5, 
X 
fi enim. vtraque per e^ diuidatur, vt habeantur iítae 
aequationes : 
Xx X 


e *(yy—ax)-—o & e ^ (5y —ax)-—b, 
ex vtriusque differentiatione orietur eadem diflerentialis 


2 jy — eda — 1272 -d—- xrdx-o 


^89. Ratio huius diuerfitatis in hoc confiftit, quod 
quantitatis conftantis differentiale fit — o. ^ Quodíi ergo 
aequatio finita ad eiusmodi formam reducatur, vt quan- 
tias quaepiam conftans fola adítt, neque per variabiles 
vel multiplicetur vel diuidatur ; tum per differentiatio- 
nem eruetur aequatio, in qua illa quantitas conftans pror- 
fus non adfit. Hoc modo quaelibet quantitas conftans, 
quae in aequationem finitam ingreditur, per diíferentia- 
tionem tolli poteft. Sic fi propofita fuerit aequatio 
x3—L-5? 2—234xy; [fi ea per xy diuidatur vt habeatur 
x3 
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3 (v3 ' 
- : — 34, haec aequatio differentiata: dabit : 


2x?ydx —- 2x 33dy — x*dy — 3y*dx — o, 
quam conítans « amplius non ingreditur. 





290. Si plures quantitates conftantes, quae in ae- 
quatione finita infunt, tolli debeant, id fiet per differen- 
tiationem bis pluriesue repetitam; ficque tandem obtine- 
buntur aequationes differentiales aliorum: graduum iis 
conftantibus prorfus carentes. Sit propofita haec aequa- 
tio yy——maas—nxx, ex qua per differentiationem 
conftantes za4 & » toli debeant. Prima quidem tolle- 
tur prima differentiatione, vnde fit 52y — 2x4x —o, 

| d 
hinc porro formetur aequatio em: —Tg-o, quae 
fumto 4x conftante, per differentiationem dabit : 
xyddy —- xdy* — ydxdy — o0, 

quae etfi nullam conftantem complectitur, tamen omnes 
aequationes in hac forma yy ——maa——zxx  conten- 
tas, quicunque valores litteris », » & aa tribuantur, in 
fe aeque comprehefdit. 


291, Non folum vero quantitates conftantes, quae 
in aequationem finitam ingrediuntur , per differentiatio- 
nem tolli poffunt, fed etiam altera variabilis, eius fcili- 
cet, cuius differentiale conftans affumitur, per differentia- 
tionem eliminari poterit. Ex aequatione enim inter x & y 
propofita quaeratur valor «, vt fit x — Y MEA, x 

dEnc- 








| 


mX AT anam ue 
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fun&ionem ipfius.y 5 eritque. Zx — 4Y , & fumto 7x 
conítante, fiet differenriando o--44Y. Sin autem fue. 
rt xx-ax-?-—£Y, fit ter differentiando o — 4: Y, 
& aequatio x?-L-axx-L-2x-|c-—Y quater dif. 
rentiata dat o —4*Y. Quanquam autem in his aequa- 
tionibus vna tantum variabilis ineffe videtur, quae prop- 
terea variabilis effe ceffaret, dum vnica variabilis in nulla 
aequatione adefTe poteft; tamen quia differentiale Zx con- 
ftans eft affümtum , eiusque ratio in aequatione haberi 
debet, reuera in sequationeim ingredi cenfendum eft. 
Hinc mirandum non eft, fi faepius aequationes differen- 
tiles. fecundi altiorisue gradus occurrant, in quibus 
vnica tantum variabilis ineffe videatur. 


292. Praecipue autem notandum eft, per differen- 
tiaionem quantitates irrationales ac transcendentes ex 
aequatione tolli poffe. Quod quidem ad irrationales at- 
tinet, quoniam per redu&tiones cognitas irrationalitas eli- 
minari poteft, hoc facto, per differentiationem aequatio 
obtinetur ab irrationalitate libera. Verum hoc faepenu- 
mero commodius fine iíta reduCtione fieri poteft, dum 
per comparationem aequationis differentialis cum finita 
tormula irrationalis, fi vna tantum infit, eliminari poteft. 
Sin autem duae pluresue partes irrationales in aequatio- 
ne finita contineantur, tum eius aequatio differentialis 
denuo differentietur, ficque aequationes differentiales al- 
tiorum graduum tot quaerantur, quot requiruntur ad 
fingulas partes irrationales eliminandas. Hoc modo eti- 
am exponentes indefiniti pariter atque fracti tolli pote- 

li runt. 
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runt. Vti fi fuerit y»2c2(ss ——xx)^, poft diffe- 
rentiaionem habebitur 
gmy^-idy c — an(aa—xx)"—ixdx, 
quae per finitam diuiía dat pd, s 14 in 
j ü0— xx? 

qua nullus amplius exponens indefinitus occurrit. Hinc 
ergo patet aequationem differentialem ab omni irratio- 
nalitate liberam ortam effe poffe ex aequatione finita ir- 
rationali, atque adeo quantitates transcendentes inuol- 
vente. 





293. "Vt autem intelligatur, quomodo per differen. 
tiationem quantitates transcendentes eliminentur, incipia- 
mus a logarithmis, quorum differentialia cum fint alge- 
braica, negotium fine difficultate abfoluetur. ^ Sit enim 

922 xix: erit T — /x, vnde differentiando fit 

d4y—»dx —— : | 

—LTT zm - ; ideoque x4y — »ydx — xx. 
Si bini infint logarihmi duplici differentiatione erit opus: 
fit enim y/x2-*1y; erit s — ly, & differen- 
xdylx —Ldx — ydxix — dy 
ÁX 0. UB Jy 1 
rxdy—»yydx 
7 yxdy — yydx' 


tiando, ex qua con- 


cluditur fore 7x — 





Haec aequatio 


iam iterum differentietur pofito 2x conftante, atque: 


prodibit 


dx 








| 
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dr — xxddy-c-axdxdy—3ydxdy 


| * l )4dy — yyd« 3i 
| uL: y otc ee 
(yxdy — yydx)* 
i d 
fcu crie 
| x 


y! xdxddy — yyxxdxddy 4 5yxxdxdy* — y? xdxdy* 4 y* dx* dy —2 xyydx? dy —-x3dy? 
| (yxdy —23)44)* 
quae redu&a dabit : 


y*xdxddy — yyxxdxddy —-. 3yxxdydy* o 2xyydxdy* 


y* dx 
-p- y st dy — a xyydetdy ai dys 1 2 —o 
feu 


yyxx (y-— x) dxddy —- 33xdxdy (xxdy —— yydx) 
— 2yyxxdxdy (dx ——- dy) — x*dy? 4 y*dx?. 


294. Quantitates exponentiales ex aequatione eo- 
dem modo, quo logarithmi per differentiationem tollun- 
tur. Si enim huiusmodi propofita fuerit P — «Q9, vbi 
P & Q fun&iones quascunque ipfarum x & y deno- 
tent ; ea aequatio transmutari poterit in hanc logarithmi- 


aur HUNE mue; 
cam /P-- Q; cuius differentialis et — dQ feu 
4P — P4Q. Neque obftat, fi quantitates exponentiales 
magis fuerint complicatae , tum enim fi vna differentia- 
do non fufficit, duabus pluribusue negotium abfoluetur. 


i: I. Sit 
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Lux — aid ; multiplicetur huius fra&tionis 
numerator ac denominator per e* eritque y— pr 
gU —— 
vnde fit 
jan ae et P bepndon Ius ug 
jy — a3 y —a? 


cuius differentiale eft 
frm I—)) 


IL Sit 5 —i* ——— , fiet per primam differentia- 











: | Ga FEM dy — gix— 
tionem dy — "Tops eu de— AUD 
dy —— d. ! L 
atque ewr-— PU "E m 2457 A . 
sumto ergo dx conítante erit 
dx ddy 


dx — 


n dx? — dy? 


feu dx* —d4dy-I-4y*. 


295. Simili modo quantitates transcendentes a cir- 
culo pendentes ex aequatione ope differentiationis tol- 


lentur, vti ex his exemplis intelligetur. 
ada 


L Sit ;—«A(ín -; ertt 2;,— — ^7* — 
J &..? J V(ea — axa)* 


IL. Sit y —acof z ; . erit 


) 


dii gk 4". rigbodk, 
a | iT Aidan: 


xXx 
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At cum fit 
cof Z.— i erit Ti Lo amate" 
n a * a rji 


quo valore fubftituuo habebitur 
dy | (ydx—xdy) V (44 —»y) 


( (Xa 


feu xxdy — (ydx — xdy) V (44— 5). 


IIl. Sit y—m(ínx--»cofx, erit poft differen- 
tiaionem primam |y — zx cox —z4xfinx: quae 
denuo differentiata pofito 2.  conftante dabit 

ddy — — mdx? fin x —z4dx* cof x, 
haec autem per primam diuifa dat 
dd | ; 
L7 —-——dx* feu ddy —- 54x? —o, 
ex qua non folum finus & cofinus, fed etiam conftantes 
zm &n euanuerunt. 


IV. Sit »-—fin/x; erit Aíinmy—/x, vnde per 


Ci: d) dx « 
diiterentiationem fit ya ? 33) —— iu.) igne fumtis 





quadratis dat xx4y* — 4x? — 5ydx?,  haecque po- 
fito dx conftante vlterius differentiara praebet, 


2xxdyddy —A— 2xdxdy* — — 25dx*dy 

feu — xxddy-L-xdxdy -5dx? —o. 
V. Si y-—aer*(íinzx, erit difTerentiando 
dy c maePkdx fin nx -- nac"*dx cofgx, 
li 35 
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quae per propo 
2 - amndx-L- ———z— 


"dx cof zx. 


— dMdx ids C 
T ATEUT -- ot^*. 


Erit erpo A cot (9. —*)- — B uae aequatio 
ON ydx Qu d 


pofito d" conftante differentiata dat: 

m" ndx dy? —nydxddy 

— m*y*dx? —- g*y*dx* — amyda dy 

feu (m*-|-2*)y*dx* —2mydxdy 2 dy* —54ddy. 








zudx 


Perfpicuum igitur eft, etiamfi in aequatione differen- 
tiali nullae quantitates transcendentes infint , eam tamen 
ex aequatione finita oriri potuiffe, quae a quantitatibus 
cranscendentibus vtcunque fit affecta. 


296. Quoniam igitur aequationes differentiales fiue 
primi fiue altioris gradus, quae duas variabiles x & y 
continent, ex aequationibus finitis oriuntur; iis etiam re- 
latio inter binas aftas variabiles exprimitur. Propofi tà 
fcilicet aequatione differentiali quacunque binas variabi- 
les x & y compleGente, ea fignificatur certa quaedam 
relatio inter x & », qua j fit fün&tio quaedam ipfius x. 
Hinc natura aequationis differentialis perfpicitur, fi loco 
y ea ipfius x fün&tio aífignari poterit, quae per aequa- 
tionem illam indicatur ; feu quae fit ita comparata, vt fi 
ea vbique loco y, eiusque differentiale loco 4y, atque 
eius aldora differentialia loco 22y, 2?y, &c. fübftitaan- 
tur, aequatio refulret identica. In huius autem funttio- 
nis 
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nis inueftigatione verfatur calculus integralis, cuius finis 
eo tendit, vt propofita aequatione differentiali quacunque, 
fun&io illa ipfius .x, cui altera variabilis 5 eft aequalis, 
definiatur; feu quod eodem redit, vt aequatio finita in. 
veniatur, qua relatio inter x & jy contineatur. 
297. Si exempli gratia proponatur aequatio haec 
2ydy —adx» a 4L xdx-—o 
3d quam füpra $.288 peruenimus , eiusmodi relatio in- 
ter x & y ea definitur, quae (imul hac aequatione finita 
yy—-ax —bbe^ continetur. — Cum igitur hinc fit 
yy — t -- bbe^, patet V(«x-- bbe^) c 
eam effe fun&tionem ipfius x, cui variabilis y vi propo- 
fitae aequationis differentialis fit aequalis. Namque fi in 
aequátione loco jy, hunc valorem. 2x-1-2/e^  & lo- 
co 25dy eius differentiale «4x -- - e^dx fübftitua- 


mus, orietur aequatio identica : 


Ho | X | 
adx -— y: e^dx—adx—xdx— E e^dx A—-xdx—o. 


Sicque patet omnem aequationem differentialem aeque 
ac finitam certam relationem inter variabiles x & y ex- 
hibere, quae autem fine fubíidio calculi integralis repe- 
riri nequeat, 


298. 
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298. Quo haec facilius intelligantur, ponamus cog- 
nitam effe eam functionem ipfius x, quae ipíi y vi cu- 
iuscunque aequationis differentialis fiue primi fiue altio- 
ris gradus, conueniat; fitque 

dy—pdx; dpzc4dx; dq-c—redx5 Gc. 
atque fi in aequatione differentiale 2x affumtum fit con- 
flans, erit 44y —44x* , d?y — rdx? , &c. qui valo- 
res poftquam in aequatione erunt fuübftirui , ob omnes 
eius terminos homogeneos, differentialia 7 per diuifio- 
nem euanefcent, orieturque aequatio finitas tantum quan- 
titates *, y, p, 7, ", &c. compleGens. Cum igitur fint 
£;4;,*,&c. quantitates a natura funCtionis y pendentes, 
aequatio reuera tantum inter duas variabiles x & y fub- 
fiftet; ficque viciffim conftat, omni aequatione differen- 
tiali certam quantam relationem inter variabiles x & y 
determinari. ^ Quamobrem fi in folutione cuiusuis pro- 
blematis ad aequationem differentialem inter x & y per- 
veniatur, per eam aeque relatio inter x» & y exprimi 
cenfenda eít, ac fi ad aequationem finitam effet per- 


ventur. 





299. Hoc igitur modo aequatio quaeuis differen- 
tialis ita ad formam finitam reduci poteít, vt in ea non- 
nifi quantitates finitae contineantur, differentialia autem 
feu infinite parua prorfus excedant. Cum enim fit ) 
certa fun&io ipfius x, fi ponatur 

dy pdx; dpcc4dx; dp c rdx:. qc. 
quodcunque differentiale fuerit conftans acceptum, differen- 

ti1- 
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tialis fecunda & altiora per poteftates ipfius 4x expri- 
mentur, quae deinceps per diuifionem penitus tollentur. 
Vt fi proponeretur haec aequatio 
xyd?y —- xxdyddy -— yydxddy — xydx3 —o 

in qua 2x ponitur conílans; facto 

dyzcpdx, dpcc qdx, & dq rdx 

ea abibit in 
vyr c *rpq 799g — xy 20, 

poftquam fcilicet tota aequatio per 2x? eft diuifa. Haec- 
que aequatio finita relationem inter x & y determinat. 


j 


300. Omnes ergo aequationes differentiales, cuius- 
cunque fint ordinis, his fübftitutionibus 
dy—pdx; dpo--4dx; dq-—rdx; &c. 
ad meras quantitates finitas reducuntur. Atque fi aequa- 
tio differentialis fuerit primi ordinis, ia vt differentialia 
prima eam tantum ingrediantur, per iítam redu&tionem 
praeter variabiles y & x infuper quantitas p introduce- 
tur. Sin autem aequatio differentialis fuerit fecundi or- 
dinis continens differentialia fecunda, praeterea quantitas 
45; 4C , fi fuerit differentialis tertii ordinis , introducetur 
infuper quantitas r, ficque porro. Quoniam igitur hoc 
modo differentialia prorfus ex calculo exterminantur, ra- 
tio illa differentialis conftantis penitus ceffat; neque am- 
plius, etiamfi infint quantitates 4, v, ex differentialibus 
fecundis oriundae, opus erit indicare, an quodpiam dif- 
ferengale conítans (fit affümtum. Perinde enim eft, verum 
Kk in 
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in euolutione aliquod differentiale pro lubitu conftans 
ftatuatur, an nullum. 


301. Si igitur aequatio differentialis fecundi vel 
altioris gradus proponatur, in qua nullum differentiale 
primum conftans effe affümtum perhibetur, hoc modo 
ftatim explorari poterit, vtrum ea determinatam relatio- 
nem inter variabiles x & y contineat, nec ne? Quia 
enim nullum difTerentiale conftans affümitur, in arbitrio 
noftro relinquitur, quodnam differentiale conftans pone- 
re velimus; hincque tantum erit difpiciendum, vtrum di- 
verfis differentialibus conftantibus pofitis aequatio eandem 
relationem inter x & y exhibeat.  Quodíi non eueniat, 
certum eft fignum, aequationem nullam determinatam 
relationem exprimere, ideoque in folutione nullius pro- 
blematis locum habere poffe. "Tl'utiffimus autem modus 
fimulque facilimus hoc explorandi erit is ipfe, quem 
fupra in fimili negotio pro expreffionibus differentiali- 
bus altiorum ordinum, num fixos habeant (ignificatus ? 
dignofcendis tradidimus. 


502. Propofita ergo huiusmodi aequatione differen- 
tiali fecundi altiorisue ordinis, in qua nullum differentia- 
le conftans fit pofitum , ftatuatur differentiale 2. con- 
ftans; deinde haec aequatio, vti fupra de expreffionibus 
differentialibus oftendimus, iterum reducatur ad eiusmo- 
di formam, quae nullum differentiale conftans füpponat, 
ftatuendo fcilicet — 22y — tS EU d loco 4245 5 


dx 
& 
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| ddxddy dyddx* dyd5x 
& diy — 2257 079 Zx E: t T loco 4?y; 
&c. 


Quo fa&o difpiciarur, vtrum aequatio hoc todo refíul- 
rans conueniat cum aequatione propofita ; quod fi eue- 
niat, aequatio propofita determinatam relationem inter 
x & y comple&tetur ; fin autem fecus accidat, aequatio 
erit vaga, neque definitam rationem inter variabiles x & y 
exprimet: quemadmodum hoc iam ante fufius eft de- 
monftratum. 


5023. Sit, quo hoc plenius explicetur, haec aequa- 
tio propofita, quae nullo differentiali conftante pofito re- 
perta effe perhibeatur. 

P4dx -— Q44y —A- Rx? -- S4xdy --T4y? — o. 
Ponatur 2. conftans, atque ea transibit in hanc: 
Q44y -- Rdx* -- Sdxdy -- T4y? zo. 
Ex hac nunc iterum confideratio differentialis conftantis 
exuatur, modo ante praefcripto, & obtinebitur : 


diis Qa --044y-- R2x? -- S 2x 4y -- T45* —0, 


quae, quoniam a propofita tantum ratione primi termini 

. difcrepat, videndum eft, vtrum fic P — — . Quod 
(i deprehendatur, aequatio propofita fixam relationem in- 
ter x & y exhibebit, quae per regulas in calculo inte- 
grali tradendas reperietur, quodcunque differentiale pri- 
Kk 2 mum 
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mum Conítans accipiatur. At, fi feri nequeat Pa — Sh 
x 
aequatio propofita erit impoffibilis. 


304. Nifi igitur haec propofita aequatio : 
P4dx ——- Q44y -- Rx? -- S4xx dy -- 'T 4* — o 
fit abfürda, neceffe eft vt fit. P2x —- Q2y — o, quod 
duplici modo euenire poteft: vel enim a&tu erit 
PI— d , feu aequatio PZx —-[- Q2y — o 
identica; vel erit P2x-- Q2» — o ipfa illa aequatio 
differentialis primi gradus, ex cuius differentiatione propo- 
fita eft orta: quo pofteriore cafü aequatio PZx—— Q4y — o 
congruet cum propofita, eandemque relationem inter 
x & y continebit, ficque fine auxilio calculi integralis 
haec relatio erui poterit. Cum enim fit Py —- Q4y —o, 
erit differentiando 
P4dx —- Q44y -I- 4P2x -- 4Q4y — o, 
quae ab aequatione propofita fübtra&ta relinquet : 

R4x? —MA—- Sdx4y -I- T 4y* — dP dx —L— 4Q4y. 
Cum autem fit 4y — — 2: ,  differentialia prorfus 
extingui poterunt, nafceturque aequatio finita inter x & y 
earum relationem indicans. 

305. Ponamus in folutione problematis nullo diffe. 
rentiali conftante affumto peruentum efle ad hanc ae- 
quationem : 
a3ddx -L-xxyddy — yydx* —- xxdy* —- aadx? — o. 
Erit 


— . 


^ - oe wt 
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Erit ergo, cum aequationem abfürdum non continere con- 
ftet: xdx——-xxy4y—0, feu xdx-|-ydy — o: 
cuius diíferentiale erit 
x3ddy —p- xxyddy A— 3xxdx* —L—- axydxdy A— xxdy* — o 
quae aequatio a propofita fübtraCta relinquit ; 
audx*—— yydx*— 3xxdx^——2x5dxdy— 0o, feu 
aadx — yydx — 3xxdx — 2xydy —o. 
Cum autem fit 
*dx—y4y-c0o; eri 2xydy—-—2xxdx; 
ideoque 
aüadx——yydx — xxdx —o [íeu yy--xx-—aa; 
quae aequatio veram relationem inter x & y exprimit, 
fiquidem ea confentit cum diíferentiali primum inuenta 
xdx—L-ydy— o. Qui confenfüs, nifi fe manifeftaffet, 
aequatio propofita pro impofílibili effet habenda; cum 
autem hoc cafü locum habuerit, aequationem finitam 
xx-5y-ca«a fine calculo integrali elicere licuit. 


306. Vt vero etiam exemplum aequationis impos- 

fibilis afferamus,. propofita fit haec aequatio : 

yyddx — xxddy—L- ydx? — xdy*? —A— adxdy fro, 
in qua nullum differentiale conftans fit affümtum. — Fo- 
ret erpo yydx — xxdy —o, ideoque.di(ferentiando 

yyddx — xxddy--2ydxdy—-2xdxdy —0o, 

quae propofitae aequalis pofita dabit:  - 

ydx? — xdy* --adxdy —2ydxdy—-2axdxdy. 
Kk 3 Cum 
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| | : yide c rios Cy S EMPR aci EPOS « ial 
Cum vero fit 4 j pee UT ; extinguendis - differentiali- 


bus obtinebitur : 
uocsy 27 


9^ uA 
od mE T iE x feu 


x33 Lax y —axyy— 2xxy, 
quae vtrum cum differentiali yj4x — xxdy-—o' con- 
fentiat, eam differentiando, facile patebit, fiet enim : 
3xxdx — 3yydys- axdy4- aydx — 2yydx 4 4x:ydy — 2-xxdy — 4x ydx 
dy 3x 4-49) —2)y -1- 4x) 
dv 9yy — dx —- 4xy —2xx' 


e SP! e M dea, p^ rM 
at ex illa eft. 77 — —, foretque ergo 








3x*-]- 4x39 -q]- ax xy — 3)9* -I-4x y? — axyy 
3J* -d- 4x)? —443y—3x* — 
T sid tcn print lt cog it —— 
| — 393-333 — x23 — 3:53. 
Verum ex aequatione finita primum inuenta eft 
axy y -2xyy— axxy— x5, 
quae ab ifta fubtrata relinquit : 
oz225? — xyy -4- xxy — 2x3 , 
quae refoluitur in has: 
ocy—x; & 2yy-d-yx--2xx—0. 


Quarum illa y——x quidem cum differentiali 4y— — - d 


conítare poteft, at vero aequationi finitae primum en 
tae 
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tae aduerfatur, nifi ftatuatur 2 — o, vel nifi vtraque va. 
riabilis x & y conftans ftatuatur, quo quidem cafu ob 
dx— o & dy— o omnibus aequationibus differentiali- 
bus fatisfit, aequatio propofita fübíiftere nequit. 





307. Confideremus nunc etiam aequationes diffe- 
rentiales tres variabiles x, y, & s inuoluentes, quae erunt 
vel primi, vel fecundi, vel altioris gradus. Ad quarum 
naturam Ícrutandam notari oportet, aequationem finitam 
tres variabiles complettentem determinare relationem, 
quam vnaquaeque ad binas reliquas teneat ; definitur er- 
go, qualis fun&tio fit s ipfarum x &, y. Quemadmodum 
igitur aequatio HB finita refoluitur, íi reperiatur 
qualis functio ipfarum x & y loco s fübftitui debeat, vt 
aequationi fatisfiat, ita quoque aequatio difTerentialis tres 
variabiles compleCtens determinabit , qualis functio vna 
fit reliquarum ; isque huiusmodi aequationem refoluiffe 
cenfendus eít, qui indicauerit eam binarum variabilium 
x'& y funttionem, quae loco tertiae s fübítituta aequa- 
tioni fatisfaciat , feu eam identicam reddat. ^ Aequatio 
ergo differentialis refoluitur, fi vel functio ipfarum x & 
valorem ipfius s exhibens definiatur, vel aequatio finita 
aflignetur, qua idem debitus ipíius s s valor rra. 


308. Quanquam autem omnis aequatio differentia- 
lis duas tantum variabiles comple&tens, femper determi- 
natam relationem inter eas exprimit; tamen hoc non 
femper euenit in aequationibus differentialibus trium. va- 
riabilium. ^ Dantur enim eiusmodi aequationes, quibus 
pla- 
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plane nullo modo fatisfieri poterit , quaecunque fun&io 
ipfarum x & y in locum ipfius s fubftituatur. — Vti (i 
propofita fuerit haec aequatio s4y — y4x facile patet, 
nullam prorfus dari functionem ipfarum x & y, quae 
loco s fübítituta reddat 24y — y2x,  differentialia enim 
dx & dy nullo modo extinguentur. Simili modo appa- 
ret nullam dari functionem ipfarum x & 2, quae loco y 
fubftituta eidem aequationi fatisfaciat. Quaecunque enim 
pro y concipiatur funttio ipfarum x & s, in eius difle- 
rentiali 7y ineft 22, quod quia in aequatione non ineft, 
deítrui non poterit — Hancobrem nulla aequatio finita 
inter x, y, & s dari poteft, quae aequationi differen- 
tali 24y— 4x conueniat, 


309. Hinc aequationes differentiales tres variabiles 
continentes diftribui oportet in imaginarias & reales. 
Huiusmodi autem aequatio erit imaginaria feu abfurda, 
cui per nullam aequationem finitam fatisfieri poteft, cu- 
iusmodi erat ila 24y — y4x, quam modo confidera- 
vimus. Aequatio aurem erit realis, cui aequiualens ae- 
quatio finita exhiberi poteft, quod euenit, fi vna variabi- 


lis aequalis fit certae cuipiam funGtioni binarum reliqua- 
rum. Cuiusmodi eft haec aequatio : 


S5dy-- yds — xds —L-sdx-L-xdy--dx 
congruit enim haec cum ifta aequatione finita : 


j*-— xs- xy fitque &— —9 


d 
| aequationes ima- 
 giuna- 
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ginarias & reales diligentiffime eft obferuandum ; prae- 
cipue in calculo integrali, quia ridiculum foret, cuius- 
piam aequationis differentialis velle integralem , hoc eft 
aequationem finitam fatisfacientem quaerere , quae pla- 
ne nullam habeat. 





310. Primum igitur patet, omnes aequationes dif 
ferentiales trium variabilium, in quibus tantum binarum 
differentialia occurrant, effe imaginarias & abfürdas.  Po- 
namus enim in aequatione, quae contineat variabilem «, 
rantum ineffe differentialia Zy & 4», differentiale autem 
d» prorfus abeffe; atque manifeftum erit nullam exhi- 
beri poffe fun&ionem ipfarum .* & y, quae loco s füb- 
fliruta aequationem identicam producat ; differentialia 
enim dx & 4y nullo modo tollentur. His ergo cafibus 
ommino nulla datur aequatio finita fatisfaciens : nifi forte 
eiusmodi relatio inter x & y affi ignari queat, quae quic- 
quid fit s fübfiftere poffit, vti fit in hac aequatione : 


$d4y —5dx —ydy —xdx, 


cui fatisfacit aequatio y — x. Facile autem inueftiga- 
tur, quibus cafibus hoc eueniat, quaerendo relationem 
inter x & y primo fi $— o, & rum an iíta relatio ae: 
quationi pro quocunque ipfi us z valore fatisfaciat. 


311. Neque vero folum aequatio tres variabiles in- 
voluens eft abfurda, íi duo tantum continet differentia- 
lia, fed etiam fi in ea omnia tria differentialia occurrant, 
ralis. effe. poterit. — Quos cafus vt euoluamus.;, ponamus 
br 











IX. 
Y x & y tantum, atque 
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P & Q effe functiones ipfarun 

haberi hanc aequationem 
ds —Pdx-—-045, 

quae fi non eft abfürda, erit s functio quaepiam ipfe 

rum x & y, cuius differentiale fit 


ds—pdx-L-44y, eritque Pc—p & iion 
At fupra demonftrauimus p4x-1-24y non effe poffe 
differentiale cuiusquam fun&tionis ipfarum x & y, ni(i 


fit (2 D dec denotante, vti ante affümfíimus 


(2 2) differentiale ipfius p pofita fola y variabili, per 






4y diuifüm, atque (5t) differentiale ipfius 7, pofita 


fola x variabili, diuifüm per 4x. ^ Quocirca aequatio 
ds ——Pdx-- ys realis effe p. ni(i fit 


52-7 6E 


is ommino erit ratio huius aequationis 
dZ-Pdx--.Qd4y 

fi. Z, denotet functionem quamcunque ipfius 2, P vero 

& Q fint functiones ipfarum x & y, tertiam variabilem s 

non comple&tentes. Vt enim Z aequalis fieri poffit func- 


tioni ipfarum x & y, neceffe eft vt & S. L)- (GS. 


Ex hoc ergo criterio aequatio differentialis- quaeque pro- 
pofita, quae quidem in hac forma generali contineatur, 
. diiu- 
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diiudicari poteft, vtrum fit realis an abfurda. Sic pate- 
bit hanc gequationem 54s — dx —-.x4y effe realem, 
nam ob 


PI & Cen fit (229: 3-2. 


Haec vero aequatio. asdz —2yydx -]- xxdy eft ab- 


| ir ERES PAN adi dos 
furda, fit enim (2)2» & GE 245; qui 
valores funt inaequales. 


313. Vt autem criterum latiffime patens inueftige- 
mus, fint P, Q, & R. fun&tiones quaecunque ipfarum 
x,, & $; atque omnis aequatio differentialis trium va- 
riabilium , fiquidem íit primi gradus , continebitur in 
hac forma : Pax -- Q2y 4- R25 — o. 

Quoties ergo haec aequatio eft realis, 2 aequabitur func- 
tioni cuipiam ipfarum x & y; eiusque adeo differentia- 
le erit huius formae d$ —74x-1- 24y. Quare (i in 
aequatione propofita ifta functio ipfarum x & y loco s, 
& pdx-L-4dy loco dz fubftituatur, neceffe eft, vt pro- 
deat aequatio identica o o.  — Atque cum ex aequa- 
. i P dx 7 

tone propofita fiat : dz -— E —, 


fiin P, Q, & R valor ille loco s fübftiruatur , neceffe 


eít vt fit pm—— & [É—6$. 


L]12 
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314. Quoniam vero eft ds —pds-bgdy, éfit 
per ante demonftrata SO Js G Cum igitur 


fübftituto loco 2 ipfius iiw in x & y fit 


P 1 
P——R & 7—— s 


erit G»- (— d 


& CD-C-^ n ) 


ideoque habebitur P. RR multiplicando haec aequatio : 


P(2)—8(2) 5 28023; 


vbi denominatores 2y & 2x iterum indicant, in diffe. 
rentialibus numeratorum eam folam quantitatem variabi- 
lem affümi debere, cuius differentiale denominatorem 
conftituit. Haec autem differentialia P, 2Q, 2R ante 
cognofci non poffunt, quam in ipíis quantitatibus P, Q, 
& R valor debitus loco s fuerit fubítitutus, qui autem 
cum fit incognitus, fequenti modo erit procedendum. 


3159. * lua P ; Q, & K funt funGiones ipfarum 
X, y, & s, ponamus 
! dP—adx--.64y-L-yd4s 
dQ — ódx —— edy -- eds 
dR 34x -- 04y -- (ds 
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vbi €, 8, y, d, e, &c. denotant eas functiones, quae ex 
differentiatione oriuntur. Concipiamus nunc loco s vbi- 
que eius valorem in x & y expreffum fübftitui, & loco 
45, ponamus valorem 74x-1-445; fetque 

dP — (a-- yp)dx -A—- (6 —- y2)4» 

4Q — (3-4- dp)dx 2. (e4- 60) 4 

d4R — (1-4-:1p)dx -- (62 —-42)4y. 


Ex his ergo valoribus erit: 


(5)2t 5; (re 


ÁIOPN REIR 4:4 5. PUE Y 
UT —6--y4 ; (7 —ó-r-ér. 
316. Cum igitur ad realitatem aequationis requira- 
tur, vt fit : 
aR "5, 
d C dy —R($ 4)— " 
fiet fi inuentt valores "PAIN 1 
P(834- 44) — R(6-1-74) Z Q(123- (p) —R(3-7- £p). 
At ante inuenimus effe p — — 3 & 4—— "; 
qui valores, cum differentialia non amplius in compu- 
tum veniant, adhiberi poterunt, etiamfi loco s eius va- 
lor in x & y non fubítituatur. Eritque ergo 


py — 2 - Re--Qy-Qn- CO -RI- E Pe 


íü. eCET qtia X id a 6— 4). 
L1 35 Quia 
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Quia autem quantitates é, à, y, 1) €, B, per differen- 
tiationem inueniuntur, erit (periori dial modo ad- 


hibito : p( 4Q.. 4R AE y4-o( 48. r3) x2 - aQ^ A. 
ds 


Quae proprietas, nifi in aequatione locum habeat , ae- 
quatio non erit realis, fed imaginaria & abfurda. 


317. Quanquam hanc regulam ex confideratione 
variabilis s elicuimus, tamen quia omnes quantitates ae- 
que ingrediuntur, manifeftum eft, & reliquarum confi- 
deratione, eandem expreffionem prodiruram fuiffe. Pro- 
pofita ergo aequatione differentiali primi gradus, quae 
tres variabiles inuoluat, quacunque, ftatim diiudicari po- 
terit vtrum fit realis an imaginaria. ^Comparetur enim 
cum hac forma generali : 


Pdx--Q4y--Rd4szco, 
atque quaeratur valor huius formula 


un m 1-o(78 PW 5. 4Q^ 2, 


qui fi ad — 0, aequatio erit realis, fin autem non 
fuerit — o, certum hoc eft fignum, aequationem effe 
imaginariam feu abfurdam. 





318. Aequatio propofita per diuifionem quoque 
femper ad huiusmodi formam reduci poteft; 


Péx--Q4y--5 20, 
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in quam, cutn prior abeat fi fiat. R — , Criterium fim- 
plicius exprimetur , hoc modo: 


P( 25 )—e(3-- G2 )- 62322 zi 


Quoties enim haec expreffio reuera nihilo aequalis repe- 
ritur, toties aequatio propofita erit realis; fin autem cort- 
trarium eueniat, aequatio erit imaginaria.  Pofterius qui- 
dem ex iis, quae demonftrauimus, eft certum ; de prio- 
ri autem adhuc dubitari poífit, vtrum aequatio femper fit 
realis, quoties quidem hoc criterium id indicat. | Quod 
cum hoc loco pleniffime demonfíltrari nequeat, fed in cal- 
culo demum integrali demonftratione confirmari poffit, 
hic tantum id affirmamus ; neque autem periculum inde 
eft metuendum, íi quis tantisper dc eius veritate dubi- 
tare voluerit. 

319. Ex hoc ergo criterio primum patet, fi in ae- 
quatione P4x -- Qdy -- Ras —o 
fuerit P fun&tio ipfius x, Q' fun&tio ipfius y, & R func- 
tio ipfius s tantum, aequationem femper fore realem. 


: Fit enim 
doe en Qe 
(55: G dun & vola 


ideoque tota expreffio ,criterii fponte euanefcet. 











273 Cu Puy IX 


. $20. Si fuerit vt ante P ipfius x, & Q ipfius y 
fun&tio tantum, R autem functio quaecunque ipfarum «, 
j & s, aequatio erit realis fi fuerit : 


P )-o3) m (I: oro 


Sic- fi propofita fuerit haec aequatio : 


adx . ad x*y3 ds 
— -Q- $9 Vp Lo. 


x Jy «i? 
Quabi et P— 7; Q—$, & R— ^ 
nest ars E S Tsai oes "SEE 
JR jim JR —3xXy). 
hinc de — —,.- ; atque v — A. 3 
| 15 à 
erit H- 7)- "m: — — $3 ideoque aequa- 


tio propofira eric realis. 


321. Si fuerint P & Q funttiones ipfarum x & y, 
at R funclio ipfius s tantum, - 


CE)m i m i (2279 & 
aequatio erit realis íi fuerit (i i. e 2. Haec 


eadem vero conditio requiritur, ü P2x -—- 04 de 
beat effe differentiale determinatum , feu ex differentia- 
tione cuiuspiam funCtionis finitae ipfarum x & y ortur. 
Hucque redit quod fupra $. 312 iam obferuauimus, aequa- 

tio- 











CAPUT IX ^ — 978 

tionem dZ —P4x-L-Q4y, fi Z (it funGio ipfius s 

tantum at P & Q funGiones ipfarum x & y, realem 
M4. ] 

effe non poffe, nifi (it Cz) m (295. Ambo autem 


iti cafus inter fe prorfus conueniunt: nam loco R s, 
fi R eft fun&io ipfis s tantum, poni poteft 2Z exis- 
tente Z; funGione ipfius z. 


322. Vt hoc criterium inuentum exemplo illu(tre- 
tjus, confideremus hanc aequationem : 


(6x) — 525) dx -I- (5 x* ys — 4x83) dy 
-- (4x*5* — 6xys*)ds — o, 
qua cum forma generali comparata fit : 


v3 4P 

PI6xy's— $ys! : (5) 910—529; 
dP 

ia t dQ 

Q-— ;2*ys — 4x23; (T — 10xy5—22453; 
yu 
du) $5 —— 12x58 


HK o— a e . 'dR —— ; 2 
Ray 6x y (L)mse—62; 


d R: ! 
* LO). — Qa Lam 52 
5) hir » 6x5? , 
His inuentis valoribus aequatio iudicium continens erit 
haec : 


Mm 
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-p- (6x12 — 523) (7334) — 6x22) 
. C7 (527) — 4x2?) (2459 1-922) 
-I- (4425* — 6xys*) (24)5 — $5) o. 
Haec autem expreffio fi euoluatur, omnes termini atu 
fe mutuo deftruunt, fitque o — o, quod indicat aequa- 
tionem propofitam effe realem. 


323. Quando autem expreffio hoc modo ex crite- 
rio eruta non euanefcit, tum id fignum eft aequatio- 
nem propofitam effe immginariam. Quoniam vero hoc 
pacto ex criterio aequatio finita imuenitur, ea, fi quidem 
aequationi differentiali conueniat, fimul relationem  indi- 
cabit, quam variabiles inter fe tenent. Atque hoc mo- 
do ii cafus, quorum füpra meminimus (310), euoluun- 
tur. Sit enim propofita ifta aequatio : 


(5 — x) dx d (y —3)4y—0, 
fit P—s—x ; Q—5—5*; & R-—o, 


porro (2, & (25 —-— 1. 
Aequatio iudicium exhibens fit P (SS —Q A) 
| fu s—*»-—5——; vnde fit y—zx. 


Quoniam igitur hic cafü euenit, vt aequatio 5 — » fimul 
aequationi differentiali fatisfaciat, dicendum eft propofi- 
' tam aequationem nilaliud fignificare, nifi effe y — x. | 


324. 
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424. Propofia ergo aequatione differentiali tres 
variabiles continente : 
P4» cr Q4) -- R xt 
eres confiderandi erunt cafus mici " ad quos . haec 
aequatio deducit : 


"E iR JP^ 4QN.. o. 


$5)--9(2-2)--R C dx, — 
Primus 'eft fi haec expreflo reuera fit — 0, tumque 
aequatio propofita erit realis: — Sin autem haec aequa- 
tio finita non fit identica, tum difpiciendum eít, vtrum 
ea aequationi propofitae fatisfaciat: quodíi euenit, habe- 
bitur aequatio finita, qui eft cafus fecundus.  "l'ertius 
autem cafus locum habet, fi aequatio finita cum pro- 
pofita differential fubfiftere nequeat , atque tum aequa- 
tio propofita erit imaginaria: neque enim vlla aequatio 
finita exhiberi poterit, quae ipfi fatisfaciat. 


P 


325. Cafüs primus ac tertius per fe fünt perfpi- 
cui, fecundus autem, etfi rariffime occurrit, probe tamen 
notari meretur: & cum eius exemplum iam fupra in 
aequatione, quae duo tantum continet differentialia, ex- 
hibuerimus, etiam, aequationem afferamus, in qua om. 
nia tria differentialia iníint : 


(8 —5)d« -- dy 3- vali decem d 
Mm 2 Erit 
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Erit ergó : 
TM 2o (dQu LL. 4R | 


R4... ( 4P 
— EE m 
R—5»—s5 ; (2)2-5 (o; 


vnde aequatio finita criterium continens euadet : 

$—Xx—)-o, feu s-——x--) 
fübftituatur hic valor pro zin aequatione differentiali 
fietque xdx-L-ax4y— x(dx--4y)—0; 


quae aequatio, cum fit identica , fequitur aequationem 
differentialem nil aliud fignificare, nifi s — x-4—-y. 


326. Quoniam diximus omnes aequationes diífe- 
rentiales primi ordinis, in quibus tres variabiles infünt 
contineri in hac forma: 

Pax --. Q4» -- R2s— 
dubium hic nafci poterit circa eas aequationes, in qui- 
bus differentialia prima duas pluresue dimenfiones €on- 
ftituunt, cuiusmodi eft haec : t 
Pa4x* ——- Q4? -- R22? — 
2Sdxdy —-2'Téxds —A— Vdxds. 
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Verum de huiusmodi aequationibus notandum eft, eas 
nullo modo reales effe pofle, mifi habeant diuifores 
prioris formae, qui propterea aequationes fimplices con- 
ftituent. — Cum enim ex hac aequatione fiat : 





su c 
Tás-VdykV (de? (T*-PR)4 aded (TV RS) (V*-QR)) 


facile patet s funGtioni cuipiam ipfarum x & y, feu 2s 
huiusmodi expreflioni p4x-L-44y. aequale fieri non 
poffe, nifi quantitas irrationalis euadat rationalis , quod 
eueniet fi fuerit : 

(1* — PR) (V* — QR) — (TV -I- RS)? 

feu 
R — PEVRGSINAEATT' 
COUPS 

Nifi ergo haec aequatio finita ipfa aequationi propofitae 
fatisfaciat , haec erit imaginaria. 


.* 


327. Supereffet vt in hoc Capite quoque aequa- 
tiones differentiales altiorum ordinum, quae tres varia- 
biles complectuntur, perpenderemus, cafüsque definire- 
mus, quibus eae vel reales vel imaginariae euadunt; ve- 
rum quia criteria nimis fierent intricata, hunc laborem 
hic  praetermittimus , praefertim , cum ex iisdem fonti- 

Mm 3 bus, 
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bus, quos hic aperuimus, fequantur. | |Céterum fi in 
calculo integrali his criteriis. erit opus , tum ea facile 
erui poterunt. : Ob eandem caufam hic quoque aequa- 
tiones, quae plures variabiles complettuntur, non con- 
templamur, cum fere nunquam occurrant, atque, íi vn- 
quam occurrerent, ex principiis hic traditis fine nego 
tio examinari poflent. Quare his expofitis Inftitutioni 
Calculi Differentialis hic finem imponimus progreffuri ad 

infignes vfus oftendendos, quos ifte calculus cum in ipfa 

AnalyG, tum in Geometria (üblimiori adert. 


va 







INSTITUTIONUM 
CALCULI DIFFERENTIALIS 
PARS POSTERIOR 
VSUM HUIUS CALCULI IN ANALYSI 
FINITORUM, NEC NON IN DOCTRINA 
SERIERUM,. 












DE TRANSFORMATIONE 
SERIER U M. 


I. 


"um nobis propofitum fit vfum  Calculi diffe. 
-53, rentialis tam in vniuerfa Analy(i, quam in 
4» doctrina de feriebus oftendere; nonnulla fub- 
es fidia ex Algebra comgpuni, quae vulgo trac- 
tari non folent, hic erunt repetenda. — Quae 
quamuis maximam partem iam in Introductione fumus 
complexi, tamen quaedam ibi fünt praetermiíTa, vel ftu- 
dio quod expediat ea tum demum explicari, quando ne- 
ceffitas id exigat, vel quia cuncta, quibus opus fit futu- 
rum, praeuideri non poterant. Huc pertinet transforma- 
tio ferierum, cui hoc Caput deftinauimus, qua quaeuis 
feries in innumerabiles alias feries transmutatur, quae om- 
nes eandem habeant fummam communem; ita vt, fi fe- 
riei propofitae fümma fit cognita, reliquae feries omnes 
fimul fummari queant. Hoc autem capite praemiífo, eo 
vberius doctrinam ferierum per calculum differentialem 
& integralem amplificare poterimus. 


2. Confiderabimus autem potiffimum eiusmodi feries, 
quarum íinguli termini per poteftates fücceífiuas quanti-' 
tatis cuiusdam indeterminatae fünt multiplicati ; quo- 
Nn niam 
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niam hae latius patent, maioremque vtilitatem afferent. 
Sit igitur propofita fequens feries generalis, cuius fum- 
mam, fiue fit cognita fiue fecus, ponamus — S, fitque 


S — ax -I- bx? -- cx? -- dix* -I- ex5 -- &c. 
-- *? 
Ponatur iam x — Te , & cum fit per feries infinitas 


y zy 9 - gy — F4 3*-—— 195 Sle Ge, 
x?T-—y!—a2y!- o3y*— 4y54- 6y5— 7!- &c. 
X3 — 3 ——35* -- 65 — 1055 —4- 15? — 21)* -4- &c. 
&* —y* — 495 A 10y* — 209? 71-359* — 56)? -I- &c. 
Iu. AK ox " 
hi valores fübftituti, ferieque fecundum poteftates ipfius 
3 difpofita , dabunt | 
S Ica4y—ay*-- ay3!— ay*-- 2y5 &c. 
-L-.) —2b -—L3b ——ab 
-- C —3c€  —-6c 


" a nibh 
- PET AE » . 
: niam pofüimus x — —-— ; erit y — — . 
3. Quoniam pofüirmus FEAT ORE oar 


quo valore loco 5 fubftituto , feries propofita 
S — ax ——- bx? —L- cx? ——- dx* -Lexs —- &c. 
transmutabicur in hanc: 


" 


ww v3 | 
S—« LE) pg era) sg Re 





in 


Acc amm 


- "*k6m— s 





























CAPUT 1 25 
in qua coefficiens fecundi termini &——2a e(t differentia 


prima ipfius 4 ex ferie a, 7, cy 2, », &c. quam füpra per 

^a expofuimus; coefficiens tertii termini c——24—1-4 : 
eft differentia fecunda &?«5 coefficiens quarti eft differen- 

tia tertia À?2, &c. Hinc differentiis ipfius « continuis, 

quae formantur ex ferie — 4, P, c, d, e,. &c. 

adhibendis propofita Series transmutabitur in hanc 


iis M x? uc ppnpt 3M e] | 
vem ix^ t (rex) "uid cur A FEES a —- &c. 


cuius ergo fériei fumma habebitur, fi propofitae. fumma 
fuerit cognita. 

* 4. Si igitur feries 2, P, c, 7, &c. ita fuerit com- 
parata, vt tandem differentias habeat conftantes, quod eue- 
nit, (i eius terminus generalis Ryerit functio rationalis in- 


à m x x? 
- gra, tum feries pofterior "ursa ü T 5— x)* Aa —— &c. 


tandem habebit terminos euanefcentes, ficque eius fum- 
ma per expreílionem finitam exhiberi poterit. ta fi fe- 
riei 2, b, c, d, &c. differentiae primae iam fuerint 
conftantes, tum feriei huius : 

ax --bx* ——-cx3 ——-dx* -- &c, 
^ . A | 2 | -— 
fumma erit Z2 ———a4--———— Aa. At fi illius fe- 

1—— X (1—x)? B 

riei coefficientium' differentiae fecundae fiant conftantes, 
tum ipfius feriei propofitae erit 





"o X x? | uw. 
—-:—-ttt wa CT ou 5t 


Nn2 Vnde - 
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Vnde fümmae huiusmodi ferierum ex differentiis cocffi- 
cientium facile inuenientur. 
Quaeratur. fumma. huius. feriei : 
Ix —-3x*-—-5x3 --7x*--9x5-L- &c. 
DifLl 2, 2, B, s. &c. 


Cum ergo differentiae primae fint conftantes, ob a — 1 
& A5— 2, erit feriei propofitae fumma 


d MI 2xx x--xx 
— I— X (1—2)* — (1—2)* . 
I. Ouaeratur fumma hutus ferie : * 


Ix-—-4xcxx-—L-9x3 —-16x* 4-25 x5 —— &c. 
DÉL. As On Mili... 9 oor ie. 
Diff. II. 2, SHUT uw. &c. 

Quia itaque eft 
£221; ^a—3; A*g 773; 
erit feriei propofitae fumma 


7 1— cw 


xx euer or aedes 


(—2 7 5877 '—2)3 1 


Ill. QOnuaeratur fumma huius feriei : 
S—4x-15x*-)-40x34- 85271-21564 51-2 59x *I- &c. 
Dif£l i1, 25, 45, Yt 103 

DILE "C 343.7 20, ,:36, 32 

Diff. ILL. Eus, € 











CAPUT. 
£4; ÜBaccgr; A*aeclz14; A9z226; 
erit fumma 
ed IIXX I4 x? 6x* 
s D—x Jd Ocsn (1—2x)? m (1— x)? n (1—2x)* ? 
fiue 


L4r——rr-baxiox* ^ r(rpe rx) (4— x) 
Mesi Ra o2 o dallo e MANU Cos 722 AM 


| B 
;$. Quanquam hoc modo iftarum ferierum: in infi 
nitum progredientium fümmae inueniuntur; tramten ex 
iisdem principiis hae Series quoque ad datum quemuis 
terminum fummari poffunt. * Propofita enim fit haec feries 
S-—ax--/x-pBexM-44x*-—......--ox"*, 
& quaeratur eius fumma , fi in infinitum. progrediatur, 
; x3 
uae erit — — — a a—--—— ——Nal& 
q PEERS RE cda "Ur nri 4 ]- &c. 
Nunc confiderentur eiusdem feriei termini poft vltimum 
ox? fequentes, qui fint 
pxnti-pqxniLgg.tdai-Lsrd-4-L &c. 
cuius feriei, fi per x^ diuidatur, fümma, vt ante inue- 
niri poterit ; Pi rurfus per x^ — erit 
Ip. Ap-L Mp-L-& 
Fewer Np c. 
ü-s ee E: : 


quae dins fi a totius feriei in infinitum continuatae 
Nn 3 fum- 
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fumma fubtrahatur, remanebit fümma portionis propo- 
€ quaefita : — 
—— (a- LÍ io3 7 ————5 (Aa-? iei- 5 ; (A? a- x"À? p) 
cc. 


L | Quaeratur fumma huius feriel finitae. 
S—cix--ax*-—L.3x9--4x*t--....95... -02*. 
Tam horum coefficientium , quam terminum vltimum 


fequentium quaerantur differentiae : « 
I, 25,4 35, 435 &c. ee: ,2-3-2,5-1-3, &c. 
550 35, 1 , I5 I5 
ertque — « 


aur, uNafErT) C PpEMeecpr.UB.eeMgEC 
unde fumma quaefita e : 





Sm E (1—(u--1)x a) -- —— aL (1e x "). 
feu 
i s Crise SPD aL cad M 
(rry 


Quaeratur. fumma huius feries funtae. 


Scixrx-LA4x?--L9x*x)-L16x*-—-..... —Lazt:e5, 
Inueftigentur primum differentiae hoc modo: 
I5 549,944 46, c. oet 1)*,(242)*,(72)*, &c. 
132. 39. Y 203-3, a"--5 


2545 : 2 





qui- 
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quibus inuentis erit fumma quaefita e 


Grey LI Gun ces Ge) 


feu rice 
x-L-2xx —(n-]-1)* xt 1—L- (201722 1) 51 — mx mni ymem 
(a—23 


Quodíi autem feries propofita non eiusmodi hg- 
beat coefficientes, qui tandem ad differentias conítantes 
deducantur, tum transmutatio hic exhibita nihil confert 
ad eius fümmam: determinandam. — Neque vero etiam 
eius ope fumma proxime definir? poterit commodius, quam 
per ipfam fetiei propofitae additionem fieri licet. Si enim 
in ferie 4x ——-5^x?-—- cx? -- 4x * 4—- &c. fuerit x «x 
quo folo cafu fümrnatio proprie fic di&ta locum habere 

x vm EM 
poteft, erit — — ex, ideoque non feries minus corn- 
vergit quam propofita. Sin autem in ferie propofita fue- 
rit x —1 tum nouae ferier omnes plane termini fiunt 
infiniii, quo ergo cafu ifta transmutatio nullius prorfus 
erit vfus. 


". Confideremus autem feriem,in qua figna -1- & — 
alternatim fe excipiant, quae ex praecedente deducetur 
ponendo . negatiuum. — Si itaque fuerit 

S -—ax— bx? ——cx3 — dx*-L-ex5 —.&c. 
cuius feriei negatiua oritur, íi in praecedente ftatua- 
tur 
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tur x fepatiuum. — Sumantur ergo vt ante differentiae 
Aa, &*a, &32, &c. ex ferie coefficientium , 7, Cy d, e, &c. 
fignis ad folas ipfius x poteftates relatis, atque feries pro- 
polita transformabitur in hanc: B 

x * n x3 x* 

— d ———,a-L-L——— 3 LÀ — A3 -L &c. 
x^ (pay ae 2 Gar 0t0- 
vnde perfpicitur aequationem propofitam iisdem cafibus 
fummari poffe quibus praecedens. Scilicet íi feries 
^, b, c, d, &c. tandem ad differentias conftantes dedu- 
catur. É*- : 

8. Hoc autem cafu ifta transformatio commodam 
praebet approximationem ad valorem ferici propofitae : 
ax — bx? LL cx3 — dx*-Iex5 — fx5 2L. &c. 

. . . n 
quantuscunque enim .x fuerit numerus, fractio o PP 
cundum cuius poteftates altera feries progreditur, fit vni- 

o. uA ^ x t 
tate minor: atque fifit x — r, erit ——- — x. Sin 

, ! sdb 

X P". I 
I-x 77 z-p1! 
ideoque feries per transformationem inuenta femper ma- 
gis conuergit quam propofia.  Confideremus imprimis 
cafüum , quo x — r, qui ad feries fummandas ingens 
affert fübíidium , fitque 

S za—b-c—d-L-:— f-- &c. 

ac denotentur differentiae primae, fecundae & fequentes 
ipfius 2, quas progreflio a, &, c, d, e, &c. praebet 
per 


| Y 
autem fit x «41 puta x — - fiet 
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per ^, A's, As, &c. quibus inuentis erit 
Sc ia—iB5a-[ jj 5'a—— y4?a—L- &c. 

quae nifi aCtu terminatur , fummam vero proximam fa- 

tis commode exhibet. 


9. Víum igitur huius vltimae transmutationis, qua 
fumfimus x — 1, in aliquot exemplis oftendamus, ac pri- 
mo quidem in eiusmodi, quibus vera fümma finite ex- 
primi poteft. 'lales funt feries diuergentes, quibus nu- 
meri 2, P, c, d, &c. tandem ad differentias conftantes 
deducant, quarum fummae , cum recepto huius vocis 
fig gnificatu, proprie non exhiberi queant, vocem fümmae 
hic eo fenfu, quem füpra tribuimus, accipimus, ita vt 
denotet valorem expreflionis finitae, ex cuius euolutione 
propofita feries nafcatur. 


L | Sit igitur propofita haec. feries Leibuitzi : 

S—1—1-L-1-—-1i-L-:— :-L&.c, , 
in qua cum omnes termini fint t aequales, fient omnes di£ 
ferentiae — o, ideoque ob a — 1, eric S — 


IL. Sit propofta ifla feries : 
SL 1:——2-—-73——4--5—56--&.. 
Dif i1 Carum UI CMT. E, AA 


Cum ergo fit 4 — 1, Aazczr, erit Sci —i1-—I. 


II. Sit propoftta haec feries : 
p BE 
Diff. 1 — aiu Bac m 
Ob EB ls rire ss: 4 -—O. 
Oo IV, 
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IV. Sit propofita haec feries trigonalium numerorum. 
Scr 3-L6-— 1o0-- 1r; — 21 —- &c. 

! " 

Difi— a2, 3» 4) 5 6,  &c. 

Diff. 2 — P [5 1, Y, — xc. 

Hic ergo ob 2—1, Aacz23, & &AÀaccrs erit 

Scizd-fT-—i. 

V. Sit propofita feries quadratorum : 
S2c1—4--9— 16-17-25; — 36 2- &c. 

ELI S. ALT B  NIL NU. 

Diff. 2 — Bu Su. Xu. 2, &c. 

Ob s—1; 54-23; AAazzo; erit S—1—$-1- $——6. 

VIL. Sit propofita. feries biquadratorum : 
$ 221 —— 16 4 81 — 256 4-625 — 1296 —L &c. 


Dif. 1 2:27- 1*4 65, 175, 369, 671 
Diff. 2 — $0,  1IO 194, 302 
Diff. 3 — 60, 84, — 108 

Diff. 4 — 24; 24 


Erit ergo S—— 4$ — y 4-49 — $9 2-34 26. 


ro. Si feries magis diuergant vti geometriae aliae- 

que fimiles, eae hoc modo ftatim in feriem magis con- 

vergentem transmutantur, quae ni(i adhuc fatis conuer- 

gat, eodem modo in aliam magis conuergentem con- 
VETECCLCUT. 

L 5z 


M —— o£ — s nl €— DP 
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L. Sit propofita haec feries. geometrica ? 

S T1—23--4——8-—-16——323-1&c. 
Dit; 453; M DS ESL UNS 
Diff. — ES GE 4: M x 
Ditf. 5 — : 
Cum igitur in omnibus differentiis primus terminus fit 
-—1. Summa feriei exprimetur hoc modo 

S 24 —— 4-4 — 3€ 4.— 24 --&.. 


cuius fümma eft — i, oritur enim ex euolutione frac- 





tionis ict , dum propofita oritur ex zu : 
| Il. Sy propofta haec feries vecurrens : 
| $ L—1——2-L5—12--29 70-21-7169 — &c, 
| Dübnze WA 305 R9 17.1241 4 95 x1 C 
| Diffa zc cspay: 24. 046,. 245-548 | d 
Diff. 3 — E ILE UI4 7934 Q6 
Diff. 4 — 4,8, 209. «c. 
Dif; -—— 4 | I2] &G 
Diff. 6 — CNMENE USt 


&c. L3 


Continuarum ergo differentiarum termini primi confti- 
ruunt hanc progreflfionem geometricam geminatam : 
15 I; 25 23 4, 4 85 8; 16, 16, &c. 
vnde erit 
Sd—i-d-4$— i06 — 4-146. 
Oo 2 cum 
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cum igitur praeter primum terminum reliqui bini fe con- 
tinuo deítruant, erit S — i. Oritur autem feries propo- 


fita ex euolutione fraCtionis 





o — I * * 
expreffione naturae ferierum recurrentium oftendimus. 
Ill. S;* propofrta feries hypergeometrica : 


S T1-——2-|-6——24-—-120——720-1- 5040 — &c. 
cuius differentias continuas hoc modo commodius. inues- 








tigabimus : 
Diff. 1. Diff. 2. Diff. 3. 
1 | 1 3 II 
2 4 14 64 
6 | 18 78 426 
24 | 96 | $04 | 43216 &c. 
120 | 600 3720 27240 
720 4320 30960 256320 


| 287280 | 2656080 
40320 | 322560 | 2943360 | 

562880 | 3265920 | 

5628800 


bun differenti 
.-. 





s vlterius continuatis erit: 





U PET DHL 
i e 1468457 16019531 
256 " 412 I034 2048 
I9O H | 
M eis dic: 


4096 








cC— P—— 
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— -———X——————————— n  .—R e ————X——"—— — 


! 5 ^u ur : T 
Colligantur duo termini initiales, eritque S — » --A 
exiftente 


ded pire 3, geo s MIS 
& — : 16 32 64. DNE 128 


Si nunc eodem modo differentiae capiantur, erit 


— CC. 


3 | 6I I 5658 
ALOGILILI LJ —U 4272 


5419 i 313 314 316 


20 642232 
342 z 4275 532 23 — 8S I &c. 


418 
a 





ERO duo termini itihies. vm As Dead fietque 
| 
E ^ — i-- B exiftente B— — —-— AR &c. 


410 


cuius in differentüs denuo Mus fiet : 








| d t P NIRETO t 429 $241 | 26283 


29 412 215 418 421 22* 





88 2771097 


$4?7 





Colligantur quatuor termini initiale in vnum & ftatuatur 


no 1 EXE I , 262 
B—-13-- 24 --C exiftente C— 5727 77753. L &c. 


fietque aliquot terminis actu cliens proxime : 
C-iSE8UI 89417 
2 30 


$4? 





. Ex his ergo tandem conclude- 
tur fumma feriei propofitae: $—0,40082038, quae 
tamen vix vltra tres quatuorue fipuras pro accurata ha- 
O o 5 beri 
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beri poteft ob nimiam feriei diuergentiam 5 eft tamen 
certe iufto minor. Aliunde enim inueni hanc fümmam 
effe — 0,4036524077, vbi ne vltima quidem nota a 
vero aberrat. 


rr, Imprimis autem haec transmutatio ingentem 
affert vtilitatem ad feries iam quidem, fed lente conuer- 
gentes in alias, quae multo promtius conuergant, trans- 
mutandas. Quoniam vero termini fequentes minores | 
funt quam praecedentes, differentiae primae fiunt. negati- 
vae; vnde in fequentibus fignorum ratio probe eft ha- 
benda. 

L| Su propofta haec feries : 


T ergo erit 
QUE £T OM. 
$—L--- 2773.8 Uaec 
vtramque autem Mi Aelii logarithmum hyperbolicum 
binarii exhibere, iam in Introductione oftendimus. 
Il. $e 








6.4P UT £1 
Il. Sit propofita. iffa feries pro. circulo : 





I I I I I 
S—1—l-4-l-—-- t — — &c 
3 5 7 9 I1 
2 2 2 2 
3 3:5 5.7 7:9 9.I1 
2. 2.4 2. 4. 
Dif- --——L; DL; DU v &c. 
1:53.47" 409 270 4179" "26. TT 


2.4.6... 2,46 








Dif.3— — - ;— &c. 
| E3425. 715.4. 7.9 
&c. 
Hinc ergo concluditur fore fummam feriei : 
! 1 I 1.2.3 
$I—-—--—-L—— &c. 
"ag cium Lu rr 
feu 
a 1.2.3 I.3, 2: 4 
AS —-4-- PCM &c. 
3 3.5^ au 3:5 


Quaeratur valor. huius feriei infinitae : 


Sa 15e He 16— 12 4-18 — 15. &c. 


Quia differentiae ab initio nimis fiunt inaequales, colli- 
gantur actu termini vsque ad /:io ex tabulis, quorum 
valor reperietur — —— 0,53911005 ; eritque 

9—2—0,3911005-- /10— A1 1-1 /12—/13- p /14—-/1 5-]- &c. 


De 
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Defümantur hi logarithmi ex tabulis, eorumque diífe- 
rentiae quaerantur hoc modo 
DifLi. Diffz. Diff3. Diff.4. Diff.5. 
lio 721,0000000| -1i- — --. —] - 
I111—21,0413927 | 413927 — TS | 
h2—1,0791812 | 37788$ 1 2. 5.1 $779 | 
EE 30263 | | 1292 | 


^ 





2 





I1i3—1,1139434 | 347622 | 52. 75 | 4487 | 934 | 368 
li4— 1, 1461280 321846 aieis 3563 ! 3 '| 
I1$ 22 1,1760913 299633 | | à 








Ex quibus reperitur 
lio — l1 4-42 — 413 -- &c. — 

ocooooo 413917 36042, $779 1292 368 

2 4 8 16 32 64 

—:0,4891606. 
Hinc valor feriei propofitae erit 

S—i5—413--14—41]5-- &c. — 0,0980601 ; 

cui logarithmo refpondet numerus 1,253315. | 





i2, Quemadmodum has transmutationes obtinui- 


mus ponendo in ferie loco x hanc fractionem HE t 


ira innumerabiles aliae transmutationes orientur, fi loco x 
aliae funCtiones ipfius y fubílituantur. ^ Sit iterum pro- 
pofita ifta feries : 

Sccax -pLix?-Ex3--Ldx*-pLex:—Lfx$5-L&c. 
atque ponatur x--5(1—-y), quo facto feries orietur 
fequens 
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vci-eperrabo er Ey 
697 730 !- aet — cy* 
-- d) * — 44y* --64y* 
i oului aa qe oc gi ER 
"I5 
Quodíi ergo altera harum ferierum fuerit. fummabilis, 
fimul alterius fumma erit cognita. lta (i ftatuatur 


S—x--a*--a?-pat-Exs-L&c T, eri 
S Ly——)95-—23t fy! 9? — 3 --&c. 
mST M 
pira | 
13. Si altera feries alicubi abrumpatur, tum füm- 
ma prioris abfolute exhiberi poterit. Ponamus effe 4— EI 


& in ferie inuenta omnes terminos pofít primum eua- 
nefcere, vt fit S—y; Me ob x y — yy, 


Say ay 
| 


".—Á 


Cuius ergo feriei fümma erit — 


erit füumma prioris — 1 —WV(i-—x) 
Fiet autem ob a«—15 vt fequitur : 
pzmogpu 
4 
C d omes - 27 
4.6 
I.3. 
dz Cre LE Re. a 
» 4.6.8 
eZ I ves xe e hit di ^8 
4. 6.8.10 








I TII ana &c. 


Pp 
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vnde prior feries abibit in hanc: — S —c- 
i-V(R-x)Te? pax? yx- 14x54 42x54132x7.F&C. 
quae eadem inuenitur, íi quantitas füurda V (1——»x) in : 
feriem euoluatur, atque ab à fübtrahatur. 
14. statuamus, quo transmutatio latius pateat 
x —(--25)" , atque feries propofita : 
S-—ax-r-bx?-Lcox?-Ldx5-IEex5-p- &c. 


* * V 
transmutabitur in fequentem : S zc4y-L -n"a y? 


per^ 
4 e R2) un 91-02) —. 2) s jtm n (V- 34 


ü ihi NS NES coi n3bys 





I. 





coo og E £y oSOED Q2; 





a- d5*-- T "d ys 
"us ey 5 






&c. 
Si ergo illius feriei fumma fuerit cognita, *& huius fi- 
mul fümma habebitur, ac vicillim. * Quoniam vero 
n&» pro lubitu accipi poffunt, hinc ex vna ferie füm- 
mabili innumerae aliae fümmgabiles inueniri poflunt. 








15. Poffünt etiam eiusmodi transmutationes fieri, 
vt feriei inuentae fumma fiat irrationalis, hoc modo. 







Sit 
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Sit propofita ifta feries : 
S —ax-LTx-Lex5-L-dx Rex? -- ft! GC. 
erit 
Sx I-ar?f-pLbx5-pLoex$-LEdx*-pertro-Lfi:-L&c. 


lam ftatuatur 


A -— drucrisus . : ^ a. — » a 
T Y (1—nyy) ? x M iwi 1— yy ? 


atque feries propofita transmutabitur in hanc: 
deccm 
Kir 
ay? -- nay* A 2*ay5 —- 13259 4 n*a5*? -E- &c. 
-- by* -pa2uby? —32*by9 -L-423b5y!? -L-- &c. 
-- c55--32cy8 4-62?cy' ? -.- &c. 
-- 45*-LT4ndy!9 -r- &c. 
-- e5!? -L &c. 
Si igitur fumma S ex priori ferie fuerit cognita, habe- 
bitur fimul fumma fequentis feriei : 


Y r9) 007 
ay (na By? 4 (n*a 22b 05 T(n3a3225b4- 3101-4 t &C. 





p -— Á—— ———— 


16, Si fuümatur 27 ——1; erunt coefficientes huius 
feriei differentiae continuae ipfius a, ex ferie s, ^, c, d, 
&c. fin autem figna in ferie propofita alternentur, tum 
pofito z —1, coefficientes erunt iftae differentiae. De- 
notent erro &a, A?*s, A?s, A*a, &c. 

Pp2 . diíle- 
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differentias primas, fecundas, tertias, &c. ipfius « ex 
ferie numerorum dy by, dye, Y, &c. 
Ac fi fuerit: 
$-Iax-Lix3 -Lcex5-r- dx? —- 2x? -E- &c. 
fit um 

S FAT Wat SEES T 0x 
| —— —ay-dL543-LA4)5—L M yt rc. 
dear. Miedo REOR NE 

Sin autem fuerit : 

S—ax—bx3-Lcoex5—dx? -L ex? &c. 

| dde J . 

: F 1 Ya—o»? 9" 
—————. Tay — a3 —E- 24.95 —— A38.7 
Veg a. -- Ba. y 497 -- &c. 
Quodfíi ergo feries 4, 7, e, d, e, &c. tandem ad dif. 
ferentias conítantes deducat, tum vtraque feries abfolute 


fummari poterit; quae fammtio autem quoque ex fü- 
perioribus fequitur. 


17. Ponamus coefficientes «5,2, c, 2, &c. con- 
fütuere hanc feriem 1, £, 2, 3, I, &c. erit 
que, vti fupra iam vidimus : 


a"--— I 
ÁÀ alle - 
3 
iig. mt 
3. 5 


A3g—.22:4 


| E CE 


PL 








UVlrUT E 


Ge uu S 


vnde fequentes duas feries fummabimus : 
L Si S—x-- 5 ix -Lir'--&.. 
: -x 
Tl —iL——. Lofito ia Lr ene 
fiet 


Crede) wy 








o—i/ -— —ICV yy) -— y) : 
vnde erit 
KV(r729)93992 2 4 2:45 24-6 
Yü-c») — 3) 0257. »D t4 
| l. Sit S—x—34x-Lix5— iz! -L Kc. 
Ert S-—Atangx.  Pofito ian x» ———J. 
1 S s V(r—y5) 
. |[- 


P". MT 


! J - | | 
S — A tang ya — À fin y — A cof V(1— y). 





Hancobrem obtinebitur ifta füummatio : 
A fin y 2 2.44 . , 2.4.6 
: —— Ly-P 33 — 48 LECT P "C. 
VEI j 34 T m -L &c 





18. Poffünt quoque loco^x funGiones transcenden- 
tes ipfius » fubftitui, fieque fümmationes aliae inuentu 
difüiciliores erui; verumtamen ne feries nouae fint ni- 
mis perplexae, eiusmodi funCtiones eligi debent, quarum 
poteftates facile exhiberi queant; quales fünt quantitates 
exponentiales «7. — Propofita igitur hac ferie: 


S— ax-L-bx?-Lcox3 -L dx* —L ex5 -T/x9-L-&c. 
Pps po- 
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ponatur 4$ —-e"/y, denotante e numerum, cuius loga- 
rithmus hyperbolicus Zr, 
erit x*22e617)39* 5 x*226099?* ; (c. 
—: vero eft, vti conftat : 
e*t — ps -- RS LI e 
Quare feries TAB in hanc transmutabitur : 
S cay pL 12y* -iz?ay) -LFisay*-Lu442*2y5-L- &c. 
-4- 43y*3-L-2mnby! iz?by*-L- &£ n*bys —- &c. 
-- E --$2c05*-L- $ 2*cy5 2 &c. 
--  d45*--£$n45$-L-&c. 
-- ey5 -1- &c. 


L Sic feries propofita geometrica : 





^ 3 
S —x-pa?-4pRaó-MRx*- x1. Gc. eri 5— ———. 
Ponatur iam 
e J 
222—135 wtíit x-—e77y; & Sm IS. 


Logd fumma haec : 


J iniecit T^ Acilius o 5 — RM. 
9, LA 6^. I 2? 4 —.9* &c. 


cuius autem er iei lex non DM UR 





Il. Sintinaltera ferie omnes termini praeter primum 


- ^ ^ 


2 
ez——mnaj; fl— et n$a; &c. 
3o 


Cum 








i 
j 
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Cum ergo fit fünma S—2y; & x—-ev; fet: 


(4. 205 8 p.18, 


2 | | 
— x n$x5 -L- &c. 


Quoniam vero in his feriebus lex progreffionis non eft 
manifefta, fummmationes ex hac fubftitutione deductae pa- 
rum habent vtilitatis. — Praecipue autem notari meren- 


tur transformationes ex fubítitutione .x — i deriua- 


tae, quippe quae non folum eximias fümmationes ,* fed 
ctiam idoneos modos ad fuümmas ferierum appropin- 
quandi fuppeditant. ^ His ergo , quae fine calculi diffe- 
rentialis ope fünt expedita, praemiílis , ad ipfum huius 
calculi vfüm in doCtrina ferierum oftendendum progre- 
diamur. 
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CATPU'P'TE 


DE INUESTIGATIONE SERIERUM 
SUMMABILIUM. 


I9. 
N Seriei, in cuius terminis ineft quantitas indetermi- 

nata x, fumma fuerit cognita, quae vtique erit func- 
tio ipfius x ; tum quicunque valor ipfi x tribuatur, fe- 
riei fumma perpetuo aílignari poterit. Quare fi loco x 
ponatur x -j— 4x, feriei refultantis fumma erit aequalis 
fümmae prioris, vna cum ipfius différentiali: vnde fequi- 
tur fore differentiale fümmae — diflerentiali feriei. Quia | 
vero hoc modo tam fümma, quam finguli feriei termini | 
multiplicati erunt per 4x, fi vbique per 2x diuidatur, 
habebitur noua feries, cuius fumma erit cognita. Simili 
modo íi haec feries cum fua fumma denuo differentie- 
tur, & vbique per 4x diuidatur, noua exoritur feries 
cum fua fumma: ficque ex vna ferie fummabili quan- 
titatem indeterminatam x inuoluente, per continuam dif- 
ferentiationem innumerae nouae feries pariter fuüumma- 
biles elicientur. 









20. Quo haec clarius perfpiciantur, propofita (it 
progreffio geometrica indeterminata, quippe cuius fum- 
ma eft cognita, haec: 








: | | 
X—-UEPT x? - x37 x*-- x5-- x5 -4- &c. 
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Si nunc differentiatio inflituatur, erit: 


/ 
acp dx -- axdx -4- 3x! dx -- 4x dx -— $x*dx -— &c. 


atque diuifione per dx inftituta, habebitur : 


I 
(cap co mnn 34? -2- 4x3 -- 5 x* -4- &c. 
Si denuo differentietur, atque per Zx diuidatur, prodibit: 


it 


(1—2)3 — 2 2-2.3X -- 3,427 -- 4.549 -- 5, 6x* -- &c, 


feu 
I 
(1-4)8 —1-- 3: -- 6x? -- 10:5? -- 1 5x* -i- 21x5 -2- &c. 


vbi coefficientes funt numeri trigonales. Si haec porro 
differentietur, atque per 34x diuidatur, obtinebitur : 

; | 
(ca — 1 -2- 4 -r- Iox*?* -4- 20x? 4-35 x* -1- &c. 


cuius coefficientes funt numeri pyramidales primi. Sic- 

que vlterius procedendo oriuntur eaedem [feries quas 
. IB. I . 

ex euolutione fra&ionis n-2 nafci conftat. 

21. Latius autem patebit haec ferierum inueftipa- 
tio, fi antequam quaeuis difTerentiatio fufcipiatur , ipfa 
feries vna cum fumma per quamuis ipfius x poteftatem 
íeu funCtionem multiplicetur. Sic cum fit 

I 
— ——rrMLat--i) xt --&, 


ITE 


multiplicetur vbique per x, eritque 
xm 


E —u"-LxmcibpEBanTipEaeMi-L-4and44-L-&c. 
es Qq nunc 
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nunc differentietur haec feries, fietque per Zx diuiío: 
——— Hà —maxm-i-—-(m--1:)x» 
"I Qr 2) 9 1-4 (m - 3) x»: 2 &c. 
Diuidatur nunc per x-:, habebitur: 
m—(m—1r m E | 
demagt "ovger f ra T s 
-LF-(m-L-2)x*-—L- &c. 
multiplicetur haec antequam noua diílerentiatio fuíci- 
piatur per x^, vt fit 
3v? 5-1 
: — -L- EXE — mx? -- m Poir mad: 2)x*-F1—L- &c. 
Nunc inftituatur differentíatio, & diuifo per 2x erit : 
mut vULinpies-p)Der armi - T 
AS ERG WU Ter- CGMBAT CPUS a di 
ed G2 4-1) (04921) x? -4I- (9 -- 2) (2 4 2) x ^ 4-1-1 &c. 
Diuifione autem per x^-' inftituta, fiet : 
vesci ul, ea rod s ABB 2 MR 
I-X (1— x)? memes HT 
mu-- (m-171) (r2) e -- (2 1-2) (13—2)x? -I- &c. 
ficque vlterius progredi licebit : inuenientur autem per- 
petuo eaedem feries, quae ex euolutione fractionum fürn- 
mam conftituentium nafcuntur. 
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22. Quoniam progreflionis geometricae primum as- 
fumtae fumma ad quemuis terminum vsque affignari 
r po- 
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poteft, hoc todo quoque feries definito terminorum nu- 
mero conítantes fummabuntur. lta cum fit 
I —x7d-i 
Eus x4 des ei. ard wee sieur 
erit differentiatione inftituta & terminis per 2x diuif(is : 
mette 
"je 46. 9 a. eNxt—i 
Hinc fümmae poteftatum numerorum naturalium ad 
quemuis terminum inueniri poterunt. ^ Multiplicetur 
cnim haec feries per x, vt fiat: 
xe(n-c 1)! -- gx 
EE C Lom 


quae denuo differentiata ac per 4x diuifa dabit: 





L—«4--T2x*-L-3x?--. . . . -T»x^ 


I-4- x —(n 24-1)* 4* -- (2202 25 — 1) x "t1 — un xn 
RESQUE Tee Sepe ior Mia iaa T s RATS ded 
-21--44x--9x4?--. . . . . . -F-5E*xt-H 

quae per x multiplicata dabit : 
x -- x? —(n-71)?x* 1-2. (221 2-220 — 31) x "t? — nmi n 





(1— xy 
——x-r4z*-7C94$?- . . . . . CER 
quae differentiata, per 2x diuifa ac per x multiplicata 
producet feriem hanc: 
x--8x435--27239-—- . . . . mx 
cuius fümma propterea inuenietur. — Ex hacque fimili 
modo fümma biquadratorum altiorumque poteftatum in- 
definita eruetur, 
Qq2 23. 
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23. Methodus igitur haec ad omnes feries quanti- 
tatem indeterminatam continentes accommodari poteft, 
quarum quidem fummae conítant Cum igitur praeter 
geometricas feries recurrentes omnes eadem praeroga- 
tiua gaudeant, vt non folum in infinitum , fed etiam ad 
quemuis terminum fümmari queant; ex iis quoque hac 
methodo innumerae aliae feries füummabiles inueniri po- 
terunt. Quod cum opus foret maxime diffufum, fi id 
perfequi vellemus, vnicum cafüm perpendamus. 

Sit fcilicet propofita haec feries : 
M Tx-kat-paai-p rip pap Sa 1437 4- Rc. 


quae differentiata ac per Zx diuifa dabit : 
I--xx | 
(1-x-xx): —Lt2x--6x?--12x3 -1-251* --48x5 --91x5 --&c. 
Facile autem patet omnes has feries hoc modo refültan- 
tes fore quoque recurrentes, quarum adeo fümmae ex 
ipfarum natura inueniri poterunt. 


24. In genere igitur fi feriei cuiuspiam in hac for- 
Ina contentae : ax -r- bx? --cx? —- dx* -—- &c. 
fumma fuerit cognita, quam ponamus. — S, eiusdem 
feriei, fi finguli termini fingulatim per terminos progres- 
fionis arithmeticae multiplicentur, fümrna inueniri poterit. 

sit enim 
S—axr--bx* --cx3 -- dx* -- ex5 -- &c. 
multiplicetur per x^, erit 

S Lc gam -- [a mda i-o cx mo) 2 dx m4 -- &c. 








OQ2ZPUT:.1 309 
differentietur haec aequatio, & diuidatur per ex: 
eSrim-i-p- x7 e —(m-T1i)ax"—-L-(m--2))xm-: 
-L(mu--3)cx7:-L &c. 
diuidatur per »x7-', eritque 
ms 4: ES (m--1)ax -- (m--2))x? 4L (m4-3)cx3 21 - &c. 
Quod ergo huius fequentis feriei furnma defideretur : 
ax -- (a 4-65) bx? —L- (a ——-28) cx A— (a ——365) 2x * 2— &c. 
multiplicetur fuperior per & ac ftatuatur 5&6 -- 6 — « 
vt ít m— rn ; eritque huius feriei fummi 
is 








— (a—68)S-r- 


25. Poterit etiam huius Era. 3 diligne fumma 
inuenirkb, fi finguli eius termini multiplicentur per termi- 
nos feriei fecundi ordinis fingulatim, cuius fcilicet diffe- 
rentiae demum fecundae fint conftantes. Quoniam enim 
iam inuenirmus. ,, 

Xxds ! | 
mS-I- Ty zx ner )a- d (m2)? -4- (m3) ex? 4 - &c. 
multüplicetur per. x^, vt fit 
X Mati Ld | 
mSx*---— —(m--1) axn-t 1-4 (m--2) bx 14-1 —- &c. 
dinde 'pof to dx conftante, & per ex dinidatur - 


trie p Er eH, eum 


(m——1)(2-4—-1)ax* Lt E40 Co Bibi g^ &c. 
Q4 5 Di- 
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Diuidatur per x"-—', ac tnultiplicatur per £, vt (it: 
(m4 1)(n- v)kax A- (md 2) (4 2) 86x? i (0m 4 3) (2 3)ex? 4 &c. 
Comparetur nunc haec feries cum ifta: — 
Diff. 1. Diff. z. 
kn -— E En-- ka | Im-- In 34 —6 


kmn—-—2km-A—-a2kn--4k—a-L- 6 -— | ak — y 
kmn -r- 53km —- 3&n 4-7 9k a —4—- 26 A — y | km —- kn-|- 5&2 6 -I-Y | 











Ergo £—iy; & "enm sg atque 


o5 2 2 (« — 6-- y 
EE - lIe—D ; 
Hinc fumma feriei queefita. erit 
(6—Y mmi i ii. | Yx*448 
adx* ^ 
26. Simili modo fumma reperiri poterit feriei huius 


Aa -2- Bx -- Cex? -- Dax? -- Eex* 2- &c. 


(a —6-- y) S -- —— —- 


fi quidem cognita fuerit füumma S feriei huius: 


S—a--bx-r-cx? 2- dx? -- ex* -- f x5 -- &c. 


atque A, B, C, D, &c. conftituant feriem, quae ad 
differentias conítantes deducitur. Fingatur enim fumma, 
quoniam eius forma ex antecedentibus colligitur, haec 

6xdS , yx^dis dta óx?^d?!S — sx*d*S 


aS7E qe t ades C éd 7 agde 


-r- &c.. 
Nunc 
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Nunc ad literas 4, 6, y, 9, &c. inueniendas euol- 
vantur fingulae feries, eritque: 
aS rIcaa--abx-- acx* - adx?-r &ex!-r- &c. 
E — 6b x -4-26cx? -I- 36 dx? -- 48e x* -i- &c, 
X 
yx?ddS. 
ady* ^— 
óx'ds 
| 6dx? 
ex*d S 
24dx? ^ —. 
quae fimul fümtae comparentur cum propofita : 
Z-Aa--Bx-- Cex? -- Dax? -- Eex* 2- &c. 
fietque comparatione fingulorum terminorum infítituta : 
d cR 
6G—B—as—B——A 
y—C€—a6—a-C-—-aB--A 
à —D—35y— 36—a—D——3C--3B—A 
&c. 
His igitur valoribus inuentis erit fümrna quaefita : 
2275 x4Ss aL. red 2B -- A) x?44S ài 


r.2daX* 
BIA xd s | 
-- &&c. 
^ 1.2.3 d x? 
fcu fi feriei A,B, C, D, E, &c. differentiae con- 
ünuae more eonfüeto indicentur , , C 





ycx? -- 3ydx? --6yex* -- &c. 





dix? -—- 4dex* -i- &c. 


eex* -- &c. 


ZEBSAS-AL—— 











m 
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AA. xS |, A*A.X*d"S | AS Aux? P8 
1dx —  n2dx* | a2,.3dx3. 
fi quidem fuerit vti affumfimus : 
S —a--bx--cx* -- dx? -- ex* -- fx5 -- &c. 
Si ergo feries A, B, C, D, &c. tandetn habeat diffe- 
rentias conítantes, fumma feriei Z finite exprimi poterit. 


Z-AS-- -- &c. 


27. Quia fumto e pro numero, cuius logarithmus 
hyperbolicus eft — 1, eft: 











as 
--— BL --— 
1.2 . 1.253 1293.4 .LÀà3.4* 
fümatur haec feries pro priori, & cum fit 
Bucht erit 
dS 
dx 7 
dd* 
od --— E &c. 
Quare huius feriei, quae ex illa & hac A, B, C, D, &c. 
componitur : 


ex 





| Bx Cx* Dx3 Ex* 
M o— LL .LpI— .L———- --&c. 
A 3 I I.2 1.2.3 1.2.3.4. 


fumma hoc modo exprimetur: 
xAA — xxA*A m X'ATAC X NA 


—— 4 -J- 
e (A I . 12/3 1.2.5. 4 














Sic fi proponatur haec feries: 


|o$x., rox pet. 26x* |2374* 


2 -4- —-- -- &c, 
I 


Ob 





L2 0 QL2Ig — 24  1.2.3.4.j 





CAPUT Il 313 
Obfenem |. A, B, C, D, E, &. 
erit. — 2,  $,- 10, 17, 26. &c. 
AA ZEURQgU $9 WI i9, EG 
As 14.1.9, 05 9... Ot. 
erit huius ferei: 
IOoX? T 264* 


vert Linc digertudes guit coin i as 
fumma reri qoa z idi iita): 


quod m T ue Eít enim 


atm oum z---—- I--- AL -- 4 p &e 











x? 
3e MN 4- 3 1-357 LL e. 
" 4 
xxe* — xx ^L -- — -- &c. 
denm | 17x? 26x* 
e(a 4 3x x) ab p —— M ——-- - &c. 


28. Quae hactenus funt tradita non folum ad fe- 
ries in infinitum excurrentes fpeCtant, fed etiam ad íum- 
mas quotcunque terminorum: coefficientes enim a, 7, 
c, d, &c. vel in infinitum progredi, vel vbicunque li- 
buerit abrumpi poflunt. "Verum cum hoc non egeat 
vberiori explicatione, quae ex hattenus allatis fequuntur, 
accuratius perpendamus.  Propofíita ergo quacunque fe- 
rie, cuius finguli termini duobus confltent fattoribus, 
quorum alteri fvriem ad differentias conítantes deducen- 

Rr tem 
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tem conftituant , huius feriei fümma poterit affignari ; 
dummodo omiffis iíhis fa&toribus , feries fuerit fumma- 
bilis: — Scilicet fi propofita fit ifta feries 
— Aa--BPx-L-Ccx*--D4x? 2—Eex* —— &c. 
in qua quantitates A, B, C, D, E, &c. «eiusmodi fe- 
riem conftituant, quae tandem ad differentias conftantes 
perducatur; tum iftius feriei fümma exhiberi poterit, 
dummodo habeatur fumma S- huius feriei 

S -—a4-—-Lbx-—-cx? —Ldx3? -Lex*-L-«c. 
Sumtis enim ex progreffione A, B, C, D, E, &c. diffe- 

rentlis continuis, vti initio huius libri oftendimus : 

A ) B ? C : D à E , F &c. 

AA AB. AC D GR &c. 

5h*A, &*B, ^*C, AD &c. 

AA, AB, A*C- &c. 

ATA, COTES. e. 
ATA. «D 
&c. 
pes ferie propofitae fumma : 

x*dds x343S 
DATEI: 2 dx? anpra 2.3dx3 


pofito in altioribus ipfius S differentialibus 2x conftante. 


Z—SA--t——- ^3 A——- &c. 


1 s 


29. Si igitur feries A, B, C, D, &c. nunquam 
ad differentias conftantes deducat, fumma feriei Z, per 
nouam feriem infinitam exprimetur, quae interdum ma- 
gis 





| 
1 
i 
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cis conuerget quam propofita ; ficque ifta feries in aliam 
fibi aequalem transformabitur. Sit ad hoc declarandum 
propofita haec feries : 


«2 3 4 5 y 
y 25--—--X------—-L--— -- &c. 
2 3 4 6 
l . H e " —— ^ 
quam conftat exprimere ir ita.vt fit Y ——/(1—y). 
Diuidatur haec feries per y, & ítatuatur. y— x, & 
Y-c52, vt fit Z--- 1) ——- (12) 
erit 
Zi i2 RopLT.2.L-. .-& 
E 3 4 5 6 
quae comparata cum. ifta: 
S —1-px-- apap STI x5 p &c. — — , 


D-X 


dabit pro ferie A, B, C, D, E, &c. hos valores: 














xit Nn DIR MO n 
2 3 4 5 
oi HUE dot ns 
123'...2.3? 3.4" 4.5 
Y.2 1.2 I.2 
Lij' $34 $43 
BENECL BEENERLI 
134.4 2,345 
&c. 


Erit ergo Azz15; AAZ- 1; àMA— 35 AàP'A—- i &c. 


Rr 2 Porro 
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Porro cum fit S — — , . erit 
1—X 
4S mt I 
d 5 — Ge 
dS — I 
dS He: 
&c. 
Quibus valoribus fubftitutis orietur fumma: Z —-— 
1 x x? x3 x^ 


1-x eges caus rer; inem 41-x)* psit -X)5 RAS. 


Cum ergo ft xy, & Yzc—/(1—y) — 32; 
erit | 
y* y? y* : 
EE SHOTS por nd Gl EP SURGIT. st RICGNIBE AY 
uM —3ümy AQ 7 3-3) 4-5)» 7 ijs 
quae feries vtique exprimit 

| LEM ET ER ra EE 

(12-7 :2— — —1I—- /(15—9), 
cuius adeo veritas per ante demonflrata conftat. 









3o. Propofita nunc fit ifta feries, vt etiam vfus 
pateat, íi poteftates tantum impares occurrant, & figna 
alternentur. 


9 yt 
Y-2—2 ae — Lc — — -r&c. 
ex a wsiddi efie pues y- 











Di. 
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Diuidatur haec feriei per y, & ponatur - » anf AN 


Bron ys cre 














ZZ: 4 uL. - .L&&c 
1 - : - -L- : *Y -- 
quae fi comparetur cum ifta: ? 
| I 
SI—x-L.rxxr—2x5--x &c. het S.-—— DUCES 
& feries coefficientium |. A, B, C, D, &c. £&et: 
I I I I 
ATUS — c -— —  &«. 
IECIT OH UTE MORI 
2 2 2 2 
3:5 ). 7:2 
Mp ioa 2.4 C AMOMERC 
A*A — Ec ED. corr 
j 33 5.7 $7.9 
$257! — 38.579 
A*A — filed 
"Hu 3. 5. 7-9 
&c. 
Atcum ft S — Pug5. en 
ML dO LEN 
Idy — —— (1x)? 
xd] diga v cb 
1.20x? 7 (14x)? 
d3S I 


L2.323 7 (13x)* &c. 
Rr 3 Qua- 
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Quare fubítitutis his valoribus fiet forma ZZ —— 
Do Spo vr 4x* 4. 6 X? 
Lka 3-3 ^ 35 E)! MO $7 (1-2) 
Reftituto ergo * — 5; & per y multiplicato fiet : 
Y. A Ua —— 
GFRPIENINE S IA 4T uulm4etx 
ri» 30-9 EX 1 3350-495) rz 3.5 Tuc» 





41. Poteít quoque fuperior feries , qua arcus cir- 
culi per tangentem exprimitur, alio modo transmutari; 


eam comparando cum ferie logarithmica. 
Confideremus nempe feriem 


X xr x3 pt x 
ZIr:——-LI—-L——-—-r&c. 
3 Neb. "S HE" dnm 
quam comparemus cum hac: 
I :ED CT e x 
S————--L———-—-—-—-&e. 
apemire rag pa ó 7 


I 


dius Es c— * 2-3), 


atque valores litterarum A, B, C, D, &c. erunt 
o 2 6 | 
pp tgo eio; iu r$ : &c. 





di b 


TU 0 ENMM — EE m—- — ———; T 
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Deinde cum fit S— - -— " 1 (12—x) 5 erit 


dc Miam 

ride 7 — 2(12-x) 
ddS T2! I 

sadi aü-pe 

os pibe t. His 

12.3d4x? '— | 6(192-x)? 
d*S un I 

3.3.4 dx3. — . g(12 -x)* 

&c. 


Erit igitur S. À — S r1: & ex reliquis fiet: 


"7, —1 ad Et LL HMM Oso v Se — MC 
—  3$3(uü--x)  3ü--) 3.520272? 


Ponatur nunc x — yy, «& multiplicetur per y fiet: 
Y, 2A mns y —— 

MEANS ENUUSUN. dou qb NNUNET 
«6 304-3) 3502-3»? — 35702729? 
Haec ergo transmutatio non impediebatur termino infi- 
nio —, qui in feriem S ingrediebatur. Sin autem cui 
fuperfit dubium, is tantum fingulos terminos praeter pri- 
mum fecundum poteftates ipfius y in feries refoluar, 
atque. deprehendet actu feriem primum propofitam re- 
fultare. 
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32. Ha&Genus eiusmodi tantum feries fumus con- 
templati, in quibus omnes poteftates variabilis occurrunt. 
Nunc igitur ad alias feries progrediamur, quae in fin- 
culis terrninis eandem poteftatem ipfius variabilis com- 
plectantur, cuiusmodi eft haec : 

| 1 [ | 

Szodos deron orR CE ca zr | 
Huius enim feriei fi fumma S fuerit, cognita ac per 
functionem quampiam ipfius x exprimatur, erit diffe- 
rentiando ac per —4x diuidendo: 


- 8S pn Mdd.. b CH dese ME n1 ELA LM | 
dr— (Exp (4c GAeXX LER Me | 


Si haec vlterius differentietur, atque per —24»x diuida- 
tur, cognofcetur feries cuborum : 

dds 1 

—J1—L——T —----L— . 
adx? REC "Vi (d——2x)? * &c 
haecque denuo differentiata, atque per — 34x diuifa 









dabit : 
D Boum EE 
$e T (RS RR ep apes t A6 






Similique modo omnium fíequentium | poteftatum  furn- 
mae reperientur , dummodo íumma feriei primae fuc- 
rit cognita. 











13. Huiusmodi autem feries fraCtionum quantita- 
rem indeterminatam inuoluentes füpra in introductione 
elicuimus, vbi oftendimus, fi circuli , cuius radius — r, 
femiperipheria ftatuatur — 7 ; fore 





r3 
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zün—:sg 
m rim nera ir LE cxa Maier 
" "n—m ndn 2n—1m anim 3—1 
z cof - 7T 
5 — — 
| — T 
zíin—T7 
I I I I I : 
9" n— m n4m 2n—m 2n--nm 3n—m - &c. 


Cum igitur pro z; & » numeros quoscunque affümere 
liceat, ftatuamus s» —1, & m — x ; vt obtineamus feries 
illi quam in $. praec. propofueramus fimiles; hoc facto 
erit : . 


T —— ——- 
lr. 

I I I I I I 
sCUGZERTC ME Wugct rpm 009 
T cof x IA 
düzt . 

1 I I NM. or I I 
*--. xrasdNGpbec eue Lake pe 


Per differentiationes ergo fümmae quarumuis poteftatum 
ex his fractionibus oriundarum exhiberi poterunt. 


34. Confideremus feriem priorem, fitque breuita- 





tis gratia — S, cuius Wifferentialia altiora ca- 


fin 7 x | 
piantur pofito 2 confítante: eritque 
$5 eme 








RAM n (— —À ——— € —— € m 





















-dS I I I I 


I 
5 20MM o Dile vC SP TTE ULIACNE E: -L—— ————--— &c. 


dv xx | (1—-x)*  (1t«)* si 22 -— 
de — a8 ox ce "TO aer res — 


-PBS s I 


6dx? ENS Gris oT uy e 
Bu: M8 5 : -4-— rjr genas Hm VC adis E Banc dao R 
L ieu ax  G** GS ro) Goss 
-d58 I 1 I I ^ : 
noh (-9* Q438 G-9 GXX G3» 
&c. 


vbi notandum eft in poteftatibus paribus figna eandem 
fequi legem , pariterque in imparibus eandem legem 
fignorum obferuari. Omnium ergo iftarum ferierum 
fümmae inuenientur ex differentialibus expreffionis 

7 


S — áünzt: 


3s. Ad Differentialia haec fimplicius exprimenda 


ponamus  finzx -—p & cofzx — 4, - 
erit dp-—-cdxcofrx —mT4dx, 
& 4g * pd. Cum ergo fit 


——————— w——— Ttc 
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A eed erit 
F 
£57 f 
dx ' pp 
daS m? 2 x I ! — 
u$ — COP EM 11) — CU ob Ep-- 44—1 
sii Dh if 6 ye rines 
dx3 "(E er 2 p* e 
PS 244 284^ I) 
dx* — «Qnae D Wem 
$ (9 — 3.4. 
vel — z'- sai: iA D 
P 
dS Lr S 614 T 
428 — Na t s yn : 
6 3 6 
apad BEA; T^(75 4-584? 3-617) 
4 
d*S 7204* HUS 6624* , 61 
dx$ 77 ej M; ENIMS UE p P 
a. erat cro t-Lero 4-6) 
moe E ; 


TUS $0402! , 1092045 , 72664? Eod 
ua — e(P5CLSEIPPS NEC AW 


8 * i 
vel — ms sas dte arg! do13854) 


às... 403202*. aiiaie d 836647" 245684" j1385 
&c. 
Ss2 Quae 
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Quae expreffiones facile vlterius quousque libuerit con- 
ünuari poffunt, fi enim fuerit : 
»4 64 LYIToodotY 
1T — ge (m pt RII p'— —3 Pose ;-I-&c.) 
erit differentiale fequens fignis mutatis : 
n-- 
cnpddiub m PUN d (e jg no V4 TGor2)8] 7773 L(n-4y ] pu 
^? d09)6j]p* lGne3vyje 10581 M 
36. Ex his ergo obtinebuntur fummae fericrum 
fuperiorum $. 34. exhibitarum fequentes : 








c 














S — m 
P 
A 
tpi 
1f --l 
Ru cg 
kLfosto or da 
p? p. 
"/244* 4-5 4-1) 
»: 
NUM T. os 12047 - -- S1) 
120d x? 3716 p^ 








d$ m. 272045 1320 E "WU 
Me-zsrueu DL DLE 


720dx*$ ^ 720 p? 
eds LUE QUUD I 1 
jo4odx? — soe 


CASS om (ERU goo qne 245687? , Y985 
403204x9? ^ 40320 Utm p) P 





&c. 
37- 















N 


&c. ) 


TO 
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37. 'DIra&emus fimili modo alteram feriem fupra 
inuentam : 
TCOTY ^ I I I 1 I 


, 
J- ———— -L&.c. 
3-X 


ünzx ^^ x icx rd a-x — 2x 





T coÍ.x 


atque pofito breuitatis ergo — ——- — T,  orientur 
lin z 
fequentes fummationes : 
I I I | 
I'o——— EIL ILLI  &c. 
X I— Xx I—L-.:x ——.X ee 
—d'[ I I I 
— 1-773 d-——s--.1.——--.———--&c. 
dx x? (r— x)? (1T x)? VES 22 
dd'p I I I 





ad? — 33 7 (1-2) MIN Lr s SES x esr — &c. 
—L- 


i.t eco (14- x)* ni RA mST (2 AE, od 
d^r dir Y $3 I | I 1 i 
24 dx* x (1—x)5 Vul CP Tax)5 —— (a—a)5 UNT oer — &c. 
-4l upon Inn. S biet. I E 
120465 — x5 -(1—x)8 T (pas T (2555 «oig tke 
&c. 


vbi in poteftatibus paribus omnes termini fünt affirma- 
uui, in imparibus autem figna —— & —— alternatim fe 
excipiunt. 


58. Quo differentialium horum valores innotefcant, 
ponamus vt ante. finzx —p & cofmzx — 2, vt fit 
PP-1-14—1; erit dp—z4dx & d;-—mpdx. 


S53 Qui- 
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P nihil valoribus adhibitis erit : 


S ha 


"| 4 Let is 7j 

"des —7 p? maie — opi 

—€dT «QT , 84 )27 GR 2 
eC eT 2-22) 


dx? 


d* ji 
^i: MNT (2 4- 34 zi) 


d x* * 
—-dsU 1204 fuos 16 
qe mr 4- UE. 2) 

g 2 d 272 
ia t A oi, i 990 ": TRE 6 D) 


d » eld ir 272 

LT eu -. $4004 * - n E V) 

d*'l d 045 858 6. 
LC (eser Wo o ub at "d 483847? 23 $4) 








33. 


dx" — p! p! 
&c. 
Quae formulae facile vlterius quousque libuerit continuari 
poffunt. Si enim fit 
uada (up Lern nae vw t p &c.) 
— dit pr^! p" p" 
erit expreffio fequens: 

NP iu: E AED n exerbe (n-3YX8 HYY* e 

7 dysi H--1" —r-b pnm iacUE-— —l1—— p —1&c ) | 
j 
| 
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59. Series ergo. poteftatum $. 37. datae fequentes 
habebunt fummas pofito fing — p & cofzx — 7. 











T ze 
P e 
E. 2 di A. 
i PP 
d4'T 
AU RET Ei ^ 
—-4d3T 44 I 
Rm ——— -—- " 
6 dx p'* — 3p 
a ise 5 E d 
npe p? 3 p? 
LL gs 4 2 
e EN apologies. ifs ttd P 
I20dx5 * (5 "lu A Jm 15 pp 
dip q* " "maT74 
"200x? . "o TT apt 270 35 45 p 
—-d'ULp (t. LA 114? 17 
B8 LL decet ia zii ds gc Meca 
«o40dx?^- mitis ELT NES LASS : 7 App 
I e(t au dert T: IM 
40320dx8^ 3p' 315 p* 
&c. 


4o. Praeter has feries inuenimus in introductione 
nonnullas alias, ex quibus fimili modo per differentiatio- 
nes nouae elici poffunt. Oftendimus enim efle: 

I TVX p Sina: 
us 2X ew zVYx Ly 


I I 


I— X d lu 
Po- 
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Ponamus fummam huius feriei effe —— S, 
| i T cofzV x 
V. Por ax . aYyx ' üinzV«? 
d9.. uel.  2«W cnt n id TU 
dx .— 2axv | 4xVx ^"[inzVx * '4x(finzVx)"' 
quae ergo expreílio praebet fummam huius feriei : 
I I I I Ec 6 E ou. j 
G5 a-9* 6-9» asco tas 


erit 


Deinde quoque oftendimus efle: - 


T | garvx Lr TR M 
aye em—pooux——— 
E. I I I 
pe api go Mii ces n — -4- &c. 


I--x 4 --t 9 --.t 16 34- x 
Quodfi ergo haec fumma ponatur — S, erit: 


dx — (ex ^ 099? (sex? T üerex* &c 
At eft 
dS — UT girYx.L1 Tm giTvx I 


[nd 


— T L—————————.———— 
dx 4xVx eYx—| x (exuvx-)? — axx 


Ergo fumma huius feriei erit : 





-iS T giTVx. 1 T pa7Vx | I 
de AxVax exYx—] qa (gamYx —)? PITE 


Similique modo vlterioribus differentiationibus fummae 
fequentium poteftarum inuenientur. 





41. Si cognitus fuerit valor producti cuiuspiam ex 
fa&oribus indeterminatam litteram inuoluentibus compo- 
fiti 
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(iti, ex eo per eandem methodum innumerabiles feries 
fummabiles inueniri poterunt. Sit enim huius producti 
(121-2) (121-6 x) (1-1-y x) (1-1 - 0x) (1-1-ex) &c. 
valor —S, fün&ioni fcilicet cuiuspiam ipfius x, erit 
logarithmis fümendis : 
IS— (1-4 -ax)-- 14-83) Kxi-1-y)H- (1) -96)-4- Kc. 


Sumantur iam differentialia, erit diuifione P dx inftituta : 


S2x — 1lax 146x ' 1i4yr z^ 
ex cuius vlteriori differentiatione fummae poteftatum 
quarumuis iftarum fractionum reperietur; plane vti in ex- 
emplis praecedentibus fufius expofuimus.* 


42. Exhibuimus autem in introdu&tione nonnullas 
i(tiasmodi expreffiones, ad quas hanc methodum accom:- 
modemus. Scilicet fi fit z arcus 180? circuli, cuius ra» 
dius — r, oftendimus effe : 

OT OU 4nn-—— min I6nt—-mm 36mn-——mm 


e —-—— &c,. 


am ^ an  4nn 168088 36uu 








em nn——mm 9nn——mm aismn—mm 4gnn—mm 
2H m ^ 95 AX aj 49 "15 











Ponamus sz: & m-—ax; vwtfi 
I——X* — XX 9——JXx i6 — XX 
4 : .&c. vel 











n zxc--. ; Acor 9 . 16 
I-XIL4Lx2-v2x3-*34*47* , 
iin zxTz0x.——. BUT "us UU. xw &c. & 
| Tt | cof 
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Y 9—4xx 2 -4Xc - 
eofz.x — — 2 pr a i aa — qu . &c. fen 
3 25 49 
i-i I-L2xX T2 2X $—2x $- 
cofzx — — iru rm 3t AE PTDET AE Cage 


Ex his ergo EST fi logarithmi Wem erit : 
Ina iex 1 1 — NE: 2 n ue * 2L &c. 
zu 


I-2X "EE 


Icofzx 1 ——4H—- dry ra UE DLE ea c 


43. sumamus nunc harum lun logarithmicarum 


differentialia, & diuifione vbique per 4x facta prior feries 





- dabit : 
ccofzx /— 1 | J ^ 
fin zx — reri ES à 
quae eft ea ipfa feries, quam $. 37. tra&auimus, — Altera 


* vero feries dabit : 


cofzx ^ 1-24 T 12x ia 312x $-2x -- &c. 





Ponamus 2475, vtfíit x— x, & diuidamus per -2 erit: 


zfinizs 3 I I -—: | 
PWc as ie Ww — ——---— — &c. 
2cOfizs 1-9 1 zs 2 - 312 | 5-3 


Cum died fit 


P— cof 73 


finis —— V - & cofizs-—YvV- 





1 —- cof 74 
3 | 


erit : 
zV(1—-cofzs). Y 3. | "E. iia » REB I 
NW irioqdRQUr Hu" pix es "PEE RETO 


feu 





ndamilus 
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feu loco & fcribendo erit: - 
zY(1—cofzx) 4" 74 t2; : 
"Ya 1ilcofzx) 1-x p px toos 3-x E Cs s — &c. 
Addatur haec feries ad primum inuentsm : 
SCONSIONEEE C Iss Ro 2E QS E 0-1 
ünzx ^ x 1-x U ilx | 2-x t 24x 3-x 
Atque reperietur huius feriei : 
I I I I I I I | 
ga gre pies v art n SO n Y PRI 
zV(1—cofzx) VE COÍxE qiu ut. 
"Vü--cofzx) ' (inzx Ar fatio haec 
V (1—cofzx) 
V (1-4 ofzx)' 
cofzx 


E a E I-—— x 
tur per V (1—-cofzx) abit in G-— —-. Quocirca 


Summa -— 








fi numerator & denominator multiplice- 





fumma feriei erit — 57, quàe eft ea ipfa, quam $. 34. 


habuimus: vnde eam vlterius non perfequemur. 


Tta CAPUT 
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CAPUT III. 
DE INUENTIONE DIEFERENTIARUM 
FINITARUM. 4 

| 44- 
(Qnem ex fun&tionum differentiis finitis ea- 

. rum differentialia facile inueniri queant, in initio 
fufius expofuimus , atque adeo ex hoc fonte principium 
differentialium deriuauimus. Si enim differentiae, quae 
affümtae erant finitae, euanefcant, in nihilumque abeant, 
oriuntur diflerentialia ;; & quia hoc cafu plures & faepe 
innumeri termini, qui diflerentiam finitam conítituunt, 
reiiciuntur , differentialia multo facilius inueniri, atque 
commodius füccinChiusque exprimi poffunt, quam diffe- 
rentiae finiae. ^ Neque sgitur hinc viciffim via patere 
videtur, a diíferentialibus ad differentias finitas afcen- 
dendi. - Interim tamen eo modo, quo hic vtemur, ex 
differentialibus omnium ordinum cuiuscunque funcCtionis, 
eiusdem differentiae finitae omnes definiri poterunt. 


4$. Sit y funGtio quaecunque ipfius x, quae cum 
pofito x-L- 2x loco x abeatin 1-4», íi denuo loco x 
ponatur x-4:x, valor 53-4, fuo differentiali 4y -- 24y 
augebitur, fietque — y -1- 225 ——- 27», qui ergo valor 
refpondebit ipfius x valori x--242x. Simili modo fi po- 
namus quantitatem x continuo fuo differentiali 2x au- 
geri, vt fücceffiue valores 


e-- 
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x--dx;x--adx;x-L-.3dx; x-L-44x; 
induat, valores ipfius y refpondentes erunt, quos A 
tabella indicat : 
Valores refpondentes funCtionis 


| 9-47 3dy-l—-. 3ddy-1-4y 

| 2717 4dy-1-. 6ddy-1— 4d* y-1—. 41 

y - $dy-4-10ddy——104? y-E-. 5455-445 y 

y 6dy--1 $ddy——204? y-1—154* y——645y-|-4* 5 
&c. 





46. Generaliter ergo fi x abeat in x--24»x, func- 
tio y recipiet hanc formam: 


scis die ART "M D 44y .- * €-L EE) LLMÀ 2) 255 
T ides 26-26-3 d*y —— &c. 


j^ 4. 2. 

in qua expreflione , etfi quilibet terminus infinities mi- 
nor eít quam 'praecedens, tamen nullum praetermifi- 
mus, quo ifta formula ad praefens negotium apta red- 
deretur. Statuemus enim pro z numerum infinite mag- 
num, & quoniam notauimus, fieri poffe vt productum 
ex quantitate infinite magna in infinite paruam aeque- 
tur quantitati finitae, terminus fecundus vtique homo- 
Tt 3 ge 
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geneus fieri poterit primo, feu 74y quantitatem finicam 
repraefentare poterit. — Ob eandemque rationem terni- 
; gn(H-lJ . LS eec I * 
nus tertius A dd*, etíi dy 1nfinities minus eft quam 
n(n- 1) 
"e 


dj, tamen quia alter factor - : infinities maior eft 


quam 7, terminus quoque tertius quantitatem finitam ex- 
primere poterit: ficque pofito » numero infinito nullum 
illius expreffionis terminum reiicere licebit. 


47. Pofito autem z numero infinito quocunque is 
numero finito fiue augeatur fiue diminuatur, numerus 
refuültans ad z habebit rationem aequalitatis, hincque pro 
fingulis fa&toribus 4——1, 24——2 , 4—-3, 4—14, &c. 
vbique fcribi poterit ». —— Cum enim fit 

o7 44y S nnddy — add) nis 
prior terminus 12244y ad pofteriorem £z44y rationem 
tenebit vt » ad r, ficque hic refpettu illius euanefcet ; 


loco Xu ergo fcribi poterit iz. Simili modo 
n(n-1)(2-2) 


quarti termini coefhciens PORE Ua: QUE contrahi pote- 
2é .n2 — 4 4 :] 3. . "1 
ritin —- pariterque in fequentibus numeri, quibus * 


in fa&toribus diminuitur, negligi poterunt. Hoc vero 
fa&to fun&to », fi loco x ponatur x 47 »4x, exiftente 
numero z infinito, fequentem valorem accipiet: 


ger 


CP PHLUPTZS SIM 33$ 
ndy s n?d3y n*d*y n5d55y 
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48. Cum igitur fümto z numero infinite magno 
etiamfi d» fit infinite paruum , produ&tum 74x quanti- 
tatem finiam exprimere poffit, ponamus zdx —«, vt 
fit » — 4- , erit vtique 7 numerus infinitus, cum fit 
quotus ex diuifione quantitatis finitae « per infinite par- 
vam 4. refultans. — Valore autem hoc loco z adhibito 
cognofcemus , fi quantitas variabilis x" augeatur quauis 
quantitate finita cw, feu fi loco x ponatur x-4-«, tum 
quamuis ipfius fun&tionem y abituràm effe in hanc 


formam : 
(dy w? ddy t3 d3 y w* d* y 
376-123 ASA Lern y Me ta 


cuius expreffionis finguli termini per continuam ipfius 
5 differentiationem inueniri poterunt. — Cum enim y fit 
functio ipfius x, oflendimus fupra, has functiones om- 
ES EN LL. Ld. 
deíhcdy* OC. 23.3 
exhibere. 


&c. quantitates finitas 


. 


49. Cum igitur, dum quantitas variabilis : quan- 
titate finita » augeri affumitur, functio eius quaecun- 
que y augeatur fua differentia prima, quam füpra per 
Ay indicauimus, exiítente » — A x : differentia ipfius 
j per continuam differentiationem reperiri poterit; erit 

enim : 
A y 

















Ca PUT NIE 
.. vdy w*ddy t)? d3 y t* d* y 
Mini C PIS SUE Is i- we 
|^ feu 
! Ax? ddy Ax3 d3 y Ax* 4* y 
Ay — 2 ERE 2 '^dx*| 6 dx* a4 dx -- &c. 


WES iii as Ginita ^y exprimitur per progreflio- 
nem, cuius finguli termini fecundum poteítates. ipfius 
Ax procedunt, Atque hinc viciffim patet, fi quantitas x 
tantum quantitate infinite parua augeatur, vt àÀx abeat 
in eius differential 2x , omnes terminos prae priino 
cuanefcere , foreque 53 — 4); '"fa&to enim. Ax — 4x, 
differentia à y abit per definitionem in diíferentiale 4j. 


so. Quoniam fi loco x ponatur x-1- c, eius func- 

uio quaecuuque y induit fequentem valorem : 
to d qQ* ddx 93 d3 to* d^ | 
ptm P rne Uds ps AK -t- &c. 

veritas wn dores comprobari poterit eiusmodi 
exemplis, quibus differentialia altiora ipfius y tandem 
euanefcunt: his enim cafibus numerus terminorum fíÍu- 
— expreílionis fiet finitus : 


EXEMPLUM EL 
Quaeratur valor expre[[ionis xx — x fi loco x. pe- 
nali. Xx—-1. 
Ponatur yZ72 «* — x ; & cum x in x —- x abire íta- 
tgatur, fiet. & — 1,. fumtis iam differentialibus erit : 
c HM vac A SM di m &c. 
dx ) dx? ^ qx d 


Hinc 
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Hinc functio y —— xx — x pofito x —L- 1 loco . abibit 
in : xY—x-L-1i(2x—1)-—-1i.2 — xx-1- x, 
Quodíi autem in :xx——x loco x actu ponatur x -- : 





abibit Xr in xx--2x-—L 1 
x in Y--1 
Ergo xX——zx in xx--x. 


EXEMPLUM IL 
Quaeratur. valor exprejfionis x? --xx--x, fi loco x 
ponatur x ——- a. 
Ponatur y — x?-]- xx -- x, fietque. 9 —25 nunc 
cum fit yc x? --.xx-—-.x 
d 
— —3xr-ax-p 1 
dx 
ddy : 
—— 6x --23 
di -- 
- d? y 


R-—*t 

Et» ? 

J4 —— da 
Ex his valor fun&ionis y — x5 -I-xx-1—-x, fipro x» (ta- 
tuatur X —— 2, erit fequens : 
x?-—-xx--.x--2(3xxtaixbi)--1(6x42)-2-2.6 
-—x3--7xx--17x-1-:4, qui idem prodit íi actu 
loco x fubítituatur x»-—23. 


erit 


EXEMPLUM Ili. | 
Quaeratur. valor. expre[frouis xx—3x -—:, ff loco x 
pouatur ^ X — 3. 
Vv Fiet 
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Fiet ergo — "»—— — 5; & pofito 
y-— xx--3x--1, erit 

dy 

u -—ix--3 





e "NL 
aL Y 


vnde pofito x —.3 loco x functio x?-|-3x-1—-1 abibit 
in x*-L-3x-i—i(xt3)-3- 1.2 — x? — 3x 1. 


$1. Si pro c fümatur numerus negatiuus, repe- 
rietur valor, quem functio quaecunque ipíius x induit, 
dum ipfa quantitas x diminuitur dara quantitate w. Sci- 
licet fi loco x ponatur x—«w, functio ipfius x quaecun- 
que y accipiet iftum valorem: 


t) dy o? dd «dy Q* d^ y & 
J dx 2adx? |. 6dX3 ^C  a4dx* TE PES 


vnde omnes variationes , quas funtlio » fübire poteft, 
dum quantitas x vtrinque variatur, inueniri poterunt. 
Quodfi autfln » fuerit fun&tio rationalis integra ipfius x, 
quoniam tandem ad eius differentialia euaneícentia de- 
venitur, valor variatus per expreílionem finitam expri- 
metur; fin autem y non fuerit huiusmodi functio, valor 
variatus per feriem infinitam exprimetur, cuius propte- 
rea fumma, quoniam fi fuübftitutio actu inftituatur, va- 
lor variatus facile aílignatur, expreílione finita exhiberi 
poterit. 


;2. Quemadmodum autem differentia prima eft 
inuenta, ita quoque differentiae fequentes íimHibus ex- 
pres- 
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preffionibus exhiberi poffunt. Induat enim x fucceffiue 

valores x--w, x--2aw, x--3*w, x-1-4», &c. 

bur valores ipfius y  refpondentes indicentur per 
, y, 9m , jy*, &c. ficuti in initio —- libri pofui- 

rus. Quoniam ergo )j', )", j!, y", &c. funt va- 

lores, quos y nancifcitur, fi loco « Biber refpectiue 

x--we, x-—-29, x-]-39, x-L4, &c. 
per modo demonítrata ifti ipfius y valores ita expri- 





Inentur : 
om c*ddy q3d3y. p*d*y | 
yl7-— * 
x3 pr  adx? Tos 6dx3 t 24dx* -i- «c. 
Eds em Loo n 8w3d5y , 16w*d4*y 
 — t ^ adzr* | 6dx? ipn  24dx* T-&. 


R. ioi 9* d 1 ddy 2703 1? y, B8rw* d* y 
yszzg-r dx T  2dx? us 6dx? t  24dx* --- &c. 


40dy , 16u*ddy , 64w3d?y , 256w*d* 


j*—)J-3773 dx Y "ada? | 6dx? T. LS -- &c. 
&c. 





53. Cum igitur, fi &y, *y, A3y, 5*y, &c. de- 
notent differentias , primam , fecundam , tertiam , quar- 
ram, &c. fit: 

hy, e y V iem y 

A*y — yn 2j! -pL 

"uda jt — 3" 4 3y! — y 

A*y Ly" 4y-—-6y"— 14)! -L- y 
&c. 
Vva i(tae 
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itae differentiae per differentialia hoc modo exprimentur : 
wdy /« w*ddy w3d3y , w*d*y 














Ay Am LEE EE RIS - a is e 
7 dx adx* ^" 6dx? 24dx* &c. 
?^-.2.)9?ddy | (23-2.1)9?d3y , (25-2. py» 4* 
A? —(2 2.9? ddy | (a* ic aco IU 
JT. ads t 6d? t 24dx4 T5 
(33 - 3.233 4 3.1)9»? 43 y (3*-3.2* 1 3.D w*4* 
à:yz2 9.792 13. 00 23 LL 7732 E90 oe 


A442: 47437 16:774: 049 | (4774376214025) 
oci: 24 dx* 120d2x? 





&c. 


$4. Quantam vtilitatem. afferant iftae differentia- 
rum expreffionis in doctrina ferierum -& progreffionum, 
cum fponte patet, tum in fequentibus vberius expone- 
mus. Interim tamen in hoc capite vfum , qui hinc ad 
ferierum notitiam immediate redundat, perpendamus. 
Quanquam vulgo indices terminorum feriei cuiuscunque 
progreffionem arithmeticam, cuius differentia eft vnitas, 
conftituere affümuntur ; tamen quo víüs latius pateat, 
atque applicatio facilius fieri poflit, differentiam ftatua- 
mus — c, ita vt, fi terminus generalis feu is qui indi- 
- €i x refpondet, fuerit y ; fequentes conueniant indicibus 

x--0, x--29, x--3w, &c. 
Quodíi ergo his indicibus refpondeant fequentes ferici 
termini : 


y,X*--0,x--20,x--3w, x-]-4w, &c. 
"Ir P 2 Q ) R ) S ; «c. 


fin- 





3 
à 
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finguli ex 5 eiusque differentialibus definientur hoc modo: 
w3d3y  , — w*d*y 

















P "de t E t Todos it 24dx* | Te. 

Beh SL 

Rc 524 evi) Lid. Tisi poem 

— Er UMS, ck e 
&c. 


$5. Si hae exprefliones a fe inuicem fübtrahantur, 
in differentias non amplius ingredietur », eritque 


! .Uudy, w*ddy t93 43 (i wid 
Pr lUe Xu LU 


td w?*dd tQ)? d3y ef 4 
Q-P—22,.3 P AMEN A ACA A ELA MESE 








dx 2 dx? ! 6 4x3 24dx* 
| qu 99) , sw?ddy , 19w34?y | 6$ t4*y 
RE de" szde* "V 6dg5 TX  20dx* -r 9 
tod y 70 ?ddy 7 03 43 175 0*d*y 





: "Te d LE 2adx? — t 6 dx3 t 24dx* -— T 
T-s—25 Ets AM 610545 | 369w*d*y 


dx adx* F^ 6dx3. 24dx* *4- &c. 
&c. 


Si hae expreffiones denuo a fe inuicem fubtrahantur, eti- 
am diffcrentialia prima fe deftruent; eritque 


Vv 3 Q - 
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M A rscansl ^ddy 603 3 14 w*4*y 
Q- 1P--y "edx? -—— "EUR - — 24 [de^ -— &c. 


| | 2tu*ddy 1209d*y ,. gowtd*y 
R-2Q0--P-— 2 dx? — 67x? Miiller m 24dx* -- &c. 





2 uw? dd y I8 93 d* y 1100*4*y 


S -:R-r-Q— adx? npa 6 dx3 dem a4dx* P»-u d 








| ,p-209*ddy , 24€9d3) , 194 w*d*y ,/— 
T-2S--R— LV PNEU el upgwe 24dx* ma &c. 
&c. 
His autem denuo a fe inuicem fubtra&tis differentialia 
quoque fecunda ex computo egredientur : 
Lac v cieadeaé 


| d d3 y idis 
S-3R-4-35Q-P— TEC al "At -] &c. 





ipfius x , quia eius differentialia altiora tandem euanes- 
cent 


Nu 60345 840*d*y . | | 
T-3S--3R-Q-— ^us d- ge xe 
fübtractionem auteni vlterius continuando fiet : 
: | —. 24w*d*y ; 
24 00* d* y 
qT—4S--6R—4Q--P— - a4dx*. - &c. 
atque 
e ga T, 120t54*5 & 
T— ;S-- 19R — 109Q 2- ; P —— 5 — OUT UT- OU 
56. Quodíi ergo y fuerit functio rationalis integra | 
| 
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cent, hoc modo procedendo tandem ad expre(liones eua- 
nefcentes peruenietur. Cum igitur iítae expreffiones fint 
differentiae ipfius y, earum formas & coefficientes dili- 
gentius perpendamus : 








325) 
 . dy , w?ddy t3 d*y tw* d*y t95d5y | 
&y — de ÁPpn——7— Ju "Edo T edet L kaoder i 
jy cto a P Pon UEM auti» 


——u E T^ 
dx? 3dx* * 3. 3.4 dx* | 3.4.5dx5 3.4.5.6dx? 
0 60 «9? d* y 6(0*4*y , 25t005d5y | go0w945y , 3010? d" y 
El $2 








ay qui V ades V aig det 14.3.6124 1 4.5.67d* 

siqua. lame pu a y MEOS a 
J— "de^ $ dx? $.6dx* ' 5$,6,7.dÀx* ; 

Aide q5d3y , 15 0^ d^y 140 9! d'y 1050 (99 dy & 
"T Et M IN dV 67Àx' ! 6.7.894dx9 1&c. 


95d5y , 21 'd'y , 2660*d*y , 2646w9?4?y 

A*y— pe ws L7 7 dà P. 7.8 dx* ! 7.9.9 dx? 
&c. 

In quibus feriebus quemadmodum ' denominatores proce- 
dant, clarum eft; numeratorum autem coefficientes ita 
formantur, vt quiuis coefficiens numeratoris fit apgrepa- 
tum ex fupra ftante & praecedente per exponentem dif- 
ferentiae multiplicato. Sic in ferie diflerentiam ^^y ex- 
primente, eft 2646 — 1050 -4- 6.266. 





l&c. 





$7. Confideremus quoque feriem eandem fimul 
retro continuatam, quae continet terminos indicibus 
X——Q; X—20; x——30; &c. refpondentes : 
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4443 394305 X«305 X05 X5 X5 x 295 X30; x T46; &c. 









































"4 , Jy P» J: P Q, R, S, &c. 
Cum igitur fit: " 

55 ply , w*ddy (3 d? y t9* d* y 
P dx t 2 dx? 6dx3 | 24dx* —&c. 
tr) t 2dx* 6 dx3 24dx*. —&c. 

30dy ,9w*ddy ^ 27w3d*y , gr w*d* 
um- — dA t 2dx*. G6dx8 24dx* —&c. 
E 40dy , 16w*ddy ^ 64034 2560*dx*. 
emm de 2 dx? 6 dx? "a4 dà^ €. 
&c. 
erit his valoribus a fuperioribus P, Q, R, S, &c. 
fübtrahendis : 
P—p tod y wy t5d5y 

ER — dE. "6dx) | V -F&c. 
Q— 4 aaa... Sw y i  3205d5y. 

2 qu ME C "6dx3 " 120dx5 d-&«. 
R—r 2s 27 3 d* y 243105459 / . 

2 "Hi T -6dx? 120 dx 5 -- &c. 
$—5 i 640d5y , 1024u5d*) 

$ v7 4m  6dx3 120dx5 --&c. 





&c. ' 
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fin autem termini hi ad füperiores addantur, tum, querm- 
admodum hic differentialia parium ordinum deerant, dif. 
ferentialia imparia ex computo egredientur. 



































Erit enim 
E irai Rt 7 qu E 
EMSGUC ET dE EE 
EE ELT D c 


&c. 


:58. Quoniam termini antecedentes onm exprimi 
poffunt, fi ii in vnam fummam colligantur, prodibit fe- 
riei propofitae terminus fümmatorius.  Refpondeat fcili- 
cet cerminus primus indici x—7w, eritque ipíe terminus 

primus —— 
mody , n*w^ ddy — pig? P» 4 n* t* d*y 
dx '*  adx*  . | 6dx$ S irpryr rq *p&e 
Cum igitur terminus indici x refpondens fit — y, ter- 
minorumque omnium nurmerus fit — z -- 1, erit fum- 
ma omnium a primo ad vltimum y inclufiue fumtorum 
feu terminus füummatorius —-— 


Xu gcn | (14-1) 
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a-bi)gm- 26 d-ba-a s. ea) 
p SEL aaa e page. S118) auge) 
vn. ebato-i ie «ei oso) 

7 Abra PEPUAR QNNM 

— 2. ise a5) 





&c. 


$9. Supra autem fingularum harum ferierum fum- 
mas exhibuimus, quae fi hic fubítituantur, erit fumma 


pe — lo 


feriei noftrae propofitae —-— 





| d | 
(n1) — —72— (onc 1») E 


wddy 
2dx* 
0? d3 y! 
6 dx3 
qid*y 
^ 24dx* 





(&n* 7 is! -L i n*) 





| 
($53 -Limd-i25) : 
(tn*-]-in*-- 522? — 43452) 


" w5d5 
120dx5 
Bs 


vbi » dabitur ex indice termini primi, a qua fumma 
computatur. la fi ponatur e — ri, & index termini 
pri- 
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primi fin Z1, fecundi — 2, & vltiimi — x, ita vt 
haec feries fit. propaofita : 





I ; 3 3 3 4 5 . . a . . * 
dcPQ € Mag rote ME 
erit huius feriei fümma (ob x— zzi & »—x— 1j 
d 
— ay —BÀ— (irx—ix) 
ddy I $43 Iovy- Ix) 
 ubrw co ($x3— ix-L-i-, 
d? y 


ED 6 dx3 (fx —ix5-Lixx) 


d* y ) 
ede—— Gui) 34x) 


24 dx* 
d$y ? , 
RUM ($x5— ax ul adam pz X?) 
dy 
E a uuu I 9? Y 3 — Ey. | X r! 
"dcm (5 * -Li —-- 4 J 


60, Ex hac fümmae expreflione, quia coefficientes 
vehementer augentur, fi x fuerit numerus magnus, pa- 
rum vtilitatis ad doctrinam ferierum redundat; interim 
ramen iuvabit aliquas proprietates inde fluentes comme- 
morafle, — Sit terminus generalis y — x", atque termi- 
nus fummatorius per Sy feu S.x^ indicetur. — Qua de- 
fignatione vbique adhibita erit : 

IiIxx— ix Sx—x 
r3 —dix*-LiirlS-3x 
ix*— Qxr-Lixxc S. 63 — x) &c. 
| AX Quarn- 








Quamobrem ex füperiori expreffione obtinebitur : - 
S.x^cca"d— nx5sax--zx^ 


a reu D eS a? — 0-9; 
LL fne 1-2) x58, x3 —L— "(n- L(z-2) x^ 
1, 2. 3 P TRE 
&c. 
At cum fit 


(1-1)»220— Yy-— )-4-t9-D i ILI 22. &c. 


* amo 


. H8(|7 —I HUN—I n--2 
FIRE CONEICEDICED ERAN 
1. 2 I. 405.5 
e : 

— 1, ideoque excepto cafü 7— o, quo ifta expreflio fit — o. 


Sy» zc ancipxsl— xt. 
4L re D. sin tn 
Eu 2 (n—1)(1—2) (2—2) 


x01 68. x3 
E2304 
EIU IA OZ) sna S, a 
&c. 


61. Quo tam veritas quam vis huius formulae. cla- 
tius perfpiciatur, euoluamus fingulos cafüs, fitque primo 
9Ic1.. entque; 


M cin E am 


S.x — x?--x-——S.x, ideoque 
quemadmodum fatis conftat, 


Pona- 
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Ponamus ergo z—2, eft erit: 
(OS.x*? — x3 -- xx — axS.x--S.x*, 
quae aequatio, cum vtrinque termini S.x? fe tollant, idem 





dat, quod praecedens APUL NU Si fit 2? — 5, erit 
SX Zcxí-Lx3—3x*Sx—--3xS.x* — S.x?, 


. ideoque 
S.x! —3xS.x'— ix'Sx--ix!(x-Lr), 
fi ponatur z —4  prodibit: 

SX 2c xi-I- x*— 4 x3 Sx 6x* S.x? — 4x S341 Sua, 

vnde ob S.x* deftru&tum erit : 

S.x* — PxS.x*—— x"S.x-I- 1x? (x-I-1) 

a cuius triplo, fi praecedentis daplum fübtrahatur rema- 
nebit : S.X* — $xS.x?*—— 1x59 (x——1). 





Si ponatur z-—5 fiet: 

S.X5 2 x5-- x5 — sx*Sx-I- 10x98. 3? — xo x? S, x5 
" -- 548.24* — S.x5 
feu 

SSr5 Z— £x S.x* — $4843 -I- £x x ? — £x*Sx 

-L- ix (x) 
atque ex 7— 6 fequitur: 

S.x6 7c x!'—I-x9——6x5Sx —- 15 x* S. x2 — 20x3 S. x3 

--15x?8S.x* — 6xS.»5 -2I- S. 5 
feu 

9.435 Z2 íxS.x* — I94?$.x3 —- 4 5S. x! — x* S.x 

0 BER (x1). 
XX 3 62. 





S. y imd 


Simi EH uu (em) as, Gt) 





62. Ex his ergo generaliter concludimus, 4 fuerit 


2m-|-i fore: 
zm: xS — Node x?S. p Ct Damm: 9 Td ams 
2,..1. 2 2. I. 2, 3 
iine E arit un Lett) yim Sa —Liaimdi (4 4-1). 


Sin autem fit ipM MpAERER quia termini SEE. 
fe mutuo deftruunt, reperietur : 
Lam) 
3 3; 54 





Duplici ergo modo fümmae idis imparium ex 
fummis poteftatum inferiorum determinari poffunt: at- 
que ex varia combinatione harum duarum formularum 
infinitae aliae formari poflunt. 


63. Multo facilius autefn fümmae poteftatum im- 
parium ex antecedentibus definiri poffunt : atque ad hoc 
quidem fufficit folam fummam poteítatis paris antece- 
dentis nouiffe. ^Ex fummis enim poteítatum füpra ex- 
hibitis conftat, numerum terminorum fümmas conftitu- 
entium, imparibus cantum poteftatibus augeri, ita vt fum- 
ma poteftatis imparis totidem. conftet terminis, quot fürn- 
ma potefítatis paris praecedentis. Sic íi poteftatis paris 

x3?" [fumma fit: 
S10 — auanant ei Bx y aim dai - E eao0-$ — &c. 
vidi- 


x3 S, a1m-: 
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vidimus enim, poft terminum tertium alternos terminos 
deficere, fimulque figna alternari; hinc fumma fequen- 
tis poteftatis x:»-- inuenietur , fi finguli illius termini 
refpe&tiue multiplicentur per hos numeros : 

24-1 andi 25 I amr 25 I 

E : 24 lI 285117 : ; &c. 


non omittendo terminos deficientes ; eritque ergo 























2n t: 25 Ti, lt 
.imJ-p-—— — ——— guacindei yand-i LL 
Sx — 152 [D amr L- yx 
25 I ni 2241 
— —— — xin: — gxin—4—— — — Qxam-6-L-&c. 
2H —I 28— 4 pr ta 


Quodíi ergo conftet fumma poteftatis x?", ex ea expe- 
dite fumma fequentis poteftatis -?"-** formari poterit. 


64. Haec fequentium füummarum inueftigatio etiam 
ad poteítates pares extenditur; quoniam autem harum 
fümmae nouum terminum recipiunt, hic per iftam me- 
thodum non inuenitur, | ex natura tamen ipfius feriei, qua 
conftat, fi ponatur x— , fummam quoque fieri debere 
$3 , femper erui fondi Viciflim autem femper ex 
foiniia cuiusuis poteftatis cognita praecedentium potefta- 
tum fümmae inueniri poterunt. Si enim fuerit : 


S.x^ — an I xn- IL yaxn-1— 0x31 ex"-5 — Cx777-- &c. 
erit pro poteftate praecedente : 

arn 2 QA? t - ex n-I - Lem) yos O3) dun &c. 

| hinc- 
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hincque vlterius regredilicet, quousque libuerit. MNotan- 
| i 

dum autem eft effe perpetuo « — vi & 6-—i, 

vti ex formulis iam fupra datis apparet. 


65. Attendenti ftatim patebit fummam poteftatum 
x7-1 prodire, fi fumma poteftatum ^ differentietur, eius: 
que differentiale per z4x diuidatur ; eritque adeo 

d.Sx*—ndx.Sx"i /& quia efl 4.43» — 5x72»; 
erit — A Sx» S.nxrdx — Sx? ; 

ex quo intelligitur. differentiale fummae aequari fumme 
differentialis : ita in genere fi feriei cuiuspiam terminus 
generalis fuerit — y, & Sy eius terminus fümmatorius; 
erit quoque S.Zy — 4 Sy: hoc eft fumma diftferentiali- 
um omnium terminorum aequatur differentiali fummae 
ipforum terminorum. Ratio autem huius aequalitatis fa- 
cile perfpicitur ex iis, quae fupra de ferierum differen- 
tiatione attulimus. — Cum enim fit 

Sam — Seir -enietii mint 

erit 


read -——Mn- 1. (x-1 1y-11 (1-2)9-1l (x -- 3y1- &c.-—— Sis 28-à 


quae demonítratio ad omnes alias feries patet. 


c6, Reuertamur autem, vnde digreffi fumus, ad 
differentias fun&tionum , circa quas adhuc quaedam an- 
notanda funt. Quoniam vidimus, fi y fuerit fun&tio quae- 
cunque ipfius x , atque loco x vbique ponatur x t w, 
fun&tionem y adepturam effe fequentem valorem : 


yt 





- 
a 


—€————————————————————— 
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wdy, w*ddy t93 d3y w*d*y | widy V 
JT rdv! Lade: r.2dx* uh T 1.2.3. 4 dx* 5 1.2.3.4.5dx 5 dig 
haec expreffio locum habebit, fiue pro » quantitas quae- 
cunque conftans accipiatur, fiue etiam variabilis, ab ipfa 
x pendens. ([nuentis enim per differentiationem valori- 
bus fractionum e : 22 : zg : &c. in fa&ctoribus 
c), tw*, «9, &c. variabilitas non fpeCtatur, hincque per- 
inde eft fiue & denotet quantitatem conítantem, fiue 
variabilem ab x pendentem. 


67. Ponamus ergo effe & — x, atque in fun£tio- 
ne y loco x fcribi x — x — o. Quamobrem fi in func. 
done ipfius x quacunque y loco x vbique fcribatur o, 
valor functionis erit hic: 


vd y x7, J, 19 ti. v3 d3y x d*y & 
—— 1dX L2dx? — 1.2.3dx3 1.2.3.4Àx* Z 


Haec ergo expreffio femper indicat valorem, quem func- 
tio quaecunque y induit, fi in ea ponatur x — o, cuius 
veritatem fequentia exempla illuftrabunt : 


EXEMPLUM I. | 
Sit y — xx--ax-1-a, cuius valor, fi i ponatur. T 
quaeratur, quem quidem conftat fore —— «7. 
Cum fit yc «x -L-ax--ab 
Y dy Mar: 
erit de x--a 
d d P B 
1.2dx* — 1 à 

Y y ideo- 
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ideoque prodibit valor quaefitus 
xx -—L-ar-L.ab——x(ax--.a)-Lxx.1I—ab, 
EXEMPLUM II. 
Sit y x? — 2: 1-3, cuius valor, pofito x zo, 
quaeratur, quem conftat fore — 5. 
Cum fit y — x? — 2x -I-5 


erit ——3v—2 


| obtinebitur valor quaefitus 
a4) —2x--3—x(34Y — 2)-]- 4. 3x — x?, 177 5. 
EXEMPLUM III. 


t y — alor pofi 
Sit Ji TES cuius valor pouto x -— o, quaeritur, | 


x "UT. POHENEL EN 
Cum fit * sapie erit de ua 


dd9 n X d3 y | onem 
1.24 x? — (1— xy? ? La.3dx3 — (1—4)* ? 
Hinc erit valor quaefitus 
x x Ld 13 x* 
—ie du»  ü-95  Q-9* xy 


huiusque ergo feriei valor eft o 


quem conftat fore —o. 
-&C. | 

| 

| 


Quod 
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Quod etiam hinc patet, quod. haec feries primo termino 
xx x? 


Xx 
: dtd 2———— —— ————s—7——— —- «c. t den 
trüunc (e. ca (ub &c. fit feries 
eometrica, eiusque füumma — ——— 2 -— 
$ — (1-x)* 3x(1-x) — ) 
^ : X X 
vnde valor inuentus erit — —— — — —o. 
I Xx Ix 


EXEMPLUM Iv. 
Sit y ——e*, denotante e numerum, cuius locgarith- 
mus hyper bolicus eít vnitas, & quaeratur valor ipfius y 





fi ponatur x —o, quem quidem conítat fore — r. 
| 2e dy d dy 
Cum (it y-—e*; erit j-z-e*i 5 --e*; &c. 
ideoque valor quaefitus erit 

exy e* xx e*x3 e* x* 

I I.2 a3 LA 34 
| t—— ——— — — ———————— — —ri (LN *]1 
—e( ini i.2. ts r. 3.3. bo &c.) 


XX 


At fupra vidimus feriem. 1— — ---- Fase D -L- &c. 


exprimere valorem e—*, erit e Tix dnd tüs vti- 
e* 
Nüe ets I—LEI 


EXEMPLUM V. 

Sit y—fíinx, atque pofito x — o, manifeftum 
eft fore 5 — o, id quod etiam formula generalis in- 
dicabit. | | 

Yy?2 Cum 


EAE ns 
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Cum enim fit »—hfíinx; erit 2. : cof x 5 
di) 7-5 6 RA SUE UU 
dos nox; RU eu ji fin x; &c. 
erit pofito x — o valor ipfius wo 
3 

(inx — 5 cofx— — (nx cox. — je &c. 

I .3 TIC TE 

. xx x* 

quieti ce riri ;- &e) 


x3 —— x? x 








EXUTS 2.3.4. $ "TELlIDPA) 


harum autem ferierum fuperior exprimit cof x, inferior 
m au erierum | fup primit cof x, infe 
autem finx, vnde valor quaefites erit 

— (in x.cof x — cof x . fin x — o. 


68. Hinc igitur viciffim cognofcimus, fi y eius- 


inodi fuerit funGtio ipfius x, vt ipfa euanefcat, pofito 
x-o, tum fore 


. edy , xxddy — xid*y xtd*y PICS 
idx ' z.2dx? — 1.2. .3dx3 1.2:2. AL dx* fie us 


Vnde haec eft aequatio generalis omnium omnino func- 
tionum ipfius x, quae dum fit x — o, fimul ipfae eua- 
nefcunt. Et hancobrem ifta aequatio ita eft comparata, 
vt, quaecunque fun&io ipfius x, dummodo ea euanefcat 
euanefcente ., loco y fubítituatur , aequationi perpetuo 
fatisfia. Quodíi vero y eiusmodi fuerit functio ipfius x, 
quae 
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quae pofito x — o, recipiat valorem datum —— A, tum 
erit : 
xdy , x'ddy | x*d$y. utdige- ire ERI 
Idx ' padx? 1 ,2.3d.x? 2.3.4dx* — — 


in qua aequatione omnes xS fun&tiones ipfius s; 


, quae pofito x-—-0, abeunt in A. 
" * 


69. Siloco x fcribatur 2x, feu x -- x, funCtio 
quaecunque ipfius -»', quae defignetur per y hunc induet 
valorem 

vd x* dd x34? x*4* 
y- ek UR I. ed a 132.3; - T 
Atque fi loco « fcribamus zx, hoc eft x ——-(n— 1)x 
fun&tio y accipiet valorem fequentem : 





|» (2—1)xdy (2 —1)* xxddy (n—1)*x34*y 
rinm tx ^ L2dx* 1.2.30 x? ^p &c. 


Sin autem generaliter pro x fcribamus 7, functio quae- 
cunque y ipfius x, transmutabitur ob ? — x —-t——x 
in formam fequentem: : 

(t-24)dy , (—2)'ddy , (t—x)34*y 
yp p Im WT 3 dx -- &c. 
Siigitur v fuerit talis functio ipfius 7, qualis y eft ipfius», 
quia v ex ) nafcitur, ponendo 7 loco x, erit: 
E^ (—2)4y — (t— x)* 4dy (t— x)? 43y 
oc dx | ^  r.adx? 1.2.3Àx3 -F&e. 
cuius veritas quibuscunque exemplis comprobari poteft. 


Yy 3 E X- 
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EXEMPLUM. 
Sit enim y Z «« — x: manifeftum eft pofito ? loco x 
fore v zz tt — t, quod idem expreílio inuenta decla- 


rabit. | 
Nam ob 


gx erit T. cari; & E ced dr 
| vnde fiet | 
0— xxx (t—2x)(x—21)-0—2)* -— 

xXx —x—L232tix— axx —t-]-x-L-tt — 2tx -- xx — tt — t, 
Si itaque fuerit eiusmodi functio ipfius x, quae pofito 
x—a abeatin A; ob £-c«4 &sv-zcA fet 

(7 (m3) (n3 diy | (ny og 
A-IJ)TEUÁU 7t 1.27245 dud 1.2.3 dx? -- Ee. 


huicque ergo aequationi omnes funCtiones ipfius x, quae 
(ado xzz« abeunt in A, fatisfaciunt. 
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DE CONUERSIONE FUNCTIONUM 
IN SERIES. 


70. 
I: Capite füperiori iam ex parte oftenfus eft vfus, quem 


expreffiones generales ibi pro differentiis finitis in- 
ventae habent in inueftigatione ferierum , quae valorem 
cuiusque functionis ipfius x exhibeant. Si enim » fuerit 
functio data ipfius x, eius valor quem induit pofito x —o, 
erit cognitus; hicque fi ponatur — A, erit vti inuenimus : 





«dy ,— x*ddy x3d3y x*d*y f 
— dx ' radx? — d.2.3dx? | CENT E rM 


Hinc ergo non folum habemus feriem plerumque in in- 
hnitum excurrentem , cuius fumma aequetur quantitati 
confítanti A , etiamíi in fingulis terminis infit quantitas 
variabilis x, fed ctiam ipfam functionem y per feriem 
exprimere poterimus, erit enim : 





E: xdy — xxddy ,/ x3d*y :aiaib bag 
J—AÀd E ide d rius rue He 


cuius exempla iam aliquot funt allata. 


71. Quo autem haec inueítigatio latius pateat, po- 
namus functionem y abire in s, fi loco x vbique fcri- 
batur x —- w, ita vt s talis fit functio ipfius x -]- v. 
qualis j eft ipfius x, atque oftendimus fore : 


5I 
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bo 


s -- dy SI Pa pur Isis i 

dx — 230x* . CLA, TUN SO di* 
Cum igitur huius*feriei (inguli termini per continuam 
ipfius y differentiationem ponendo 2x conftans inueniri, 
fimulque valor ipfius s per fubftirutionem x —- v in lo- 
cum ipfius x atu exhiberi queat; hoc modo perpetuo 
obtinebitur feries valori ipfius s aequalis, quae fi « fue- 
rit quantitas vehementer parua, maxime conuergit, atque 
non admodum multis terminis capiendis valorem ipfius 
* proxime verum praebebit. ^ Ex quo huius formulae 
in negotio approximationum vberrimus erit vfus. 


-L &c. 


72. Vt igitur in infigni huius formulae vfu often- 
dendo ordine procedamus, fübftiruamus primo in locum 
ipfius » fun&kiones ipfius x algebraicas. Ac primo quidem 
(t y— x^; eritque fi xc loco x ponatur. $ — (xo) ^. 

Cum igitur fit: 


I3 T dd 
dm nx-i 2 Ja — n e1)s^7" 
e bd B—3 * P c ! ^ f n-—a 
dx? n(n-1)(-2)x"-3 3 Jy "(nea y(n-2)(1-3)x 
&c. 


his valoribus fubftitutis fret : 


n1) saga 4 n(n-1)(172) 50 l&c. 


nm, 
(xw)ezan ime AU 


quae eft notiflima expreffio Neutoniana , qua poteftas 
binomii (x-4-9€)" in feriem conuertitur. Hunsque 


feri- 
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feriei terminorum numerus femper eft finitus, (i z fue- 
rit numerus integer affirmatiuus. 


95. Poterimus hinc quoque progreffionem inue- 
nire, quae valorem poteítatis binomii ira exprimat, vt 
ea abrumpatur, quoties exponens poteítatis fuerit nume- 
rus negatiuus, —Statuamus enim 





— ux ! M EC en T, 
p —: erit $-—(x--w (I) 
"x--rTu? ? Heer) Y--u 


ideoque habebitur : 
REUNIR CONI Ce osa A oae cr TNT 
(x Ti)? (x45) ^ r.2 (xde)* 1.2. 3(x T)? 
diuidatur vbique per x", eritque 
nmx—?u . n(u-i)v-"u?  n(um-iry(u-2)x-"4?3 
r(x 4-2) 1, 2 (x 0)? 1,2.3 (x Li)? | 
Ponatur nunc — 7-273 prodibitque 
| zu "^u | m(m-4-r)x"u*, m(m-41)(m42)axm13 
Gian Un EE EAMLDSCE" -|-. &c. 
i(xu)' r.2 (cL? 1.2.3 (x4)? 
quae feries, quoties z» eft numerus integer negatiuus, 
finito terminorum numero conítabit. Haec igitur feries 
aequalis eft primum inuentae, fi pro « & z fcribantur 
uy &ms; erit enim inde 


4 m(m-—1)x"T-2u? | m(m-1)(m-2)x-345 
| [3 Ku Y 





Flynn n 
(x u)-" s 


Hi-1 
(x 1)" — i Arab 


-L- &c. 
74. Haec eadem feries quoque deduci poteft ex 
expreflione initio $. 7o. data. Cum enim, í! pofito 
xo, abeat 5) in A fit: 
LZ y— 
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x, xxddy x?d*y xid*y 
(—— dx * r2dx? — La.3dx3 ^ i.2. 3.4 dx* -&c-A, 


ponatur y-——(x--4)'; erique Acca"; & ob 
— — bouge : 1 —n(s—Y1)y(x-a ; 
— »(n-1)(n-2)(42)93 ; &c. fiet 
Peor x? (ep a)n-: — &c. — a^ 
diuidatur per jastdy: atque prodibit : 


ET -1)—-HB—— UR Va 05a T "(n—i)a-"x^ —— 
(xi ) — I (xa) rtm :2 (x2)? &c. 


quae pofitis refpectiue », x & —» pro x, a & z 
orietur feries ante inuenta. 

75. Si pro z ítatuantur numeri fraCti, ambae fe- 
ries in infinitum excurrent, interim tamen íi w prae x 
fuerit quantitas valde parua, vehementer ad verum va- 


lorem conuergent. Sit igitur z Lt PUN Jm a, erit 
ex feriem primum inuenta : 
pt 2^ pu | g(u-v) wu , Mu-vXu—2v) v? ^ ) 
(a. un TS CAMP Wee Um L Ja). 3» REC 


Series autem pofíterius inuenta dabit : 
Ü 
P |j L dí pis* ) 43 
(4) za (4 09 tm NICDIGIDDNPS j 


va --u) yay (a.u)? y. 2V. 3 (a 4- La)? 
Haec 





mois ———— ——— —Ó— —————À———————— -€————— 
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Haec autem pofterior feries magis conuergit quam prior, 
cum eius termini etiam decrefcant, fi füerit «za , quo 
cafu tamen prior feries diuergit. 
Si igrur fir pzc2r, 9-5, ent 
V m I U jg i$." 3. $.u* 3 
"d m? Hu tar ELE LELAA ——— '—— 
V (a -u) A ARRITA EISIRBEYTO ST RC 0 X75 Rio 
Simili modo pro v ponendo numeros 3, 4, 5 &c. 
manente g-—1, erit: 


3j, 5 ^A—at me Son I, I.4. 7 t 
yr pz C t aix) - 3.6 6 (3 oxi 6.« .9(a* -u)3 n &c.) 


2 PEL TE 4 1, $. 9 3.— )3 
Vat) ro Tay iTi zE VET 4 &c. ) 


I. 6 u? 1. B. II pw" 
(a5 pee C JETUCE YR estoy ng 0.15 (45 45 ]u)3 F&c.) 
&c. 


-6. Ex his ergo formulis facile cuiusque numer! 
propofiti radix cuiusuis poteftatis inueniri poterit.  Pro- 
pofito enim numero c quaeratur poteftas ei proxima, 
(iue maior fiue minor: priori cafu s fiet numerus nega- 
tiuus, pofteriori affirmatiuus. Quod fi vero feries reful- 
tans non fatis conuergere videatur, multiplicetur nume- 
rus c per quampiam poteftatem puta per $5 radix 
dignitatis v extrahi debeat, & quaeratur numeri fera 
dix, quae per f diuifa dabit radicem numeri c quaefr- 

Zz2a ram. 
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tam. Quo maior autem accipitur numerus f, eo magis 
feries conuerget; idque imprimis, (i quaepiam fimilis 


y Ario NN 
poteftas « non multum ab f c difcrepet. 
EXEMPLUM TI. 
Quaeratur radix quadrata ex numero 2. 


Si fine vlteriori praeparatione ponatur a2— 1 & «—: 


fiet 
a ax I. 3 I 25 t 
Kami doc peser oe pe ^ 73 "1- &c 


quae etíi iam fatis conuergit, tamen praeftabir numerum 
2 ante per quadratum quodpiam vti 25 multiplicare, vt 
productum 50 ab alio quadrato 49 minime difcrepet. Hanc- 
obrem quaeratur radix quadrata eX 5o, quae per ; di- 
vifa dabit V2. — Erit autem tum 4-7 & « — 1, vnde 
fiet: 


aeui i ZR eC I, 3. 
VsezsVa mo (4 Li. 7 RW Sc c. ) 





feu 
£2 5.5 
mu Z6 dos ei 100.200 xm 100.200. 1308 (UE e.) 


quae ad computum in fraCtionibus decimalibus inftitu- 
endum eft apti(lima. 


Erit 
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Erit enim 

f — I,4000000000000 
EP L220 140000000000 
I liu 2100000000 
f:9o-2$9-355 — : P jedes dt 
praec. in ;454 — 6:2500 
praec. in.s$5 — 11025 
praac. in Q7. — 202 
3 


Ergo Y2-— 1,41421356237309 


FXEMPLUM II. 
Quaeratur | radix cubica. ex — 3. 


Multiplicetur 3 per cubum $, & quaeratur radix cu- 
bica ex 24, erit enim y 24 mi 23. Ponatur ergo 
ü 3 c -"Tr- 3, eritque 


Aptent CURE TRIVORGSI, reef eL Coe -) 

V?4 — 3 ( 3.24 -- 3.6.24* 3.6.9.243 -L &c. 
& 

PELO iiie BL T2 I CR la 2nd ) 

V3—^5 G 2.8 -— 3. 6. 8? 15:6 9. 9? -- &c. 
feu 

3 | I Ll ne peur qfi ane ) 

/3 234 [1 — 0mm MMITM "c. 

65-i(—Zzcz— $m) 
Zz3 quae 


————— 
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quae feries iam vehementer conuergie, cum quilibet ter- 
minus plusquam oCties minor fit praecedente. Sin au- 
tem 3 mukiplicetar. per cubum 729 fiet 2187, & 
y2187 — y (133 — 10) — ys. 
Erit T DD w2215. (" y — Io. 
IO I4. rI6* Ed 7g )) 
— Ij — — &c 

y3— dC T tt gesret- og -t- &c 
cuius quiuis terminus plusquam ducenties minor eft quam 
praecedens. 











77. Euolutio binomii poteftatis tum late patet, vt 
omnes functiones algebraicae in ea comprehendi queant. 
Si enim verbi gratia quaeratur valor huius funclionis 
V (a2-2Px-|]-cxx) per feriem expreflus, hoc per prae- 
cedentes formulas, duos terminos tanquam vnum con- 
fiderando fieri poterit. Deinde vero haec explicatio fieri 
poterit ope expreflionis primum traditae: nam fi pona- 
tur Y (a —L- 2^x—L- cx) — y, quia pofito .e— o fit y —WV'a, 
erit A —YV^2 , & cum differentialia ipfius jy ita fe habeant: 
AO PERRE TP P N 
dx 7^ Y(a-ct-a2bx-Eoxrza) 
ddy.. — ^ acc bb 


(a—2—2Px-L- jgat 
d3y —.— x 807746) (4-64) 


gx? E 

Mosa 2b x --cxx) 
d^y — £p c-r) ege $0 noto acm 
PN (aM -2bx--cx xy 


&c. Ex 
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Ex his ergo obtinebitur : 
V (a4 2dx -exx)- ———— ote i du Lon - (iac (b ex)? 
V(a2bxTexx) 2(a42bycx: pi 2 (a]-2bx cxx) i 
- (bb — ac) (500 — ac 8hcx Taeexa)x* HIP UNO 
8 (a 24x cxx) Z 
Quod(i ergo vbique per  Y(a--2^x-|-cxx) multi 
plicetur feries fiet rationalis, eritque 
Va (a9 —2abx--cxx) 2 a--2bx--—cxx-(b--cx)x - C — dm 
(bb—acX b T ex) ? (UbueacXs5 5bb-ac] Fgbex d 4ccoex v) fec 
2 (aT 2b Tex)? 8 (ad 2bx T. cxx)? 
fiue 
(hb — ac) xx (Bi—acb lex)? — 


V(at2 ila pex) m V7 a(akaladexx)Va a(adabx Lxx)? Và Va 




















78. 'Tranfeamus ergo ad funttiones tranfcendentes, 
quas loco y fubítituamus. — Sit itaque primum y — 7r, 
ac pofito x-41—« loco x fiet «—— /(x—-w). Sint autem 
hi logarithmi quicunque, qui ad hyperbolicos rationem 
teneant 7,: r, eritque pro logarithmis hyperbolicis y — r, 
& pro tabularibus erit 2 — 0,4342944819o032. — Hinc 
differentialia ipfius 5» —/x erunt: 

DN. dd) —.Ü, qam '  &c 

dx x? dx17— x3? dx377 x5? : 

ex quibus conficitur : 


" 2502 to^ 
Faris pe- Js ais Au s a d-&ee 


2v ^ 549 
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Simili todo fi « ftatuatur negatum, erit : 





E. Au00 no^ : mu? nuy* 

H(x —w)— — pp ^r n i Ra 
Quodíi ergo haec feries a pem SA REA fiet 
yw 
A n(- II 7-27; 4- &c.) 


.Siin ferie primum inuenta : 
17. 20)? ntw* 


"esunii M ui d n 


2x* n 4x* 





xx^ : Nx 
jmr w--7-————: ert x gw —— LLLA 
ponatur vient: ——- DE 
HX nxx 
H(x40) i Ie Ku-x) — le — (u- ES 
atque 
zx nXX 2x? | 
f — 1C poe lu—————: m— ra — — — —- &c 


füumtoque x negatiuo habebitur : 
nx HAM "nx? nx* 
Hu x)-—u "Yi DT NU eis NEWS "t Egg : 
Harum ergo ferierum ope logarithmi expedite inueniri 
poterunt, fi quidem feries valde conuergant. ^ Huius- 
modi autem erunt fequentes , quae ex inuentis facile 
A SEES 


I 
ü Umum" — ina m —|- 
Kx-—1)zz ix 2 isi ipt Ni -- &c. ) 
 aPiabe, A cM zx-- Hc sci &c. ) 


quae 
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quae duae feries , cum tantum fignis a fe inuicem dis 
crepent, fi ad calculum resocentur , €x logarithmo nu- 
meri x cognito, eadem opera logarithmi amborum nu- 
merorum x-1 & x——r reperientur. Deinde ex re- 
liquis feriebus erit : 





ML SU m MTM E EE 
di I I I 
i x) den ( — -I ECCO $n T» H&c.) 


or Jm 1 Laws T Pero u Fe tse ) 


8o. Ex dato ergo logarithmo numeri x, logarith- 
mi numerorum contiguorum x--: & x——i facile in- 
veniri poterunt; quin etiam ex logarithmo numeri x—1 
logarithmus numeri binario maioris & viciílim eruetur. 
Quod quamuis in Introdu&tione vberius fit oftenfum, ta- 
men hic quaedam exempla adiungemus. 


EXEMPLUM kL 
Ex dato mumeri 1o logarithmo hyperbolico , . qui eft 
2,3025850929940 , logarithmos hyperbolicos numerorum 
1x (Q9 9 iunuenre. 
Oo haec quaeftio logarithmos hyperbolicos fpec- 


tat, erit 7 —:; ideoque habebuntur hae feries : 
I I I 1 


It yh — EXON ro? vy geom 
| | I I I I 
/9 $i "' 1o 2.19* No 4.10* 5.10? 


Aaa Ad 
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Ad quarum ferierum fummas inueniendas, colligantur 
termini pares & impares feorfum ', eritque 





I | | vul 2 
ee —0j1000000000000 |777 175 —20,0050000000000 
wv. Es 
73. 103 —— 0003333333333 4. 10* —O,00002$0000000 
I NS LT : 
^3. 193 —09000020000000 |777 15s —0,9000001666666 
I ex | I 
RTI —0O0,0000000142$857 "3 ini —0O0,00000000]P2;500 
, n * 
I 
737105 ——0,9000000001111 | 157; —0,0000000000100 
zi : 
TUS —O,0000000000009 | ialo!3 —2O,000000000000I 
E 











fumma — 0,100335 3477310 
summa vtriusque erit 
Differentia ambarum erit 
lam eft 
Ergo erit 
: & 
Hinc porro erit 


& 








-— M €—Á— RR " 


fumma — 0,00502 51679267 


« «  0,1053605156577 
O,0953101798043 
Jo — 2,3025850929940 





I11 — 2,5978952727985 
[9 — 2,1972245773363 ^ 





73 — 1,0986122886681 


[99 — 4,5951198501346 
^. 
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EXEMPIUM IL 


Ex logarithmo hyperbolico numeri*99 nunc. suento ur 
venire logarithmum numeri 101. 


Adhibeatur ad hoc feries fupra inuenta : 


Kx 1) G1) 7 t s urn zud- &e 
in qua fiat x — 100; eritque: 
lyo1—ls9-.- 4. - — —-- —u TL Re. 


IOO . 3. EOM $. IOO? 7. IOO* 
cuius feriei fumma ex his quatuor terminis colligitur 
— 0,0200006667066 , quae ad /99 addita dabit 
1101 ZZ 4, 6151205168412. 


EXEMPLUM III. 


Ex dato logarithmo tabulari muneri 10, qui eft —r, 
inuenire logarithmos numerorum 11 & 9. 
Quoniam hic logarithmos communes tabulares quaeri- 
mus, erit 72 0,4342944819032, pofito ergo x — ro 
erit : 
n Jj: 
2. d UT SIS, | 4. 10* 


lu ho4-— --— 


n H 75 Hn 


| 9 "EE Oeo tem apo tii ent: s 
: : 10 2, 10* 3. fO* 4. 10* 


 Aaaa Col- 
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Colligantur termini pares & impares feorüm : 





IO 

———T——o 
3. 10? 

$.105 


"Ee 0,0000000062042 


| 7 
————  -0,0000000000482 | ——— 7 
! 4 |i91o** 7 


9. IO" 
H 
11.IO! ! 





H * | 

-—-  —0,0434294481903 | 
| Ón 

0001447648273 | 74.104 9/00001 08573620 


* n 
—0,000000868 5889 | 76. 105 


8. rO8 


—À 0000000000005. ——— 
£2.Io** 


-—— ———GC— ERR 





b 


—:0,000000072 3824 
"ub 
à —9,000000000; 42 8 


0,0000000000043 


n 
—0,0000000000000 





EREIE LLL -— 


fümma— 0,043 jotosvaysl | fümma — 0,002 1824027010 


Aggregatum ambarum eft 
Differentia earum eft 
Cum ergo fit 
Erit 
& 


Hinc 
& 





— 0,0457574905603 
0,0413926851583 
1, 0000000000000 


1,04153926851583 
— 0,954242 5094396 


Lu - 


/10 





/11 
I9 


i3 ——0,4771212547198 
/99 — 1,99563351945979 
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EXEMPLUM IV. 
Ex logarithmo tabulari numeri 99. hic inuentis inuenire 
logarithmum tabularem numeri ioi. 
Adhibendo hic eandem feriem , qua in Exemplo fe- 
cundo vfi fumus, habebimus: 


—] ABS) 
- fati s Munt o7 dun dog: dc &e.) 


cuius feriei pofito pro 2 valore debito, fümma mox re- 








perietur — 0,0086861791849 quae addita, 
ad — /99 — 1,9956351945979 oritur. 





lior 2 2,00432153637829 


8r. 'Tribuamus nunc in expreífione noílrra gene- 
rali y valorem exponentialem, fitque y — a*, pofito 
r—-0ow loco x; erit scca*-c, cuius valor ob 
di(ferentialia : 





4; dd y | d? | 
T a Ja ' E dxà -— (17 (I2)? : T aem a* (2)? ; &c. 
erit, 
erre ce ae (i. tl MOD y ano -4- &c.) 


quae fi diuidatur per a* prodibit feries valores quanti- 

tatis exponentialis exprimens , quam fupra in Introduc- 
tione iam WA nempe 

Mas zd Ed c "eO c3([ay , m*(a) 

42,13 7 1.23.4 

Aaa 3 Si- 
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Simili modo fumto w wen erit : 


-) Qja , w*(layp .. w3(/a)? , w*(laj — . 
"EMT ptg a tnet A meg )143.3.4 x 


ex quarum combinatione oritur : 
t)? (1a)? LL ete di | A 
I. 2 I. 2.3. 4. 


fee &c. 





Q.D 
(a gi 
x — zzi-- 


a —a »  wla , wd) , w5(la)* 


———— L——- SE &c. 
2 UE DES fad T 


vbi notandum eft /« denotare ni ipid hyperboli- 
cum numer 2. 





$2. Huius formulae ope ex dato quouis logarith- 
mo numerus ei conueniens reperiri poterit. — Sit enim 
propofitus logarithmus quicunque » ad canonem, in quo 
numeri « logarirhmus —z1: ítatuitur, pertinens. — Quae- 
ratur in eodem canone logarithmus x proxime ad « ac- 
cedens, fitque. 4 — — x9; numerus autem logarithmo 
x conueniens fit —y — «4*, erit numerus logarithmo 


— x-]-w refpondens — * bow — 5; hfetque 
t)? 2 * w(lay (I 4 
—Q ea m Co Ru e - ED 2^ -- &c.) 


quae feries di & numerum valde paruum, vehementer 
conuerget, cuius vfüm fequenti exemplo declaremus. 
EXEMPLUM. 
24 
Quaeratur. mumerus iti. binarii pote(tati 23 aequalis. 


Cum fit 2?* — 16777216, erit 234 "arérrrare, 
(u- 








- dh. —€—— -« ! à — À— — T uz (oe. ll à iL NN cS. oec diEd c M EN PA. eM i; dE iiL 
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fumendisque logarithmis vulgaribus , erit huius numeri 
logarithmus | — 16777216 7/2. Cum autem fit : 
[2 1— 0,30102999566398119521373889 
numeri quaefiti logarithmus erit : 
5050445, 259733675932039063 
cuius characteriftica indicat numerum quaefitum exprimi 
5050446 figuris, quae cum omnes exhiberi nequeant, 
fufficiet figuras initiales affignaffe, quae ex mantifla 
:259733675932039063 — wu 
inueftigari debent. — Ex tabulis autem colligitur, nume- 
rum cuius-logarithmus proximé* ad hunc accedat fore 
18.101 — 1,818; qui ponatur y ; cuius logarithmus 
X —0,259593878885948644 , vnde erit 








0) — 0,000139797046090419 . Cum iam fit 
ep-—— 10 erit 
a — 2,3025850923940456840179914 & 
wa — 0,000321894594372398 Deinde erit 
y — 1,818000000000000000 
qa "- | 
: $85204372569020 
wu? (La)* — 
y m Were 94187062064 
3 (/a)3 
V) —- IOIO610O 
o*(La)4 
SEA 8I 
1.2.3.4 3 


18185852985697 37997 hae- 
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haeque funt figurae initiales numeri quaefiti, cuius om- 
nes figurae excepta forte vltima funt iuftae. 


$3. Confideremus quantitates tranfcendentes a cir- 
culo pendentes, fitque vti perpetuo ponimus, radius cir- 
culi — 1, atque y denotet arcum circuli cuius finus —.x 
feu fit »— Afin x. Ponatur x-1-» loco x», eritque 
s— Aíin(x--9): ad quem valorem exprimendum 
quaerantur differentialia ipfius y: 

















Z - Enc 

——Y(r-xx) 
E" aut c 
dst ^ (12x) » 
d? LI 

TE aem 

- (1—2xx)* 
C oes 9x —- 6x* 
dx* (1- ana)t 
gy GcETP T 
—€ (1x2) 
d 5 225 x--600x? —- 120x* 
dx? (1-x4) * &c. 


Ex his ergo inuenitur : 
t)? 2 
A (in(x 9) — A fin x4 - S aid —p—— (12x40) 
Va-xx) 2(1—xx) KIT: 
: w*(gx46x) , w*(9 Tax" T 2 db dte 








7 
24(1—xx)* 120(1-x2) 


84. 
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84. Si ergo cognitus fuerit arcus, cuius finus eft 
— x, huius formulae beneficio inueniri poterit arcus, 
cuius finus eft x-1-, fi fuerit » quantitas valde parua. 
Series autem cuius fümma addi debet, exprimetur in 
partibus radii, quae ad arcum facile reducentur : vti ex 
hoc exemplo intelligetur. 


EXEMPLUM. 


Quaeratur arcus. circuli, cuius fenus. ef 
LZ 2—0,3333333333. 


Quaeratur ex tabulis (inuum arcus, cuius finus fit. pro- 
xime minor, quam 4, qui erit 19?, 28', cuius finus eft 
— 0,3332584.  Statuatur ergo 19?, 28', — Afin x—— y. 
erit X — 0,3332584, & w—-0,0000749, atque ex ta- 
bulis V (1—*x)--cofy—0,9428356. Erit ergo 
arcus quaefitus &, cuius finus — £ proponitur 
wto fin y 


i0 
——9*, a8'-- co -- 


quae expreflio iam fufficit; erit ergo per logarithmos cal- 
culum inítituendo : 


Bbb ll 
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lo. 22. $,8744818 

lcofy — 9,9744359 

M -— ooo A E '0. 
cofy .. EIER, cof — 0,0000794412 
E. 

cofy I, 8ooos9r18 

cofy YAT 3457 

1, 3484370 

i2  -—2 0,3010300 
ftüny P ABE. s o*finy |. & 

2cofy! — ,0474070 j acofj? — , 000000001 I 








sumta — 0o, 0000794423 
qui eft valor arcus ad 19?, 28* addendi, ad quem in mi- 
nutis fecundis exprimendum, fumamus eius logarithimum 


qui eft $,9000518 
3 quo fübtrahatur 4,6855749 
1,2144769 


cui log. refpondet num. — 16,5861; 


qui eft numerus minutorum fecundorum ; fratctionem vero 
in tertiis & quartis exprimendo fiet arcus quaefitus 


—— 19^, 28! , 1682,23. 10907, 8Y,-24. V. 


' $5. 








—-———X—— ———————————— ——— ————————" ——————————— €—————V—— 


CAPUT IF. 159 


$$. Simili modo expreffio pro cofinibus eruetur ; 
— dx 

V (1— xx) 
feries ante inuenta inuariata manebit, dummodo eius 
fipgna permutentur. ^ Erit itaque 


Acof (xw) Acofz—- —-— — 2 9*3 (1 22x) 
Vü-xx) z(1-xx) 6(i-2x) 
LO a rEEND LEER ied 


pofito enim y — Acofx; quia eff 4y — 


24 (1— xx) 120(1— xx)? 
quae feries pariter ac praecedens vehementer femper 
conuerget, fi ex tabulis finuum proxime veri anguli ex- 
peor , ita vt plerumque vnicus terminus primus 
ues 2 fufhciat. — Interim tamen fi x fuerit ipfi 1 feu 
finui toti proxime aequalis , tum ob denofninatores ad- 
modum paruos illa feries conuergentriam amittit. — His 
igitur cafibus, quibus x non multum ab : deficit, quo- 
niam tum differentiae fiunt minimae, commodius vtemur 
folita interpolatione. 


$6. Ponamus quoque pro y arcum cuius tangens 
datur, fitque. y — A tang x & s-—Atang (x-—-9) 


ita vt fit 
ial wdy , t aco M tw? dy 
d urthge c sur cii 


Ad quos terminos dadidfon quaerantur ipfius y fin- 
eula differentialia : 














COEPUTS./» 

dy "OCHO ER 

dx ^— 1--xx 

Puy ne. 

dx? 7 (1-2 -—-xx)? 

diy | —2-|-6xx 

dx3 7 (1-- xx)? 

diy ir 244——24x* 

dx*. — — (1-]-xx)* 

dy 24——240x? -|- 120x* 

grt (1-4—xx)5 

d*y | —720:x-1-2400.*? —720x5 

dac »— (12 - xx)? 

&c. 

vnde colligitur fore: 


À tang (x 4-9) — Atang x -- 

















&) peres um war ER bs Af PS 
333) (rcx Tas 6779 Gas 704 


605 t9 9 
(sy S TP ea EE HOS ae 
87. Haec feries, cuius lex progreflionis non adeo 


manifeíta eft, transmutari poteft in aliam formam, cuius 
progreílio ftatim in oculos incurrit. ^ Ponatur in hunc 


finem Atang x — 909 —NK. vt fit x — cot y Colv 
nz? 

: I dy I 
erit i--xxz---—, vnde fit 4 ————— : 


Cum 








Q4. P, U: 29». IP5 381 
du 


Cum deinde (it dx iam 2: , feu dau L-— dx (m u? l 
fet vlteriora differentialia fumendo : 
d d 


Jj ) Kur d du in Hu cof « res du fin Nu — dx in Nu in ^ f 
Jv 


ideoque Lr — —r fin z?. fin 2 «. 


— — —- dufinw. cofu. finzu — dw (in u* cofau —— du (in v. fin34 
— dx Íin «3 fin 3 


ideoque reci li — -Lfin.fin3« 
d. 0.2449 - UM d 


— Leg du fin u? . (cofu.fin 314- finu. cof3«) Z2 dufins? (i4 
I.2.3 " 


—-— dx fin u*. fin 4v 





3 ined de MN os. 11 4 45 
ideoque 12.3di4 — (in u*. fin 4« 

ds 
Teo dina 3 Ccofufmau-- finv.cof4u) Zz— du.linz.finsv 

—c-—Ld*xfinss*.fin $4 

d5 

on V — Da 945: 1 

&c. 


Ex quibus colligitur fore: 


A tg(x 9») — Atgx 4 - ínz.fnu— T Ínu? .Ínu]- T Ín«? .fn34 


Q)* . t5 t)5 
I fn «*ín4« 4- p fnu*.fngu— — fnu*fnós- &c. 
vbicumfit AtgxZ2y & Atgx—90?—«, erit y— 90?—w. 
Bbb 3 $8. 

















581 Cw PUX' : 
88. Si ponatur Acotyzy 4&  Acot(«lw)—5; 








erit | 
to dy t) * ddy 6) Py w* d* y ! , 
—J)-r- PR deci n» PCR 3dr3 "Ae T &c. 


6r uy HE A termiti huius feriei 
n autem f ———— rmini | : 
Cum autem gru guo. ini huius feriei con 


. gruent praeter primum cum ante inuentis, exceptis tantum 
fipnis. — Quare fi ponatur, vt ante. Atang x — 90? — x, 
fcu. Acotx Ww, vrtfir w——5 uit: 


» ^ 3 
A cot(x--9J——AÀ cotx— - Gu fne — fu? fna PL fn3a 


to^ . (5 | 
ue Pt fut. fn4u—— fn u5.fn s; A— &c. 
quae expreflio immediate ex praecedente fequitur: quia 
enim eft ^ Acot(x——-9) — 9o — A tang (&* -I- «) 
& Acotx — 9o — Atàang x 5 erit 
A cot (€ -41- w) — À cotx —— A tang ib ui4«A tang .x. 








$9. Ex his expreffionibus multa egregia corollaria 
confequuntur, proutloco x & « dati valores fübítituantur. 
Sit igitur primum x—20; & cum fit 4 — 909—- A tang x 
fiet 4 — 90? 5 atque finu — 1 ; fin2z — o; fing« —— 15 
fin 44 —05; fin su. 15.fin6« —0; fin 7« —1 ; &c. 
vnde fiet 












quae eft notiffima feries exprimens arcum, cuius tangens 
eft — vw. 





Sit 





C AP UT IF, 383 
Sit x1, erit Atang*2745?, ideoque 4s7—745?, hinc 


I uen UR mS 
(in « — 77 fin 24 2 15 2 MEE fin 44 — o 





án "I yz 3 fin 6u — -—1 ; fin pé, MR 23 ; fin eu —O 3 
I . 
fin 94 — ya &c. Ex quibus fit : 
tu) (05 "Ld (9? 





A tg (149)—45? I —— p 


om 
—LÀ -——————— —— — RR RE. c mi — &c; 


9.32 IO.32 1.64 13. T NC 
1 p; 
Si igitur fit w—- 1; ob Atang(r4«w)—o, & 45;9— — : 














fiet: 
7" d Y I I | | Y Í I 
PE I.2 Zen 42 23 um 7.2* 
4 3 oli c 
—— -E—— — &c. 
dia 5; TV DR I1.27 
qui valor filoco arcus 45? fübftituatur in illa expreffione 
erit : A tang (1-4— w) — 
q)-]- 1 iL Bei (5—1I , wó—rI wn UR 
dub 3.3* $.2? 6.23. 7. XA C. 


Illa autem feries maxime eft idonea ad valorem ipfius 


proxime inueniendum. 


90. MP fit 





i I I 
37 " 2,2 WU Reg" 7.21 T &c. 


cCr- 








384 CAPUT. IF. 











termini autem in denominatoribus habentes 5, 6, 10, &c. 


I I T 
I2: Tog 3 —F&c. exprimunt 1Atgt; 
erit : 
I I I 
RES ah cPETRC TUM EET CL eT Uds : 


In altera autem formula pofito w negatiuo , cum fit 





des i I I I &c. 


Atg (1-w)— 





& terminis per 2, 6, 10, &c. diaifi feorfim fumtis erit: 






I I 


Atg i—HArgI-27 774——— —3— Ls e. 





qui valor fi in fuperiore ferie fübítiruatur, atque A tang ; 
ipfe in feriem conuertatur, reperietur : 





I I | I 
I — — —— ——— ——— 
n at £,27 7.43 9 21 ——— &c. 
T I I I I : 
Pigget 167 3.2* | 52" | 7,211 cnr liani 


9o. Sequuntur hae multaeque aliae feries ex po- 
fitione x— 1: fn autem ponamus x-— Ys, wt fit 














Atang.x— 60?, fiet «—230, & (in«—1; fina 3 

fin'34s 515 (in 4« 13; inse i; (in 6" —0; 

finzz;-c-i; &c. vnde erit : 

Atang (Vau) — 609 4-2, — 13 I. TS 
FEPINSZRCRNPCTRENN 


9.2? 9.2? ' 10.2!!  I1.3:? 


* 1 " —— I f1 : de— BC -- 
Sin autem ponatur dpirrt. vt fit Atgx—30?; erit 


| Ld y: 
4z-— 609; atque fin y i3. nga: fin 3; —0; 
2 2 


- Va. dS LEE E ee iiti i Ma. 
[in4qu zc —; (inj&—— i finéóy—o; (in7z;— — ; 


&c. 
Ccc qui- 








586 Cu PUT. 
quibus valoribus fübftitutis erit: 
2 2 3 
Aug( 4-»)- 50? 1 DOR 3n NAM. aede " V3: 3 o die 


24.2? 4.2725 *. 59 
fi igitur fit » ——.—, ob 30*—2.; eri 
| 1gitur nit Mi ovop 55 Oo 30 —'6) erit 

7T I I I I It I 


&V3 -132* 2.25 — 4/329 7 4T s 7.28 8.29 
91. Refumamus expreffionem generalem inuentam : 
Atang (x —-«w) — Atang x 
Uu ut s t)3 
--— T (ing. finu — — — Íin CUBANO inz?.(in3 « — &c. 


ac ponamus w—-—»x, vtfit hat cero; eritque 
À tang .: ——— 


: | 2 ad 
— finu. in u —— (in u*. (inu ibus (in z^. fin 34 A &c. 


T7 
Cum autem fit  Atangx c 9o—— 4-—— —u; 
: 2 
cof 
erit: x —cotu— —— . Quamobrem erit : 


—u4 cofu.finu-- 1 cfu?.fn2u-- 3 cfu? .fn3u4-2 cfu* .fn4u -&c. 


"n 


quae feries eo magis eft notatu digna, quod quicunque 
arcus loco z accipiatur, valor feriei femper prodeat idem 


—. sin autem fit c—-—2x, ob Atg(-x)—- Atg.r; 
| fiet : 2Àt: Z | 

et Atangy —— | 

4 fin u. inu -- 57- in«* (in 24 —— - inu? . fin 34 —— &c. 


Cum 








mE L5 8 — A— e oclo o A--——— A—U-^OÀ oo AG JA. —X -— "Oo ——npaimnii —— /-JssozwÁ B e ÉD LLLLLLTEALLELÓÜÓCGRIULÓMCDILESEELLILEELEELLLLLLLLLLCOSHTDLLHuZLÉDSSSEIcE!UAGiuHOLUS 


CAPUT IF. 48» 
M: "u 
—. erit : 
2 | 32* | 43 | 
—au-— cofu.finu 4- — cofz? finu J- T cofu? .(in3u--&c. 


Cum autem fit A tang x— — — & x— 





7 
Ot 429449 d erit cofu— 


I 
—yi fy 





(in 3; —7-; in 44 —0; n $«— 77; fin6s —-—1; 
elo I 

inz4 — 77; (ing«.—0o; finogu — T eritque 

T E12... $312529:91 7 "aT X 35 33 

pegtbrtecwrweneemetaedurnme 


quae feries etfi diuergit, tamen ob fimplicitatem eít no- 
tatu digna. 


92. Ponatur in expreífione dp inuenta : 


Q T-exe—- ob 
d 


fin z, cofa? pu. — ; Cnt. 


I I " 
Atang(x 4-9)— A tang - -——-Atang es poer TAÀtang x. 


Hinc ergo obtinebitur fequens expreflio : 


T  fnw in 2u fin 3: fin 4 (in $4 
2  1COl&k ^ acol[s? "x 3cofau? oni mm s cofus has 


quae pofito « — 45? dat eandem feriem, quam vltimo 
loco inuenimus. Sin autem ponamus w&—z—WV(1-- xa) 


| cof«u Á I 
ob x-c—, fiet w-c—z— 
ün «? in « ? 


Ccc a A tane 















588 CAPUT: I. 
Atang (x —JYV (1 xx)) — Atang V (1 4x) — x) 
—-iAung-—-1(T -Aungs)—— t», 


& Atangr c -— —. Hancobrem erit : 


T 
2 


u —A— ifinu —— ifin2« ——Xfin3«—- 1 fin 4« —— &c. 
- Qiodi haec aequatio differentietur erit: 

— 1 —L- cof« ——- cof 2u —A— cof34 —— cof44 ——- cofs« -- &c. 
cuius ratio ex natura ferierum recurrentium intelligitur. 


s 


93. Si fimili modo feries ante inuentae differen- 
tientur, nouae feries fümmabiles reperientur. Ac primo 
quidem ex ferie : 


Atang (1-47 w) — — saria ha $8 63 








quae oritur ex euolutione fractionis — : OTT 
Deinde iíta feries : 

- —u 4 cofu finu 3 cfu* .fn2u-- 5 cfa? fn3«- 4 cíu* fn4u-] &c. 

j per differentiationem dabit : 

o— 1 4 cofau 4 cofu.cof3u1- cofu? .cof4« T cofu? cofs « - &c. 

—--&c. 

dat 







| : T Ínw. íno«w , (ina« , finau 
Denique feries — — —4—- —,2-3-—;—4-- 
enique. feries 2  COÍ.  2cÍ&^ "3cfi ACÍA4* 






CAPUT IF. 38g 


: cofv . cof aw cofíaw , cofa4u 
ai t EHE s ; 
cofu* wen u Cofus 


cofaz? ' cof? 


dat o— e cle erc. 


cofa. , cofze , cof; , cofav -— 


. -— — T IW 


— — &c. 


94. Imprimis autem expreílio inuenta: 
A tang (x-1-«) 


£9 t)? t3 
Atgx d - Ginu.fin sg» — - fins? fin « 4- T inz?.fin 3& — &c. 








exiftente x — cot w 2n u — Acotx—9o?— Atang x 
inferuiet ad angulum feu arcum datae cuique tangenti 
refpondentem inueniendum. — Sit enim propofita tangens 
— t, quaeraturque in tabulis tangens ad hanc proxime 
iccedens — x, cui refpondeat arcus —-y; eritque 
4u— 90? —5. 'Tlum ponatur x--«—7, feu »—£— x3 
eritque arcus quaefitus : 


0) t9? lcs 
—J)-2--c (iz. fin « — — f(inz?. fin 2u —— &c. 
^ 


quae regula tum praecipue eft vtilis, cum tangens pro- 
pofita fuerit admodum magna, ac propterea arcus quae- 
fitus parum a 9o? difcreper. His enim cafibus ob tangen- 
tes vehementer increfcentes , folita methodus interpola- 
tionum nimium a veritate abducit. — Sit ergo propofi- 
tum hoc exemplum. 





* 


EXEMPLUM. 
Quaeratur arcus, cuius tangens fitt — oo, pofito radio — 


ce 3 Ar- 








390 Ew PIU. wA 


Arcus proxime quaefio aequalis eft 89?, 257, cuius 


tangens eft X —2 98,217943 fecund. 
quae fübtr ahatur a om men IOO, OOOCO 
- 
remanebit 0 — 1,782057 


Deinde cum fit y — 89?, 25', erit «w — o^, 35! 


24 — 1?, I0, 34 — 1?, 457, &c. [am finguli termini 
per logarithmos inueftigentur. 
Ad lo —  0,250921;5 
add. lín«—  8,0077867 
líinw —  8,0077867 


] finu fíinwc.6,2664949 








4, 6855749 
fubtr. —  1,5809200 
ps ofinw.fin» —  38,59956  fecund. 
lwíinu? — 6,2664949 
add. lw-zz 0,250921$ 


lfin2aw — 8,308794: 
4, 82621053 
fübr. /2— ^ 0,301030o0 


11 w? (inz?^.íin 24 — — 4, 5251805 


fubtr. 4, 685 749 
Remanet ^. 9, 8396056 
Erco iw*fíinz?.(naw C  0,69120 fecund. 








Porro 





ib dd lilti.1ilino dinde ene in. .iLLALL LL IA | (4 ^ óc c EM c d NÉ ee lei £6 e ec esce e éd MEEE EE 1i 








CAPUT IF. 391 

















Porro ad I3 X  0,75276454 
add. lín«u3 —  4,0235360r 
líin 3« — —8,4848479 

3, 2609725 

fubr. /322 09,477121:3 

2, 7838512 

fubtr. 4, 6855749 





8,0982765 


Ergo £e) (ímnw?íina3w— 09,01254  . fecund, 
Denique ad /w* —  r,0036860o 
add.  /fin«* —  2,0311468 
Jíin 44 —  8,6097341 





1, 6445669 
fübtr. /422 0,6020600 





I, 0425069 
fubtr. 4, 6855749 





6, 3569320 
Ergo £$w*íinz*ín4«-— 0,00023 fecund. 


Hinc: 





CAPUT 
Hinc : 
'lTermini addendi | 'T'ermini fübtrahendi 
38,09956 |  0,69120 
0, 01254. |  0,00023 
38, II210 | O, 69143 
fubtr. 0, 69143 


IF. 











37,42067 — 37!l, 25, 141v, 24V, 36V, 
Quocirca arcus, cuius tangens centies fuperat radium 
erit : 89?, 25', 37!, 25, 141", 24V, 36", 


neque error ad minuta quarta afcendit; fed in minutis 


tantum quintis ineffe poteít, ex quo vere hunc angulum 
pronunciare poterimus L—- 899, 2$!, 37!7, 259! 14v, 
Si tangens adhuc maior proponatur, etiamfi fortaffe o 
maius prodeat, tamen ob « angulum adhuc minorem, 
aeque expedite arcus definiri poterit. 


95. Cum hic pro » arcum circuli fubftituerimus, 
nunc fun&tiones reciprocas in locum y ponamus, cuius- 
modi funt finx, cof, tangx, cotw, &c. Sit igitur 
j-—(inx, pofitoque x-1-: loco x, fiet: s—fin(a-1-9), 

atque aequatio 


UE to dy p?ddy : t03 d3 y t)* d*y | 
x79 ei pria nr; MM 77 ANT nde 


dx? 
fin (xw) — finx —- wcof x — £«*? fin x —- $w? cof x 


-L 4 w*Ííin.x-L-&c. 


y | d ! dJ3y | : 
ob 2 —cofs ; 44 — nx ; 7:5 -c-cofr; &c. dabit 


& 











& »a « negatiuo erit: 


fin (x-w)—Ínx -wcfx - Io*fnx 4 1o?c(x 4 uw fnx- &c. 
Quod fi vero ftatuatur y-— cof, 


ddy d? d* y 
ob zz -fn.x; 3 Tri emt cf , dx T x; -—— cfr; &c. 


erit : 
cof (x 4-w) — efx - o fnx - 1o? cx - Eu3£nx 4 44*cfx — &c, 
& fatto w negatiuo erit : 
cof (x-«) —cfx - wfnx - $o*cfx - $o?fnx 4 w*cfy 4 &c. 





96. Vfíus harum formularum eximius eít cum in 
condendis, tum inrerpolandis tabulis finuum & cofinu- 
um. $Si enim cogniti fuerint (inus & cofinus cuiuspiam 
arcus x, ex iis facili negotio finus & cofinus angulorum 
x--v & x—w inueniri poffunt, fiquidem differentia vw 
fuerit fatis exigua: hoc enim cafu feries inuentae vehe- 
menter couergunt. Ad hoc vero necefTe eft, vt arcus ow 
in partibus radii exprimatur; quod cum arcus :8o? fit: 

3, 14159265358979323846 
facile fiet: erit enim diuifione per 1:8o inftituta 

arcus 1" Z— 0,017453292519943295769 

arcus I! —— 0,000290888208665721596 

arcus 10! — 0, 000048481368110953599 


EXEMPLUM I 
uenire [mus qo» cofimus angulorum. 459, 1*, qo» 44?, 59: 
ex. datis fimiu d esfenn anguli 45? » quor um vterque eft 
e iua Qu 7071067811865. | 
D d d Cum 




















Du PUT. ud 
Cum igitur fit H 
inx —— cofx — o, 7071067811865 

atque | € —- 0, 0002908882086 
erit ad multiplicationes fücilius inftituendas : 
219) — 0,0005817764173 
30€ — O, 0003726646259 
4" —. 0, 0011635528346 
|. $0 —— 0, 0014544410432 
60 — 0; 0017453292519 
70 :I— 0, 0020362174605 
$9" — 0,0023271056692 
9€" — O0, 002617993877 
Ergo wíina & wcofx hoc modo inuenietur : 





7 O, 000203 62174605 
o. : : . . 
7 .  0,0000020362174 
I 2908$82 
(0 ; : 
6 . 174532 
Mi . 20362 
8 2372 
I 29 
I. s . 2 
$ * icit. 
6 * . * oO 
ofinx z— wcofx — 0,00020568902490 | 








Ergo iwcofx —— 0,00010284451245 


co em — rmm, 


CAPUT IF. 395 


per » «i «..0, 0000000290888? 


I 

O . dbi o 
2. $8177 
g 3 . 23271 
«o I163 
iiia . I16 
qwe : | 14 


— —  E——— — ———  — € á9 — Hn 


iw*cofx — 0o, 0000000299162, 


———i! — —Ü( — ÁÀ—U —! Ó€—nÜ 


cofx — 0,00000000997208 








— MES ERE a t ET. 


per» . 9 . 0,00000000000261I 
9. à | 325 
7 Li * Li 2 


— M a— MH RE UEM M n —— 


1:3 c0Íx —L— . 0,0000000000025$50 


Ergo ad' fin 45?, 1, inueniendum : 








Ad fin. Z— o, 7071067811865 
add. wcofx — 2056890249 
O, 7073124702114. 


|] 


(üubtr. iw*fnx 299162 


o, 7073124402952^ 
fübtr. $w3coiíx zZ— 29 á 


(in 45?, 1*, — 0,7073124402923 — cof 44?, $9". 











Ddd2e At 








C4PUT. IF. 
At ad cof 45?, 17, inueniendum : 


A cofx — 0,7071067811865 
fubr. wfinx — 2056890249 


cm 





o, ; 7069010921616 
fübtr. 1e?cofx — 259162 
O, 7069010622454 
add. £z »?finx — 29 


co[ 449, qEP7 End », 7065010622483 — -(in44?, 59'. 





EXEMPLUM IL 
Ex datis. finu. qo» cofinu arcus. 629, 30? , inuenire Jus 
C cofinus arcuum 67?, 3Y', Q» 679, 29'. 
Abfoluamus hunc calculum in fra&ionibus decimali- 


bus, tantumi ad 7 notas, vti tabulae vulgares conftrui 
folent, ficque negotium facile per logarithmos conficie- 


tur. Cuni Bb x5 679, 30*i & 
w — 0,000290888; cerit: /w——6,4637259 & 
lünx — 9,9656153 ; | cofx — 9,5828397 
m am 645) 1o & — 6,4637253 


"DIE ZEE Gem We 





Mills s —6,4293412 ;  lwcofx ——6,0465656 
* ]iwccó6,1626959 35 ^ Ho 6, 1526955 


C——— 00 XLEWOLEERLGO GL 





liw*(ünx —22,5920371 ; /iw*cofx —2a, boo261s 5 


ergo: 








—:szcci——!uüd'l—————— e!sáscenscfÜÓuiü lati Área UN tiiuLLiLLQi1ÉíiacliAÍQSdM M c LEE e EM MN E Ec 


CV PUT IFS 397 


ergo: 
wfin.x — 0,00026874 ; «cof x — 0,00011232 
iw'fnx-—0,00000004 ; 4£1w*cofx — 0,00000001 
vnde fit: 
(in67?,317—:0,9239908 ; cof67?,31':—0,3824147 
(in67?,29* — 0,9237681 ; cofó79,29' — 0,3829522 
vbi nequidem terminis iw?(inx & iw*cofx erat opus. 


97. Ex feriebus quas füpra inuenimus : 
fin(-x--4—w) —fnx--wcfx — 1? fnx — Ew? cfx--440* fnx-- &c. 
cof(. x1») —cfx — wfnx — 10? c(x-— 10? fnx-—41w*cfx — &c. 
fin(a——w)—fnx — wcfx — 1o? fnx-- 1? cÉx--45 w* fnx — &c. 
cof. v——w)—cfx--»wfnx— 1»? cfx — 12? fnx2— 4 0*cx4-&c. 
fequitur per combinationem fore : 


finr --)-- finr) 





fin x —igw?finx 4 Ta nilo. 5,150 nx -- &c. Zz fnx cf» 
Loi amer ui 2i sen vss.) AUR 

Et 
e cof x — X «3 cofx —L- 4-5 w5cof x — &c. — cof x fine 
vnde prodeunt feries pro finibus & cofinibus iam fupra 
inuentae : 

cofw — 1— 1 w*-L-.£X wt —— .i5w5-L&c. 

fin) — € — $ w—L—-,:isw5— regsw!-L-&c. 
quae eaedem feries ex primis eodd Xo confequun- 
tur; cum enim fit cofy — 1 & (ine —o prima feries 
[it à; fecunda vero «co/w exhibebit. 

D dd 3 98. 











93. Ponamus nunc quoque jy-—-tang x, vt fit 
—tmng(vx-L-w),. eri ob 
TJ fü Wy) 01 rmn ddy — -finx 
— cofr? dx — cofz??  adx* — cofz?? 
d3y I 2i r? $2365 2 
di — Cof? Vii cobe T Tonlgt 5 x cols! 
Du n» 3finx ünx 
a.4dx* —— cofx5 ^ —cofa3? 
déy i TNI SOTT-uHS Sul 
24e 7 cofxé 77 cobx* 75 Cof ai 3 
— fequitur fore : 
(9? finx t3 w* finx 
"V cox? cofz* ". cofzs 
2 («93 e*finx 


f— mM 0-000 


tang (x -w) — tg x t — 


i nl 3coífx? — 3cofi?? 
cuius formulae ope ex data cuiusuis anguli tangente in- 
veniri poffunt tangentes angulorum proximorum. Quia 
vero fuperior feries eft geometrica, ea in vnam fum- 


mam colle&ta erit : 


Ht t)4-w? tx x 2 t? w*finx 
tang (xw) ——tg x-- —s3—— VACAT Ve Cor? .." 3epfx? 
f | * 7e pn finx cofv dw ^ t)3 t)* fin.e 
eu tang(rtw)— corra 3 — 3cofx? — 3cofe 


quae formula in hunc finem commodius adhibetur. 


99. Similes expreffiones quoque pro logarithmis 
finuum, cofinuum & tangentium inueniri poflunt. ^ Sit 
enim y— logarithmo finus anguli x, quod ita exprima- 
mus 








———— 2—mmxcmalba a didi iU au^ EE ERAN u üÉu—oo "vooEoaew ENRI(ÁÓGÁALODILCCDSOIUUDRRORLLATILCRULLBILÓÜCILCEEAU€ LZBLDRSILLELELAOZARL AGUSUOA. 
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mus y — /(inx, & szz/(n(x-—-w), ob Ey — ncof 


dx — (nx 
ddy || —m d*y | 45ncoÍv , 
e un (—— L2 —L——— «c. vnde fiet: 
dx? — finx? ? 4x3 fin x? fet. 
s; — (n (x--w) fin « 
» &wcolx nw? | zw cofx 
: — ——— —L —4—.- &c 

SA  finx | 21inx? s 3 linx? 

vbi z denotat numerum , per quem logarithmi hyper- 


bolici multiplicari debent, vt prodeant logarithmi pro- 


pofiti. Sin autem fit 
y-czltangx & s-— /|tang(x-1-w) 
fiet : 
d) |. " IX. aw UOIDRER S —2ancofax 
ideoque 
5010)? 4: 
tang (x-1- €) — tang x "Fa — E &c. 


quarum formularum ope logarithmi finuum & tangen- 
gentium interpolari poflunt. 


100. Ponamus denotare y arcum cuias finus loga- 
rithmus fit — x, feu'vt fit y — A.lünx, & s efle 
arcum, cuius finus logarithmus fit — x —— w, feu 

L Ug !fin (x 24—9) 5 erit X4 -——I1809. 


dx z cof : 
ern NR vnde T — 7——7 erit : 


ddy 
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ddy | dy dxfinyp, |  ddy , finy- 
dx — ncof* — a cof : TOW a*cofyi ' 
TEE! 
- eg c fin y w* (in 
*—378 qois C aor 3 E^ 
Simili. modo fi logarithmus cofinus detur, expreflio repe- 
rietur. Sin autem fit 


yz A.ltangx. & s-—-AÀ./tang (x-]-o). 
Eum fit r-—/itangy; fiet: | 













aL. , 4y .finycofy, fin2y; | 
dy — (inj cofy ZRCS Je UT-ag 
quare 
ddy |. 2dycofzy | | dx fin 2y cof ay 
«4 2 24a | 
& 
ddy . (inaycofay , nay. d3y  (inzy. fin25. cofay s. 
dx* — — amm 4 un ^ dxs — 223 
hinc 
t fin 24: 9C fin ay en( 4 «e? fin25.cof: 
yin ed RS T. e 7 f&c 






ror. Quoniam vfüs harum exprefífionum in con- 
dendis tabulis logarichmorum finuum & tangentium ex 
antecedentibus facile perfpici poteft, his diutius non im- 
morabimur.  Confideremus ergo adhuc huiusmodi va- 
lorem : 









J— 
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y 22 exfind;^ fitque ^ — ex ^ finz Gr-429) 


quia eft 
- e* (fin uk —- ncofzx) - 
T e CLE S PEDE uda cof 24) 
diy b 
75 — Et C n 4mm) innen (g- m) cofux) 
d*y ! 
JU en( (r—6nn--n*) nexet-n (4— 4nn) cofzx ) 
d5 
22.7 — e* ( (1-10z24- ;2*)finux-A-n (s ronmka*) cofzx) 


His fubítitutis &' diuifione per e* inftituta. erit : 
e 9 (ia (x Iw) — lin gx —- o finzx -L— um) w* (n os 


el 





2 
cof n x 


20 
-pucofzx-- : 


6n9 4 »* 25) 
4 


rre 2 dim. M inzx -- S 6m : w*lin zx —- &c. 


y adn Kon vw? oofzux vILEnat w*cofzx -- &c. 


ro2. Hinc plurima egregia corollaria deduci .pos- 
funt; füfficiat autem nobis haec annotaffe. 
Si fuerit «——o erit: 


ER 
fin zt» —-—— 
2n? | n(3-nm) n(4-4um) a($-Ior* »*) 
Lug 0E Busco 24 Si Sb a7 120 em 


Eee Si 
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Si t e-—-x, ob finz(x-w)-0; erit: 
tang xx —— 
Tr Oc) S icem x*4 EL EE v4 


20 


x: -— 











: U 





es zm ec go) RT dies 


Gi. Le vero N Db 3— 1 TRES 
e (in (xw) fünx (140—43«? — $9*— 4505 45:550] &c.) 
-l- wcof x (1--w- $9? —450*—,5«5 —; $5 9^ E &c.) 
Bin autem fit 7-0, ob finz(x4w)-z(x-w), & finzxznx, 
Pu Cofux Z1, fi vbique per z diuidatur, prodibit: 
s. (x -- ui) Z2 x -I- ex - lu'r-—-iw*x-L-3.:6*x-L-&.c, 
--uw--w* --iwi--i.t-e3€:--&c. 
cuius feriei ratio eít manifefta. 








$5 ó k. gh T 

CATUZX. v. 

INUESTIGATIO SUMMAE SERIERUM 
EX TERMINO GENERALL 


103. 


S Seriei cuiusque terminus generalis — y, refpon- 
dens indici x, ita vt y fit funCtio quaecunque ip- 
fius x. Sic porro Sy fumma feu terminus fummato- 
rius feriei, exprimens aggregatum omnium terminorum 
a primo feu alie termino fixo vsque ad j inclufiue. 
Computabimus autem fuümmas ferierum a termino pri- 
mo, vnde'fi fit x —:, dabit y terminum primum, at- 
que Sy hunc y terminum primum exhibebit : fin autem 
ponatur xT— o, terminus fummatorius Sy in nihilum 
abire debet, propterea quod nulli termini fümmandi ad- 
funt. Quocirca terminus fummatorius Sy eiusmodi erit 
fun&tio ipfius x, quae euanefcat pofito x — o. 


ro4. Si terminus generalis y ex pluribus partibue 
conftet, vt fit y — p--9--r-1- &c. tum ipfa feries 
confiderari poterit tanquam confldra ex pluribus aliis fe- 
riebus, quarum termini generales fint p, 7, », &c. 
Hinc fi (ingularum iftarum ferierum fümmae fuerint 
cognitae, funul feriei propofitae fumma poterit affigna- 
ri; erit enim aggregatum ex fummis fingularum ferie- 
rum.  Hancobrem fi fit y—p--4--7-- &c. erit 
Sy Sp--S4-r-Sr-L- &c. Cum igitur füpra exhi 
Eee2a bue- 
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buerimus fummas ferierum ,. quarum termini generales 
fint quaecunque potefítates ipfius x, habentes exponen- 
tes integros affirmatiuos ;; hinc cuiusque feriei, cuius 


terminus generalis eft ext d ks ede ex &c. de- 
notantibus &, 6, y, &c. numeros integros affirmati- 
vos, feu cuius terminus generalis eít functio rationalis 
integra ipfius x, terminus fümmatorius inueniri poterit. 


105.- Sit in ferie, cuius terminus generalis feu ex- 
ponenti x refpondens eft — ^, terminus hunc praece- 
dens feu exponenti.x—1 refpondens — v, quoniam 7 
oritur ex y, fi loco x feribatur »—1; erit: ' 
ME ICHEG UM n Oud; dir AGE Ls aul 

dx | 2dx**" 6dx) ' 24dx* 120 x5 

Si igitur y fuerit terminus generalis huius feriei 

E «und d ui enieli ei. dE M 

u----c-p4-L- (8 S s. Rt-H- y 
huiusque feriei terminus indici o refpondens fuerit A. 
erit v, quatenus eft functio ipfius », terminus generalis 
huius feriei: 

Li uuesvKcatgesu.ls dva) 

A--a--é-L-ce--d--..... --u 
vnde fi Sv denotet fummam huius feriei, erit 
Sv— Sy-——j-1.À. Sicque pofito. x-— o, quia fit 
5)—o & y-A, quoque Sv euanefcet. "s 


ied dy dd d35- 
106. Cum igitur fit vzmy- 2 Tg Zen -- &c. 


SU 


erit per ante oftenfa : 


— 
mes n 
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1f ddy d? y | d* 
$/—8) —8 22-572, —$77 nde 
atque d Sy —Sy i T erit : 

MET VS ddy . 03 
)—AÀIÉST— V1 jeg dots Side de 
ideoque habebitur : | 
d dd d3 y d* y ! 
Hieremiae 2 hn s Ife 


Si ergo habeantur termini fummatorii ferierum, quarum 
ddy  43y  d*y 

Rast. 0a ^s gat? 
üs obtinebitur terminus fümmatorius feriei, cuius termi- 
dy 

dx 
bet effe comparata, vt fatto x — o terminus fümmato- 


termini generales funt &c; ex 


nus generalis eft Quantitas vero conftans A ita de- 


» d l * o* 235 
rus S E euanefcat; hacque conditione facilius deter- 
minatur, quam fi diceremus, eam effe terminum indici 
o refpondentem in ferie, cuius terminus generalis fit 
LI. 

107. Ex hoc fonte fümmae poteftatum numero- 
rum naturálium inueftgari folent. Sit enim y— x; 
ddy . CT ie 





quoniam ht 2 — (mpi)x? 


dx 2 dx HH. 
Ur r1), 2501: 213.  (rbonQnxXaen) 
;i52s Bs 4 " ifs. 24dx*.— LO 3.04 
xc. 


Eee 3 erit 








406 O4 POT up 
erit his valoribus fubftitutis :.- 


|-— AH -I-l | (rtr ^"—I Qr 1)n(n-1) a H1 | 
(n 1) Sys nt —Act^ pei Sa pUpowtAw -LT&c. 


V aime 
— NI 





I. 


atque fi vtrinque per 7-1-: diuidatur; erit: 
Y pre A Sx" T 71 Sx ja Zt TN S43"7-)4- &c. 


2, 3:4 
—- Contt. 

quae conítans ita accipi debet, vt pofito x — 0o, totus 
terminus fummatorius euanefcat. — Ope huius ergo for- 
mulae ex iam cognitis fummis poteítatum inferiorum, 
quarum termini generales funt x^, x"*—, &c. inue- 
niri poterit fumma poteftatum füperiorum termino ge- 
nerali x" expreffarum. 


108. Si in hacexpreffione » denotet numerum in- 
tegrum affirmatiuum , numerus terminorum erit finitus. 
Atque adeo hinc fümma infinitarum potreftatum fi 7—o, 
abfolute cognofcetur; erit enim : S gem pi 
Hacque cognita ad fuperiores progredi licebit i pofi to 
enim z—-i5; fiet: 
Satllizxt--iSx?—is--ie 

fi porro ponatur »—2  prodibit: 
S.S?— 1y-[LSx—1Sx9?—1x?-L-ix?--io; deinde 





S.13 —1x$-L-21S4?— x2 -1 S4? — 13*-I- 133 2-1? 
S.*—Eix:--18:?—4S4?-L-S»x —1Sx^ —— fiue 


(OSa*—IixslcLixf--ix?— jx. 


Sic- 








p" dia FI | 
* | 


$3 
-—— 
L1 
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Sicque porro quarumvis poteftatum füperiorum fümmae 
fücceffiuae ex inferioribus colligentur; hoc autem faci- 
lius per fequentes modos praeítabitur. 


109, Quoniam fupra inuenimus effe : 


o4» T - 


d3 
S2 y--i -$S8.5 zo ag —2is8 77 4 &c 


Armen E |c"g . ddy de d?y. ddz 
Si Hfosene XS 2; fiet qa —ae de qe Re 





n vero ob 4y — s4x, erit y quantitas, cuius diffe- 
rentiale eft — 54x, quod hoc modo indicamus, vt fit 
3—— fsdx. Quanquam autem haec inuentio ipfiu ius y ex 
dato 2 a calculo integrali pendet, tamen hic iam ifta for- 
ma /sdx vti poterimus, fi quidem pro z alias ipfius x 
functiones non fübítituamus , nifi eiusmodi, vt fun&io 
illa, cuius differentiale eft — sis, ex praecedenflbus ex- 
hiberi queat. His igitur valoribus fübftitutis erit : 


| d: dd d3 
$a — fadx IAS, 18775 ilico ai 


adiiciendo eiusmodi conftantem , vt pofito x — o ipfa 
fumma Ss euanefca£ 


rio, Subftituendo autem loco y in fuperiori ex- 
preffione litteram 2, vel quod eodem redit differentian- 
do iftam aequationem erit : 
ds s HU ge t UI deg Cong 
fin 
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Lud ideni duis avonpuscno 
fin autem loco y ponatur 5-; . erit: 


dd» ds , ,ed^s* jo d^! zou us | 
Sie de ES qui o guai 9 qu R6 


Similique modo íi pro y fuccefliue ponantur valores 





dde  d?s. Rrc : 
22 3 Sas C. TFrepcrictur : 
ds  dds d* s gt  Cdfs R 
Su ugsctis9qgacciS qu ge 
d^ ds E d*53 .d9?s - e 58 ^ | 
Se mde Equi Page 1 8 S5, — &e. 
ficque porro in infinitum. 
| jn | dy din. dA. 
rrr, Si nunc ifti valores pro LEE 7 P 


&c. füoceffiue fubítituantur in exprefione : ' 
n | ver Lam dd& ,. ,. e d?s t 
Ss — fadx—--i Seen erri ar: $7;5 — &c. 


inuenietur expreflio pro Ss, quae conftabit ex his ter- 
iz | dz dds dis 
minis. f/sdx5 *; T 438 "E &c. quorum 
coefficientes facilius fequenti modo | inueftigabuntur. 
| Ponatur 7 
| Gds ,ydd dis , &d*s 
Ss /zds-r-a45-- de E "dx? Pt ck "- y ims -I- &c. 


X 


atque pro his terminis fui valores fubftituantur , . quos 
obtinent ex praecedentibus, feriebus.,. ex Qquibus e(t : 
Jod 





- dina dur  admdimumcdieidiócdin dise ERE etd s Mic di El iii dm 
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fsdx — Ss- Bo i T — L8 0-71 T — &c. 
2s — Las As EA ST rr Square 
D. Tp. $973 D.$ 5 — &c. 
i yS 1 S54 -- &c 
Ds i$. .— &c. 





qui valores additi, cum producere debeant Ss, coefficien- 


[Cs 


&; B. $4. 0,1 C. 


definientur : 


* 








I 

X ———09 
o I 

o ÓÁáÁEOIERZ e 
B d I 

"dessades - aie zu 

Mi LU EFIE 
2 6 24 120 

M n) y 6 a I 
2 6 24. 120 720 
E 0 y 8 ü 

$ 2" s da Dios 720 

&c. 


F ff 


ex fequentibus aequationibus 


IIZ2, 
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r12, Ex his ergo aequationibus fucceífiue valores 
omnium litterarum | &, 8, y, 9, &c. definiri poterunt, 
reperietur autein ; 











1 
qe —— 
a I ! 
E zs fa 
é ü I 
Cus dee ier E v0 
y 2 ABERY: 
NUTS d I I 
pLLILa ot eme 
2 E. 120 720 
ó y é ü I 
e ————l——— Tz —O 
2 M ax i20! 720 
&c. 


ficque vlterius progrediendo reperientur continuo termi- 
ni alterni euanefcentes. ^ Litterae ergo ordine tertia, 
quinta, feptima, &c. omnesque impares erunt —o, ex- 
cepta prima, quo ipfo haec valorum feries contra legem 
continuitatis impingere videtur. Quamobrem eo magis 
neceffe eft, vt rigide demonfítretur, omnes terminos im- 
pares praeter primum neceffario euanefcere. 


113. (Quoniam fingulae litterae. fecundum legem 
conftantem ex praecedentibus determinantur, eae feriem 
recurrentem inter fe conftituent. — Ad um explican- 
dam concipiatur ifta feries : 


Amy &u-L- out i ead -—rL-óu*-L-saus -L- 845 -1- Kc. 


Cu- 





————————————— "——"————-— 4 -—————————AáU— 
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cuius valor fit Z2V ; atque manifeftum eft hanc feriem 
recurrentem oriri ex euolutione huius fraCLionis : 

I | 
atque fi ifta fra&tio alio tnodo in feriem infinitam fecun- 
dum poteftates ipfius « progredientem refolui queat, ne. 
ceffe eft, vt femper eadem feries : 

V —1-i- au -- Gu? ——- y u3 ——- 04* A— &£u5 —L- &c. 
refülter: hocque modo alia lex , qua ifti iidem valores 
o, G, y, 9, &c. determinantur, eruetur, 





rr4. Quoniam, fi e denotet numerum, cuius loga- 
rithmus hyperbolicus vnitati aequatur, erit: 


e» — 1 —u-—Liuwu——iwv-—-4u*-—i1isu5-L&c 





ii. Tt 
erit : —1-4u-—L-$u*-—gQ4413? —— rig «4* — &c. 
VÉ qu ris T7 | : 
ideoque V ——;- Nunc extinguatur ex ferie fe- 


cundus terminus 44 —i, wt fit: 

V——iu-ci-r-6u --yu)-L-àu*-IL-sus5-IL-0u5——&c. 
u(I—rTe-" TU ET 

Vic jiu . Mulküplicentur nume- 


I-—2-— 


erit : 
I 


. z: . 
rator ac denominator " e^ , eritque 


| —3 
V EX « (e*". "2dee x. 


Lucam. 
isl ; fade di ; 
2 (e ) 


" - ; —inu ; 
& quantitatibus C gU ín feries conuerfis 


fiet : 
Fffao V 
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u* | 
I -—— — — -- &c. 
D ees PL. MUT oov NUDPRRN GA 
iie L——É NEM NC QEREFO (EET 
2 —— &c. 
at 2 € mu ) 
[iue 
1? 7 77d "u 
125 x J4-— — -4- -]- &c. 
Vui. 2 2 4.6.5 2.4...12 2 
3 Minn i£ ED. n ds pu? & 
4.6 | 4.6.8.Io 8.IO 4.6. . 14 Rag T 4 


115. Cum igitur in hac frattione poteítates im- 
pares prorfus defint, in eius quoque euolutione potes- 
tates impares omnino nullae ingredientur; quare cum 
£i" aequetur ifti ferie: 


1-- 6u? -4— y 65 —- 0u* -1- eu5 A— Qu5 —— &c. 
coefficientes imparium poteftatum y, &, 5, ;, &c. omnes 
euanefcent. Sicque ratio manifefta eft, cur in ferie: 


I-l-au-L- 6u* —— yu? —-- 9u* —- &c. 
termini ordine pares omnes praeter fecundum fint —o, 
neque tamen lex continuitatis vim patiatur. Erit ergo 
V — 1 -- Eu-- Gu? ——-0u* —L- Qu* —— 0u8 1 we ? 2 &c. 
litterisque 6, 2, 2, 0, x, &c. per euolutionem füperio- 
ris fractionis determinatis, obtinebimus terminum fum- 
matorium Ss feriei, cuius terminus generalis eft — s, 
indici x refpondens, hoc modo expreffum : 

RM Gl . 0diz 0 47s 
Ss fada da -I- e UR VL 62e EPI y ge 


áx* 





II6. 








C 
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116. Quia feries 1-1—6u*-1-0u*—— Qu5——- 008 —— &c. 


oritur ex euolutione huius fra&tionis : 























qu? 2. n* Su uu? 
CT 5. So 5. B 2.4. 6.8.10. I2 
Cr HERES VON MPONEMÉ - NES S 
————— &c. 
1-- XE x6 4.6 8. 30 "C EREÉLIX S 


litterae 6, 1 3 'à &c. hanc legem tenebunt, vt fit: 








I I 
o — 2.4. 7 46 
d din GNE. 
yist onn NI C Rn n 
S. I lj | E F. 
é TUNRGUEM Aus 4.6.8.10 — 4.6. . .I4 
NVWE C TAM 2 6 I 








2.4. » 16 4.6 4.06 6. 8. IO 4.6. val i 4.6... 18 
Hi autem valores alternative fiunt affirmatiui & negatiui, 


117. Si igitur harum litterarum alternae. capian- 
tur negatiue, ita vt fit : 
| eds à d35; Qd5z B dT s 


2 fadx -—- ———M—-L-—-— —&.. 
S2—f&dx i-is d Pique dx? d PET dx? &c 
litterae 8, 0, 2, 0, &c. definientur ex hac fractione 
u? u^ j? 18 
2 2.4.6.8 2.4. . 12 2.4. . .I6 
u? E Mic u$ 
1-9 2. o1 E —- — &c. 











Cu UD JF 


eam euoluendo in feriem * 
I-- $u*——-35* —— Qu5 —— 6u* —L- &c. 


quocirca erit : 


ET 1 
doc. SPOT 
8 I I 
4.6 4.6.8.10 sus 2.4.6.8 
Ed Su dbi d , 


C ^9 dub * . 4.6.8.Io j 4.6...14. 4 2080. 5 
&c. 


nunc autem omnes termini fient negauui. 


118. Ponamus ergo 6—-A ; ó—-D; (—-C; 

&c. vtfit: v 2 Hn Yos 
pe "o vd a5 
SS3—/f5dx--is-- datu x4 UT pe Reo 
atque ad litteras A, B, C, D, &c. definiendas con- 
fideretur haec feries : 
I-— Au? — Bu* — Cu5 — Du5 — Eur? — &c. 

quae oritur ex euolutione huius fractionis : 


]———--.— - - — — &c. 
2.4. 2.4. 6.8 2.4. . I2 2.4. . 16 
1? u* 1] u^? gu 


MU E R98 get 


vel confideretur ifta feries : 


4.6 ' 4.6.8.10  4.6...18 


I 
dini. — Au — Ba3—— C 4!— Dyuy——Lg9-—— nm. — 
(i 


quae oritur ex euolutione huius fraGtionis : 


P 








———!a—— — X—À— Ea di. cnctmlln c c, o 


CTde19 ERI 











46 ' 4.6840 - 4 TENE ete. 


Cum autem fit : 
u? u^ nO 





- 2.4 — 2.4.6.8 2.4.12 | 
u 1? 7 ju 
In $u-— ipd ag WA 13: —- ———- —L &c. 
in à 2. 2.4.6 2.4.6.8.10 . 2.4...14 
fbi f ; cof iu Wer 
| : ! o DER UAR I E * HN, 
equitur rore — aln ia 43 COL. z 


Quare fi cotangens arcus i 7 in feriem conuertatur, cuius 
termini fecundum poteftates ipfius 4 procedant, ex ea 
cognofcentur valores litterarum A, B, C, D, E, &c. 


i19. Cum igitur fit ;—cicotiw; erit is-— 
e ; —2ds 
Acotar, & differentiando erit i4«— ———— feu 
I—-—4 $$ 


4ds A— du ——- 4ssdu — 0o, fiue da 17-455 —o. 


Quia autem eít: (m As— Bie — Cai &e. 


erit : 
ad —A4À — 3.4 Bu? — 5.4 Ca* — "7.4 Du 5 — &c. 
: Presse I 


A55 27 A $A— 8 Bu? — 8 Cu* — 5 D 5 —&cC. 
Ld 


-I-4A?«? —-L- 8AB«* —— 8AC«5 -4—- &c. 
—L- 4BB5 -4- &c. 
per- 
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perdu&is his terminis homogeneis ad cyphram fiet: 























I 
idet 
p— 4 
5 
C 2AB 
7 E 
D 2 AC-I- Bb 
9 
e 2AD--23BC 
II 
i-e 2AE--2BD--CC 
—. UTR pagum 
(3 2. 2AF--23BE--32CD 
sss 2AG--3BF--3CE--DD 
-——— 708 s: TUTCMMPRER XO Oe 
&c. 





Ex quibus formulis iam manifefto liquet , fingulos hos 
valores efle affirmatiuos. 


120. Quoniam vero denominatores horum valorum 
fiunt vehementer magni, calculumque non mediocriter 
unpediunt; loco literarum A, B, C, D, &c. 


has 


CAPUT-F. 


has nouas introducamus: 











M MIOTT 
1.2.3.5». II 


Atque reperietur fore: 





2 I2.11.1O I2.11.10.9.8 
2T——23.—.— gg a. A, inte him T. 
1.2.3 ^ne í' " $9 B8 * * c * 7 


14 14.13.12 2 14-13-12. 11.IO 
— os E 2. , iis paire teres 
jm 1.2.3 4 Is. Ep..27 

En. 


Ggg 


417 


yd 


I2 I. 
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121. Commodius autem vtemur his formulis : 











1 
alcl—- 
2 
! LOL 
e— 3. — 
3 p- 
y—— a 
b 
8$. 7. 6 66 
$——.ayT ted 
3 jd. x 
lo 10.9. 8 
€ ———.aó .6y 
3 u L4 
12 I2.11.IO I2.1I.I0.9.8 yy 
—-—-.üt E —— .— 
6 t qan t roin 


14. I 4.15.I2 [| 14.13.12.1 I.IO 
Vue MEETS $ CRAT 





i 16.15.14 16.15 . 16.15 . . Io ài 

$—— a4 e T ye AE EERIMECUHUeS rre 

3 "t 3. 4.4 1 3.4. 7 rs Eu i. 9 2 
&c. 


Ex hac igitur lege, fecundum quam calculus non diffi 
culrer inftituitur, íi inuenti fuerint valores litterarum 
&, 6, y, 9, &c. tum feriei cuiuscunque, cuius termi- 
nus generalis feu indici x conueniens fuerit — 2, ter- 
minus fümmatorius ita exprimetur, vt fit: ; 








a.d 6 d3s yes 
Ss —[ Meet DEL 2.3.4.5 dx3 .. 7dx* 
Ms £d?s 21i 
«j LU: 9dx? , 1.2,...1 dx? T I.2... I3dxt Y : m se 


iftae autem litterae «a, &, y, 9, &c. fequentes valores 
habere inuentae funt: 


fiue 
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pm "A 5.20. 
1 | 
LEE y |, 2.3 $221 
I Qj om— 
y qe * Ll, 2.5.4 y —4 
2 ! 
dens m I, Z4 El ét 65 
em Td 345 3 
C kir 1, 2.3 s ^4 6;6——600 
6 : 
: 691 
ACCES , . l.2, m" —224.6 I 
[— US 3. 76-4. 63 
4 — 35 1.2.3... 852220160.35 
peram 3e17 12.3... 90—12096.3617 
324v: 
386 
rz d n 1.42.3 . . I0411—:86400.43867 
AIL dai tas. CI 1,2.3 .. II —362880.1222277 
I10 
85451 
ert DU 12,3 . . I2 N2279833600.854513 
da UE s 1,2.3 , . I3 —11404800. 118182045 j 
7697792 | 
FI i dietis 1.2.3 . . I49 2109109145600.76977927 
23749461029 | 
S— ME "np n. rede» 1$ £— 43589145600. 23749461029 
61584127600 | 
—3 x 462 — 7 14.3 D 1677—245287424000.861584127600;5 


&C. I22. 
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122. Numeri ifi per vniuerfam ferierum do&tri- 
nam ampliíffimum habent vfum. ^ Primum enim ex his 
numeris formari poffunt vltimi termini in fümmis po- 
teftatum parium , quos non aeque ac reliquos terminos 
ex fummis praecedentium reperiri poffe fupra annotaui- 
mus. In poteftatibus enim paribus poftremi füummarum 
termini funt x per certos numeros multiplicati; qui nu- 
meri pro poteftatibus I1; IV; VI; VIII; &c. (unt 
s er ORO c: MN fignis alternantibus  afiecti. 
6 30 ' 42 30 
Oriuntur autem hi numeri fi valores litterarum «, &, y, 6, 
&c. fupra inuenti refpeCtiue diuidantur per numeros im- 
pares 3, 5, 7, &c. vnde ifti numeri, qui ab Inuentore 
lecobo Bernoullio vocari folent Bernoulliani erunt : 


MIELE 


E—G— 






CORN 




















CcomPwUwuP F 42! 
0 um 4617 ts 
pes pm nue? 
82250. 43897 rus i0 
197 0779898 di. 
ET 17461I "ne Ta33. 619 
a1 330 m bc 430 
AL 8$4513 .— Q —L 014315593 
235. 138 nas 19 1950.53 
5B — 236364091 — P 
25 2730 
3o l.. 03)3119399. 20a uc 3917931 
- OR 2 ARE owed cS 6 
$.— 23749461029 — c 
3977" 870 TA 
7T 8615841276005 
3i oU 


31 71:17 Y4344 
&c. 
1253. fti igitur numeri Bernoulliani 9f, $5, (€, &c. 
immediate ex fequentibus aequationibus inueniri poterunt: 








E I 
ry 6 
me 3 I wa 
*— I.2 d 

6. 2 
— 2.98 

I.2/ 7 
"RIED S NEM. IL 
ST TP 05 NC dr 3 5 
lI I0.9.8.7. 2:59 
NL "lascio Dn 2.9.4 II 6 


Ggg 3 8-— 
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gom NM Printed 2 12.11.10.9.8.7 I (, 

S a 15 98 t. 3*4 $90 IET Ss 1 

—523 5948414732795 94 200095 tg 

qi Sfr .4 1j t1 3-4. 5. 6 I5 2 
&C. 


quarum aequationum lex perfe eft manifefta, (i cdhtum 
notetur, vbi quadratum cuiuspiam litterae occurrit, eius 
coeficienrem duplo effe minorem, quam fécundilio re- 
culam effe debere videatur. Reuera autem termini, qui 
continent producta ex disparibus litteris, bis occurrere 
cenfendi funt, erit enim verbi gratia : 


! [2,11 12.11.10.9 I2.11,10. 9. 87 
4g——— ——79 — 66€ 
136 Je I. 2.3.4 CURE R^ IP FD 

I2.ILIO . . . j DL ILIO 
Eod. ui Rm, od xoeur ; C9 


124. Deinde vero etiam iidem numeri «, 5, y, 4, 
&c. ingrediuntur in exprefliones .fummarum ferierum 
fra£tionum in hac Mora qua 


d Cia na "es - zs &. 


quoties 7 " numerus pel dicis , Ccontentarum, 
Has enim fümmas in Introdu&tione per poteítates femi- 
peripheriae circuli z radio exiítente — 1^ expreffas de- 
dimus, atque in harum poteftatum coefficientibus ifti ipíi 
numeri a, 6, y, à, &c. ingredi deprehenduntur. | Quo 
autem haec conuenientia non cafu euenire , fed neces. 
fario locum habere intelligatur, has easdem fummas fin- 


gu- 
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gulari modo Ir T tipemus , quo lex fummarum illarum 


facilius patebit. Ot oniam ji inuenimus efle : 
7 I I I I 


m n-m'nexm 2au—m "m 3n— 


binis terminis coniungendis ME. 





— — n am Mm oo L——— 


Y 


I 217 2n 2 2t 


ur as 2r Dea ee qOA cus MIRA NE LNEIELIS - ci PEE RETIA. GS BBICUS 


IH nu-—mmn? 42? -1* 97? -77^ I6 1? -i -—171 2 


vnde colligimus fore : 





E. 1 - IL ]&c.— : je Cot. 
n? -m? Tz a 92?—m? ' 16n?—m? —— 2mm Q2wn u"* 


—' nunc z——I, j^ Lus " ponamus z; wt fit: 
I 





ier. [1A ARES 
1-4? ^ 2: des g- ni prier] Tor Ls 7 2u4 2u isses 
Refoluantur fingulae iftae fraCtiones in feries : 
ira — or --.u?-Lu5-L45——- 45 ——-&c. 
l-—Hu' 
I nu * tj $ 
—. 4nd cid isd- 
4—Hu 2 
I 1 uias u^ 
MOL A MABES PURI iler 5; d- i &c. 
9— i 
I T g- 
PP ies o bmi s Side T e 
ii^ 
125. Quod íi ergo ponatur: 
| I IT I 
Icbkeudeci-u- xe Ia 
2 3 4 
AUT I I ^id 
D vD-- ou cbe LB 


1-1- 














315 —; -L-- "m --&c.-—€t 
&c. 


fuperior feries transmutabitur in hanc : 


T 
u? -- cu* u' 18 419 .L&c.— — Lm 
atb Li l1 5t -Lf i Mp ginge , Cot. m. 
Cum igitur in S. I I8. litterae A ; B " U ; D , &c. ita 
comparatae fint inuentae, vt pofito : 
I , 
IL — Au——Bu6 —Cus—-Ds? —Es?— &c. 
u 


(it s — € cot. iw, erit pofito z4 loco $4 feu 2z« loco « 





I 1 Ll "^ li *- 
$CcotTu— - —Avru— 2 3Bz5 u3—250T545—2?Dz'u5/— &c. 
27 


rJ" L] * * 
vnde per ^ multiplicando erit : 


T I í x | 
l-cot.zucl- —— —2AÀT?-———25Bz*u? —25CmT954* — &c. 
4 2 Wt 


" 
ta 


hincque fequitur fore : 


I 
-— cotru— .2Àm? 423 Bz*u* 25Cz5u* 27 Dz?u51& 
2uu 2 





-— igitur modo inuenimus efle : 
Y LL cotayucl-a--bu*- (ut H- Pu -- &c. 


2 uH 2H 


necefle eft vt fit : 








Chdp us F. 4254 





2ü | a 9f 
—2A35*'-—7: —— .g* — —— ,.g 
1.2.3 I.2 
3 53! 
— a3 Bz* 2 (t m 29 
I.2.3.4-. 5 1,3.,3.44 
45 45 
CS at C T —— Log L2::125&.,,29 
I.2.3. «4.7 I.2«4....6 
27ó 47€ 
"^T E«3s329» 4 9 I.2509. 2«0 
2?g D 
NEM Dd 
1,2.3...11I I.2...,10 
IE II 
[an eme prí Rt 5 ; Tu dis 
1.2.3... .13 I, -A*iísss EAR 
&c. 


126. Ex hoc ergo tam facili ratiocinio non folum 
omnes feries poteftatum reciprocarum , quas $. praeced. 
exhibuitnus, expedite füummantur; fed fimul quoque per- 
fpicitur, quemadmodum iítae fümmae ex cognitis valo- 
ribus litterarum a, 6, y, 9, e, &c. vel etiam ex nume- 
ris Bernoullianis 91, 25, G, $, &c. riot Quare 
cum iítorum numerorum M isindecim $. 122. definiueri- 
mus, ex iis füummae omnium poteftatum ictum vsque 
ad fummam huius feriei inclufiue affignari poterunt : 


I 
rabo 5545 c $e ne ae -5s-b- &c. erit enim huius 








4?*? 
* s 2?9- 237 
ferie; fumma — ————— 73? — 2*9 T1309. 
1,2.3,.. .31 Il, 2... 4.30 


Hhh At- 
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Atque fi quis voluerit has fummas vlterius determinare, 
id continuahdis numeris &, G, y, &c. vel his 9, $8, 
&c. facillime praeftabitur. 


" 





Kd Origo ergo horum numerorum a, €, y, 9, 
&c. vel'inde formatorum 91, $5, €, 3, &c. potiffi- 
mum debetur euolutioni cotangentis cuiusuis anguli in 
feriem infinitam. — Cum enim fit 

I 
icot.ig-— - — Au — Bu5 — Cus —— Du? — E«?— &c. 

£ 

erit : 
f 


Au* —— Bu* -— Cu5 -1.- D«* —.- &c. —— 1 — — Cot. $ v, 


fi igitur loco coefficientium A, B, C, D, &c. valores 
ipforum fubítituantur, reperietur : 


gu? e u* yu du9  , u 
y——ieps—ÁÁ p. ÁÓd—á—GpECL — cotiw 
2;3:293:1 BUD Tt 14598 uU aic 


atque numeros Bernoullianos adhibendo erit : 


9f,2 u^ ($55 qu? | 7 
A eL e Lime Los Ke mti- P cota 


D.229 1.2.2.4. Ein o Eus 
ex quibus feriebus per differentiationem innumerabiles 
aliae deduci poffunt, ficque infinitae feries fümmari, in 
quas iíti numeri notatu tantopere digni ingrediuntur. 


128. Sumamus aequationem priorem, quam per z 
multiplicemus, vt fit: 


o, 1? Bus yu? àu? tti 
——-- ——— -- ——— -L-——— 4 &c.—u--— ecot:u 
1.2.5 I,2...5 1.2.4.7 OUT - 7 


quae 





c4buT'P 413 
quae differentiata ac per 4w diuifa dat: 





au? B u* yu? ! àu* & 
eon ehe vence ecu imd] -- — ral buens d & Cot i 
cgo mios or ü "dis Lg)? 
& , (i denuo differentietur erit : 
Qu u3 . ju uu cof £u 
nhu ESI SAUUTTEMML EET UE DULL PM qo ge oS ARES Putofdui 2adi 
zs I.2 zi 2.3.4.5 "e , (finiv)? A4(finiz" 


Sin autem altera aequatio differentietur erit : 
9[u. , $93 n ($45 quU THU SENSE, 
I £:5.3 1.2... $385.77 " Ti u)* 
Ex his ergo fi ponatur. «—7, ob cotiz-o, & 
fini «— 1r, fequuntur i(tae fumrmationes : 
































ar? ez y? óz? 
— 2 UN "tes 2L I——— ll &c. 
1.2.3 — L2345 — 1.2. Re cIRegees k 
TI? gm? ez y Ü 
UTtRSETUS S S24 7 03 3. ET 3 Tg 
o ez yz? üc & 
Rkx€- | Ee pix FER CREE e. 
] T 1.2.3. 4-5 d Mr INPS. 
6T yr Üc 
En T I ERE ES NAP C MPISENIE BE, 7.3 
Íeu I TENIS 3 | 1.2.3.4.5 1.2.3 ...7 
a quà fi prima fübtrahatur remanebit : 
a - 5)? 'S-y)mr* -à)r5 
ME rc SCR e AMT (Y-9) use. 
1.2.3 1.2.3.4. EON SS 
Hhh 3 Tum 
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'Tum vero erit : 





| 9iz? $28 r5 ($ 5 Qr* |, 

EB i391: 14 2. T4 71 iE..6 717] L4. xc. 
T Sz . "*-z3 (5 5 Gyr? 

Ij. CU. eBMPSE SIUS ^L AMICI n 

4 I I,2.3 1.2.3.4. 5 SD 

9f 05? G z* xu. 
I—- 07 2: HN Loo TR ONEÁ AUN pur 5 ME RDR T 
fu £— 1.2.3 "3 2.53,4-) | Ee. xe 


129. Ex tabula valorum numerorum a, 6, y, 9, &c. 
quam füpra $. 121. exhibuimus , patet eos primum de- 
crefcere tum vero iterum crefcere, & quidem in infi- 
nitum. Operae igitur pretium erit inueftigare, in qua- 
nam ratione hi numeri, poftquam 1am vehementer lon- 
ge fuerint continuati, vlterius progredi pergant. Sit igi- 
tur numerus quicunque huius feriei numerorum a, 6, 
y; 9, &c. longiffime ab initio remotus, & fit ip nume- 
rorum íequens. Quoniam per hos numeros fummae 
poteftatum reciprocarum definiuntur, fit 27 exponens po- 
teftatis, in cuius fümma numerus ( ingreditur, erit 
227—-2 exponens poteftatis numero :w refpondens, at- 
que numerus z iam erit vehementer magnus. Hinc ex 
$. 125. habebitur : 


es LEM DA arcte a 
(no 4 -- s T&c I TR Adel 1.2.3--(am]1) 


1 5 an-J-1 u 





—— qund. 








"o aum siccata bL 2.3. «(amT3) 


Quod 








i— fü €— — À—ÀÁ——À Bo ::—  —Q 0 1: 11: 2 0 f Lo 


"E. ddibanc RR Él í me E 


QG4nmoon-^^ 429 
Quod fi ergo haec per iftam diuidatur, erit : 

















I 
pepe Ea "7 M stell 4 a 
Is Nu Ae &e 22-2) (27-1-3) € 


Quia vero 2 eft numerus vehementer magnus, ob fe- 
riem vtramque proxime —r, erit: 

pP — (222-2) (2221-3) ,.., 9t 

eu 47? En s 3 
Cum igitur 7 defignet, quotus fit numerus $ a primo 
a computatus, fe habebit hic numerus ( ad fuum fe- 
quentem |j vt z? ad 5?, quae ratio, fi 7 fuerit nume- 
rus infinitus, veritati penitus fit confentanea. Quoniam 
eft fere z 7 — 10, fi ponatur z — 1005; erit terminus 
centefimus circiter millies minor fuo fequente. ^ Confti- 
ruunt ergo numeri a, 6, y, à, &c. pariter ac Bernoul- 
liani 9, 98, G, 3D, &c. feriem inaxime diuergenterm, 
quae etiam magis increfcat, quam vila feries geome- 
trica terminis crefcentibus procedens. 


130. nuentis ergo his valoribus numerorum 
&, 6, y, 0, &c. feu 9], 95, G, S, &c. fi propo- 
natur feries, cuius terminus generalis s fuerit functio 
quaecunque ipfius indicis x , terminus fummatorius S5 
huius feriei fequenti modo exprimetur, vt fit: 


Hhh 3 S 5— 
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ds; I ds 
— [sd La cum LL LRL 
&—J a. xu I.2dx 30 1.2.3.4 dx? 
I eer I d? 
H- 42 1.2.3... J0x" 30 r.2 2.3... 8dx7 
xj PL E d! 15 


7 dis 


84519. .C e sl 
gut I38 . £0532A28x*!' 





2730 1.2.3 ..12 dx! Y 
3617 d!5s 
$10 '1.2.3.. I6 dx! $ 
I74611I d 92 
330 ' 1.2.3... 20d x1? 





236364091 d* 3 


2730 14253... 24dx?3 





"ues . d*5& ^ ^ 23749461029 d?7& 
-r 11.3.3 ...2 60x75 870 I.2 3..28 dx? 7 
8615841276005 d? 
u^ MD CUBO Ey eine. 
14322 1.2.3.4 30 dx?- 


Si igirur innotuerit integrale /54x, 


feu quantitas illa 


cuius differentiale fit — s 2x, terminus fümmatorius ope 


continuae differentiationis inuenietur. 


Perpetuo autem 


notandum eít ad hanc expreffionem femper eiusmodi 
conítantem addi oportere, vt fumma fiat — o, fi index 
x ponatur in nihilum abire. 


13:1. Si igitur s fuerit functio rationalis integra 
ipfius x, quia eius differentialia tandem euanefcunt, ter- 
minus fummatorius per exprefflionem finitam exprime- 
tur; id quod fequentibus exemplis illutrabimus. 


EX- 





ERG MEÉCGRRLUDÜDDRKLOECLELAMEÜOZÓUQIILLUE)LLLIUILL, OUUIIEILDAAHAELCBHUÓCOGLESECLUGLIBIOTECICE)»LCCBLLDLDLLTTGILELELCPREOIGLLDILDÉDBeLLTILLDCLLDCOUTPÉLLÓOBel DLÓGGLDTV JEHSLLÉUTBRISIILLECELLESEBIIUILILLLELLSCÜSUGHu MUS 


— ——— scd 4 auE lg. 
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EXEMPLUM [. 


Quaeratur. terminus. [ummatorius huius feriei : 
I2 Bdsbsl 4 EH x 
^ 2 
r--g-3—725-1-49-3-81-- . . . . - ef (71) 
Quia hic eft. s —(2x—1)* — 4xx —4x-471; 
erit /s$dx——$x)—2x*'——-»x, 
ex huius enim differentiatione oritur : 
axxdx —4xdx —A—- dx —sds. 
Deinde vero per differentiationem erit : 
ds 
— L8x— 
dx $ 
dds 
ü£r* 77 
d?5 
—; L0 &c. 
dx? 
Hinc erit terminus fümmatorius quaefitus!: — ——— 
1x3 2x? x -L-2xx——2ax--i--3$4x— t -- Contt. 


I 


qua conítante tolli debent termini i——-3; vnde erit: 





S(ax—1) —14x3— bec (arci) (ax 1). 
Sic erit pofito x — 4 fumma 4 primorum terminorum 
p.39 --ás-l 49 — S rg 84. 
EXEMPLUM II 


Quaeratur terminus. [ummatorius buius feriei : 


I 2 3 4 | 
1--27-2-125-2-343-- ». . «. . (a2x-1)? 
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Quiaet  s—-(2x-1) 8x? —12x*-|-6x—1; erit: 
| ds — 
fsdx Casto arido gie Dm agri ae p 6 
ddz — DOES Lie 
dus 48* — 245 jr — 48; fequentia euanefcunt. 
Quare erit. S(2x-1)! —2x* — 44x? «1-34? — x 
-L4x!— 6x? --3x— i 
--2x*——2x-L i 
— fy 
hoc eft S(2x-1)! —2ax*— x? —x?(2xx—r) Sic erit 
pofito x —4 r-[-27-1-125 3-343 — 16.31 — 496. 


132. Exhac inuenta generali expreffione pro termi- 
no füummatorio fponte fequitur ille terminus fümmatorius, 
quem füperiori parte pro poteftatibus numerorum natura- 
lium dedimus, cuiusque demonftrationem ibi tradere non 
licuerat. — Quod fi enim ponamus s— x", erit vtique 








fsdx — rh ; differencialia vero ita fe habebunt : 

n4-1 

dz 

dx —a m 

d ds 

uos vc WOrer) rms 

d?s 

Jr — 2 (n—1) (n—2) x"—73 

d 55, 

jis — 7 (n—1)(0—2)(7— 3) (1-4) **7$ 

7 a 

s cmu(n-i) 243.7. v6) «s7? , &c. 


Ex 








X2 I1) BHTHRHAT : 
* 
£*- 


Ex his ergo deducetur fequens: terminus fummatorius 
refpondens termino generali x^; fcilicet 


I I KR HU 
S "adl 2 6 2 * 


UEM 8(n—1)(—2)., 
393- rue ur 


30' 2. 3. d abii Lo dei 15 

e imd D AMOR Lo obe (27—8) 

66: 3,3. Ju E] 273 8 15 
m Un u(n—1). .— Cx -(0—10),, 

CAL MEHPRICIROHPPETTTS 

SUESI) 22 is u—12 

ia Tn dE Y etos tory s ria) 

6. dub Ru EIE! uid 

(3D. 2 4 oia» Es 1. 

43867 m(—1) . .. s eret Met 6) im 

188 245359. eiii eu RoEstied f 


——I 





rn9—1j 





V 174611. dC LS D EUER, (5718). 1o 
MED LCS EIS avi vox i 
2p. 834513 854513. a2(n—1). URN (9-20). 
138 2,3. (nw 22 
IN 236364098. »(n-1). "xij s (0722) | nag 
2730 2.3 * * :.):24 
8553103 z(y-1). . . . . (4-24) 
.——————— M————— x n-a 
EUG 6 2.3 v 0. 0H . 26 


lii — 
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.,23749461029 "(m—1). . - . . (7-26) 


Xx n-17 
870. i54 849. ^. lerionow conira 
276005 Z(Z—1 008 5. 5. (/2—2 
Jj 8615841276905. A 1). MOXPEMTTNS (n M23) uso fc. 
14322 S7 . * . . . P 30 


quae expreffio non differ ab ea, quam füpra dedimus, 
nifi quod hic numeros Beendullisnos 9[, 95, G, &c. in- 
troduximus, cum füpra vfi effemus numeris «, 6, y, 9, 
&c. interim tamen confenfüs fponte elucet. Hinc ergo 
terminos füummatorios omnium poteftatum vsque ad po- 
teftatem trigefimam inclufiue exhibere licuit; quae in- 
veftigatio, fi alia via fuiffet füfcepta, fine longi(limis & 
taediofiffimis calculis abfolui non potuiffet. | 


153. lam füpra $. $9. fimilem fere expreffionem 
pro termino fümmatorio dedimus: ex termino generali 
definiendo. Ea enim pariter fecundum differentialia ter- 
mini generalis procedebat; ab iíta autem in hoc potis- 
fimum erat diuerfa, quod illa non integrale /24x re- 
quirebat, fingula vero termini generalis differentialia per 
certas ipfius x functiones habebat multiplicata. Eandem 
igitur expreflionem fequenti modo ad naturam ferierum 
magis accommodato denuo eliciamus, ex quo fimul lex 
clarius patebit, fecundum quam coefficientes illi diffe- 
rentialium progrediuntur. Sit igitur feriei terminus ge- 
neralis s, functio quaecunque ipfius indicis x, terminus 
vero fuümmzmatorius quaefitus fit s: qui quofliam vti vidi- 
mus eiusmodi erit fun&tio ipfius x, vt euanefcat pofito 
x —0, erit per ea, quae füpra de natura huiusmodi 


fün&tionum demonftrauimus : 
$— 








xds , x'dds x3d3s xtd*s TU 
fade ^ nadx? — 1.34x) ^ 13.3.4 dx* (wris 
* 


134. Quia s denotat fummam omnium termino- 
rum feriei a primo vsque ad vltimum s, perfpicuufü 
eft fi in s loco x ponatur x—:, tum priorem fummam 
vltimo termino e mul&tari: erit fcilicet 
ds dds d3 s d* s 
dx ' adx* — 6dx? ' a4dx* 
ds dd $ d? s d*s 
ideoque $—7.— acl gdk$ — aa4de* 3 


— &c. 


$Pe—ÓA——5-— 


quae aequatio modum füppeditat ex dato termino fum- 
matorio s definiendi terminum generalem, quod quidem 
per fe eft facillimum. — Ex idonea autem combinatione 
huius aequationis cum ea, quam $. praeced. inuenimus, 
valor ipfius s per x & s determinari poterit. Ponamus 
in hunc finem efle : 
*5 dde 57 EZ*s 
dx dx? dx dx* 
vbi A, B; C, D, &c. denotent coefficientes meceffarios 
(ime conftantes fiue variabiles: nam cum. fit 
ds dds d? s d* s d55 
SIL. 7dk9 | 6dv) — a4d£* | 130dx5 
da 48e di Lu. 
(i hinc valores pro $, 77» 3,527 733? &c. in fupe 


p— As 


— c. 


riori aequatione fübítituantur, prodibit : 


j 


112 








135. 
x? dd 
2dx? 


x3d3, 
e Gd 


— —  — 8 —j Uu |—] I — — 


fi fuperior aequatio huic aequalis ftatuatur , 
iim litterarum A, B, C, D, &c. denotiiniaGones: 


120dx5 




















G7 PU «wv. 

"au 
me AR am (Ad Adds Ad*s ^ Ad*s Ads; 
t Ud ! adr* 6éde 24idx*  120dx5 ec. 

atBag? 07 Bdé:'B45s |B4*s  Bdss 
Vm — 0 cuanta ga apnd 

Cds | Cd*s, Cd*s Cds; 
(ERST. m «4 dx* - 6dx$ T &c. 

Ds D4*; | Ddss 
dx3 ——7 awe edes 2 dx5 T &c. 

E4*s Eds; 
mu oe jg Y 9 

&c. 


quae igitur feries iunCtim fümtae aequales erunt nihilo. 


Cum ergo ante inuenimus effe : 
x*d^s 


24dx* 


x5d5s, 


1 &c. 
prodibunt 
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His igitur literarum A, B, C, D, &c. valoribus inuen- 
tis, ex termino generali s terminus fümmatorius s — Ss 
ita determinabitur, vt fit: 

Bés , Cd Dz*s Es FS 


SS—A&— -——-—L———— (^ sov Mais vr b 
A dx dx? dx? dx dx &c 
136. Cum autem fat : 
iem en ud 
B—ir—rx 
C — PS pepe 


D —444*— Q3:x3 -L-24xxx &c. 
patet hos coefficientes effe eosdem, quos fupra $. $5. 
habuimus, vnde iíta cermini fümmatorii expreílio eadem 
eít, quam ibi inuenimus ; eritque propterea: 

BÉ 5e NAM ret 


B —ziSx:—. Lg *- 
C — i1Sxr?— 142 » 
D— 1S: — 1x93 
E —ÁÀÁ3 Sz* —4 &c. 
Hinc ergo erit: 
d: ls;  .  d?sg 4 
Scam T Sep A Sene s Hire Srt - e 


xde; x? dd x3d32 * 5s 
dv ———L——— ——--Z&.. 
dx 2dx? 6dx3 24dx* 
Quodfi autem in termino generali s ponatur x—o, pro- 
dibit terminus indici —o refpondens; qui fi ponatur —2, 
ii erit 











-" |^ xds xr*'dés o x3d3s 

dit: 4—3.——3 dE S cds - -I- &c. ideoque 
xd& — x*dds , x*d*& . x*d*z "Td 
d 722 GRE TU adero m A7 


any valore —RÓ orina 
— A T Sveda -— — 9x3 —— —— 4 eL 
Ss —( IU d Sa? ES &c. 
Cognitis ergo fummis poteftatum, hinc pro quouis ter- 
mino generali ei conueniens terminus fummmatorius ex- 
hiberi poteft. 





137. Quoniam ergo geminam inuenimus exprefTfionem 
termini fummatorii Sa pro termino generali 2, earumque 
alera forniulam integralem 24x continet, fi iftae duae 
expreffiones fibi aequales ponantur, obtinebitur valor ipfius 
/sdx per feriem expreffus. —— Cum enim fit: 


" zi 9I d. Sos. Gd. 

^i T Vukade inaadeis LTTA. Ea 

| dds EN 
—(rbrsca- D Ss 1754 Sri— I.2 245 6 4-&c. 

erit : 
| d* d d3s*' 

fadx — (xt i)-a-- MES uc) (Sx3 -198) 

d*s -— 
VUES ic Dd e n (S i216) 4 5 Ss 

d?5 bi iere. e 
^. $so40dx! ———— (Sx! — $50) -3- &c. 


vbi 9(, 95, G, $5, &c. denotant numeros Bernoullianos 
fupra $. 122, exhibitos. - 


Sit 
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| meu | dds : : 
Sit v.gr. e—xx, fet «—0; dT hinc erit: 


fxxdx ZZ (x) xx — 2x (8x E 42) F1 (3? EE? E Ex) 
feu /x.c dx — 1x? ; dat autem 1x? differentiatum vtique 
XxZax 

138. Noua ergo hinc patet via ad terminos fumma- 
torios ferierum poteftatum inueniendos; quoniam enim ex 
coefficientibus ante affüumtis A, B, C, D, &c. hi termini 
fammatorii facillime formantur, Meum autem coefficien- 
tium quilibet ex praecedentibus conflatur ; íi in formulis 
S. 155. datis loco iftarum litterarum valores in $. 136. tra- 
diti fubftituantur, — erit: 
Sxr!-x —ixx-ic 
Sx! -x? — x3 -$x-2(Sxe-x) 


Mme 
Sx3-x?LILixi-ix-i(8x? "rte (Sac! eat) 


SxieOx'T—ix5-ix-$(Sx? -13)- Loan y 3.2 Seer) 
| &c. 
Hinc ergo fümmae poteftatum füperiorum ex fummis infe- 
riorum formari poterunt. 
139. Quod fi vero legem , qua coefficientes A, B, 
C, D, &c. fupra $. 135. progredi inuenti funt, attentius 
intueamur, eos feriem recurrentem con(tituere deprehen- 
demus. Si enim euoluamus hanc fra&tionem : 
x--ixxu--ix329-L-j px 1p dEoxsu*-1- &c. 
1M-ià -d-i4? 4-4 u? --r1gu* —-&c. 
fecundum poteítates ipfius v, hancque feriem refultare fu- 
mantis : A -- 

















"A CAPUT pr 
AL Ba 4- Cw? --.Du? -- Ev* -- &c, 


erit v&i anté inienimus$ A — ; B-—Ixx—-iAÁ. &c fic 
que inuenta hac ferie , obtinebuntur termini fummatorii 
ferierum poteftatum. Illa autem fra&tio, ex cuius euolu- 


» . . * . ! exu 
tione iíta feries nafcitur, tranfit in hanc formam: $— 


| | e" —r? 
quae íi v fuerit numerus integer affirmatiuus, abit in 


(t7 ene IL. ML- ers; cum ergo fit : 











aec A 

AS u TU u? is u? ica L& 

: um 1.2 1.2.3 1.2.3 im a "E 
MA. 21 4u 8 u? 161 

gi AERE T drea rt Er IAE 
ial. 3u gu 2713 81 

diruit rie I.2 1,2.3 A I.2.3 4 «c 


e(x-1)u— -—-— cec Milia sa eoa ea *u m e &c. 
I I, 2 1,2, 3 1.2.3.4 | 
ideoque erit : 


ae angf 
B'—Ssc-D-—Sv-x 
C —iS(x-1)? —1Sx*-ix? 
D, — iS(x-1)9 —1Sx? —z x? &c. 
Vnde nexus horum coefficientium . cum fummis potefta- 


tum , ante iam obferuatus , penitus confirmatur ac de- 
monítratur. 
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CAPUT*VL 


DE SUMMATIONE PROGRESSIONUM 
PER SERIES INFINITAS. 


I40, 





ralis, quam in Capite praecedente pro 
: immatorio cuiusque feriei, cuius termi- 
terminus generalis feu indici x refpondens e(t — z, in- 


venimus : » s o-$o 4 " 
d?2; d535, 

Ss — Jdx—-1 ci ear SUIT 1.2.3. 44x 3 ra ae 9 
proprie inferuit feriebus fümmandis, quarum termini ge- 
nerales funt functiones quaecunque rationales integrae 
indicis x, quoniam his cafibus ad differentialia tandem 
euanefcentia peruenitur. — Sin autem s non fuerit eius- 
modi functio ipfius x, tum eius differentrialia in infini- 
um progrediuntur, ficque refültat feries infinita fum- 
mam feriei propofitae exprimens , & quidem ad datum 
vsque terminum, cuius index eft —x. ^ Quocirca pro- 
ereffionis pr opofitae i in infinitum continuatae fümma pro- 


dibit | fi ponatur x — v ; hocque patto alia inuenitur 
feries infinita priori aequalis. - 


141. Sinautem ponatur x—o, tum expreffio fum- 
mam exhibens debet euanefcere , vti iam annotauimus ; 
quod nifi fiat," eiusmodi quantitas conítans ad fümmam 
addi vel inde auferri debet, vt huic conditioni fatisfiat. 


Kkk Quo 
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Quo fa&o fi ponatur x —:, fumma inuenta praebebit 
terminum primum feriei: (in x — 2, aggregatum pri- 
mi & fecundi ; fin x — 5, orietur aggregatum trium ter- 
minorum initialium feriei, & ita porro. His igitur ca- 
fibus, quia fumma vnius, vel duorum, vel trium, &c. 
terminorum eft cognita, feriei infinitae, qua iíta fumma 
exprimitur, valor innotefcet ; ex hocque fonte innume- 
rabiles feries fummari poterunt. . 






142. Quoniam, íi eiusmodi conítans fümmae fue- 
rit adiecta, vt ea euanefcat pofito x — o, tum fümma 
omnibus reliquis cafibus, -quicunque numeri pro x füb- 
ftituantur, fatisfacit ; manifeftum e(t, dummodo fümmae 
inuentae eiusmodi quantitas conítans adiiciatur, vt vno 
quodam cafü vera fümmma indicetur, tum omnibus reli- 
quis cafibus veram fummam prodire debere. Quare fi 
ponendo x — o, non pateat, cuiusmodi valorem expres- 
fio fummae recipiat, neque igitur conítans adiicienda 
hinc inueniri queat; tum alius quicunque numerus pro 
x Ítatui poterit, adiiciendaque conítante effici vt debita 
fumma indicetur: quod quomodo fieri debeat, ex fequen- 
tibus magis fiet perfpicuum. 


142. S Confideremus primum hanc progreffionem 
harmonicam : 


I I I I 
pepe cem eomm RII, 
2 3 4 x 
. . . I I 
euius terminus generalis cum fit — ro fiet s 2:0 


tCr- 
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terminus fummatorius s ita inuenietur. Primo erit 


fsdx — E Ix; deinde differentialia ita fe habébunt: 


des sr NS Dont. dia ge 
deo xwy* CORE UU aX c6d! c wt 
d* : d$s I QE. 
————; TLnmS—-.1 € Hinc kaque erit: 
24d4x*5 ^ x3?  120d«? x9 taque erit 
I 9r 98 (y qy 
£e ————Rpem nni i un — 
E -L- 2X 2x* KP. 6x5 Rus — &c 


—- Conftante. 
Conftans igitur hic addenda ex cafü x — o non poteft 
definiri. Ponatur ergo x — r, quia tum fit :— zr, erit 


Tt X , 95 G , $0 
pI——— am tr s 


| I 9[ Da ( 1$) i 
ifta conftans — - UEM MD -- V en 2 —-— &c. erit- 


—L- Confít. vnde fit 


que ideo terminus fümmatorius quacfitus : 


1 9l 2 ERN. PUE SR 








$—dx AO 21 Hs MEE 
p) 5 UNS 
M —-40--— — 5." e &. 


I43. Quoniam numeri Bernoulliani 9f, 5. G, $5, 

&c. conftituunt feriem diuergentem, hic valor conftantis 
cognofci nequit. Sin autem loco » fubftituatur numerus 
maior, atque fümma totidem terminorum actu quaera- 
tur, valor conftantis commode inueftigabitur. —Fonatur 
Kkk 2 in 








444. Cad PSUVTA wp 


in hunc finem x— 10, decemque primis terminis colli- 





e. reperietur eorum fumma 
2,928968253968253968 


E] 


cui aequalis effe debet expreílio fümmae , íi in ea po- 


natur x -— 10, quae fit: 





9f 905 G 255 | 
noct T " 200 RN 40000 6000000 3 $00000000 &c. 
-- C. 


furnto ergo pro /ro logarithmo hyperbolico denarii & 
loco 91, 95, G, &c. fubítitutis valoribus füpra inuentis, 
reperietur conftans illa : 
C —0,5772156649015325 

qui numerus ergo exprimit fummam feriei : 

EILMLIDU RUM E 

2 : 4 ^S 6 8 'Wi IO 

144. Si pro c numeri non nimis magni fübftituan- 

tur, quia fumma feriei facile actu iur y obtinebi- 
tur fumma feriei huius : 


I " 2 5 a M-P LL Rom Lh 


4x* — 6x5 8x? 








sin autem x fignificet numerum valde magnum , quia 
tum valor huius expreffionis in infinitum excurrentis fa- 
cile in frattionibus decimalibus aflignatur, viciffim fum- 
ma feriei definietur. Ac primo quidem conftat, ffi feries 
in infinitum continuetur, eius fümmam futuram efle in- 
finite magnam ; fadto enim x—v fit /x quoque infi 
ni- 








nitus; etfi c» ad x rationem infinite paruam teneat. 
Quo autem commodius füumma quotcunque terminorum 
feriei affignari queat, valores litterarum 9f, $8, G, &c. 
in frattionibus decimalibus exprimamus : 

o0, 1666666666666 

0, 0333333335333 

O, 0238095238095 

9, 03333333333353 

0, 0757575757575 

0,253113553113j 

1, 1666666666666 

7,0921568627451 &c. . 
vnde ergo erit: . 


HIE EE TETETEHI HI 


0,0833333333333 


[| 


0, 0083333333333 


O, 00396825 39682 


| 


— 0,0041666666666 
—  0,00753757575737 
— 0,02109279609238 


—  0,0833333333333 


ele zlesl ssieem ejm: «9c m O0 m9: 
| 


—  .0,4432598039216 &c. 
Kkk 3 EX- 
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Inuenire. fummam mille. terminorum | feriei 
I I I I pra 
1 Uu 7 PUOEPEST T Ec. 


Ponatur ergo * — 10oo, 


CH PU** Ww] 


EXEMPLUM 


| 


I. 


& cum fit 
2,3025850929940456840 


——— n RR MÀ —À—À— 


fub. -——- 
2 
add. 25 


4x* Ergo 7, 4849708605503 
(ita mille terminorum, qui nequidem feptem vnitates 


JEN 





6, 9077552789821 
0, 577215664901j 
O, 0005000000000 


7, 4849709438836 
9, ; 0000000833333 
7, | 4849798605503 


|| 





cum femifle conficiunt. 


EXEMPLUM 





Oo, oODOOOOCOOCOOOCO 


MEE EE s MNNNNNNNELNNEENEN: 


IL. 


erit 


eft fumma quae- 


' Inuenire fummam millies mille terminorum ferie 


Quia eft. x — 
LAM CL: 
boni - 
I blind 

x 


 IOoOOCOO, 


erit 


egdractepw de 


[a 2 6.fo. 


I3, 8155105579642 
O0, 5772156649015 
O, 0000005000000 


Eur idu aiecis it ea ligu oor 


14, 3927262228657 — füummae quaefitae, 


ergo 


145. 





——— "Aw aus - m RN. A. S F3 
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145. Si ergo pro x ftatuatur numerus vehemen- 
rer magnus, fumma fatis exacte inuenitur ex folo pri- 
mo termino /x conftante C aucto: vnde egregia corolla- 
ria deduci poffunt. — Sic fi « fuerit numerus vehemen- 
ter magnus,  ponaturque : 


I I I b 
1d uci Wu rw "raura er^ 
I I I I I 
c E o Aw 05 0. 
& ép : xus via "qe 


quia eft proxime s — /x--C, & ?—/(x-—-)-2- C; 
: AT A 
erit z—s——/(x4-y)—/x —/ — , ideoque hic logarith- 
mus proxime per feriem harmonicam finito terminorum 


numero conítantem exprimetur hoc modo : 


| —— — cor^ wen E L * . Sa Am 
E TIRE TRE TO ; "ep 


Accuratius autem hic logarithmus exhibebitur, fi fuperio- 
res fummae s & 7? exaclius capiantur. Sic cum fit 


dx C4L———, & 
1244 


"FG C —— M. en 
(£13 -T- S 1») M ; erit 
E x 2X Tte 2 (x4-y) am I2XX I2 (x 4-5)? : 
ideoque 
ius PES I I Lo I 
P x rem v om uL "T eu Dy I2 Bs E Ly 


»in 











Sin autem fir numerus tam magnus, vt bini termini 
vlimi reiici queant, erit proxime : 


e EG WES 122^ iun L(I-— 


r45. Ex hac quoque ferie harmonica deriuare po- 
terius fummam huius feriei , in qua tantum numeri 
impares occurrunt : 


I I T. I I 

—-—LB—-——-L—-— zi a & AU o 

I 3 5 "i 9 it | 
Cum enim omnibus terminis capiendis fit : 


I I I I I 
dar i pU ias $2216 toris Sici rr — 


er ACE CE aed up t 
terminorum vero ordine parium : 
I I I ! 
"bgirpr nir ir "ra LL PON IUUME T 


fumma fit femiífis fuperioris nempe: 


EC-- EH iL * JUNE n - C MNMPUR 


8x1 I2x9? ' 16.x3 
erit hac ferie ab illa ablata : 


hi tuu laut d E 
xui Dar. La agere . P NEM wvpher-cir icm 


/O2xli 
;C.L2* 31 CHI MES ED. 1 
M Vx 77 aar) 2(2xd-1) nacer -&c. 
lean al * Eines 


E 4x ^ Ax? — gx 
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r46. Poteít vero etiam per eandem expreffi onem 


generalem fumma cuiusque feriei harmonicae inueniri ; 


fit enim : 
' EN I 


| | MS nm 
Si. c z.p. oben "a9 | — $4 


Pes d NUES Siero y 
quia eft terminus generalis 2— ———, erit: 
" 


mx-4-n 
: I d*5 27] 
zdx —-—Jlsx dub aue perm 
HANS ^. — ww ^ LIBI 5? 
2dx? 77 (mxlm)3 ? 6dx3 —  (mxilz)* 
d*z D£ »"m* d535 JM, 9"? 


24dx* 7— (mxln)5 | i120dx5 — (mlz)*5 
Ex his ergo reperitur : 


9 or 9553 


(Dome) er 3)" sue Ey I gn a 


"mm 08 m. | qya? 
G(meiwy 7. RKe4xm o 9 
Pofito ergo -—o, fiet conftans illa addenda: 
DEZ $9573 Qus 


— — lig M T ccs oceus dir; 
D mE CRT bets 


147. Si vero fit ks. , quoniam feriei : 


( I 
Liz iain NEONCCBG AST OPE pes 


4m 2 X 


fumma eft ——C Jl — y. NUT vA — &c. 


2mXx amx*. 


Lll i 

















450 Ux PUT CE 
at vero huius feriei: 
| I I | 
insani airinuirin itor be erigi: 
d uL D abo 
fumma eft — C -L- mx nar Pr a izoae 


fi ab hac ferie illa z; vicibus fumta fubtrahatur vt pro- 
deat haec feries: t 


1-7 Pee L rur T eR ILE. EL 


3t X ! 
» 9n | ?" H 
" ^ 2m Jm "nx 
: ; | I m. 94 | 
ius fumma erit 27s -—- ——— —À—-L-——— &rc. 
eius fumma erit UIELCS IDE pei E | 
I 9I 98 
MreectuidER UE MERCI 


atque fi ftatuatur x —c  fümma erit —/». Hinc 
pro .z ponendo: asit 24,35 44 (XC6.. ecrit: 
la —r—4-4-$—4$2-$—£-2-5—i--&c. 
l3 ——1--i — $--i-4-i——$-3-i-2-1i— 32 &c. 
l4 —1-2-4--i—i4i3-£-3-£93-*—i—- &c. 
ha —i--4i-2-£--£i—i-3-i£-4-)-4-i$--i— fs&c. 
&c. 
148. Relicta autem ferie harmonica progrediamur 
ad feriem gun reciprocam , fitque: 


Ir EPIS Te 
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1 1 
in qua cum fit terminus generalis * —3 xo erit 








fsdx —— —, & differentialia ipfius s ita fe habebunt 
ds eem i I : dds I À 428 L4 nd i . Rc 
34r x1! 2 2.3dx* 7— v * ) 4. 3. 4dx3 ' x 5 Tw 


vnde erit fumma 


"W.B ve (G 
aya... x3 x? JSCWTEE- S Le i &c. 





in qua Mid addenda C ex vno cafü, quo fumma 
conítat, eft definienda. Ponamus ergo x — 1, quia fit 
:— rr :debet eiie: 

C — 1-27 1—- 1-4- $3| — $8 2- G — $3) -I- 6 — &c. 
quae feries autem cum fit maxime diuergens, valorem 
conftans C non oftendit. ^ Quia autem fupra demon- 
ftrauimus fummam huius feriei in infinitum continuatae 

TUD | TT 


efTe —- fatto x — c, fi ponatur s— — , fiet 


das us , ob reliquos terminos omnes euancícentes. 
Erit ergo 
TT 
peper-— --9([2— 35 -- € — $5 -1- € — &c. — 

149. Sin autem fümma huius feriei meia non 
fuiffet, valor conítantis illius C ex alio quopiam cafu, 
quo fumma a&u eft inuenta, determinari deberet. Hunc 
in finem ponamus x —1:0, atque decem termminis actu 
addendis reperietur : 


T 


L1l2a $5 








add. 


add. 


add. 


add. 


add. 


bit. 


fubtr. 


fubtr. 


fubtr. 


fubtr. 


fubtr. 
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I] 


[| 


O, I 


3 


ex 9,005  .—— 
I ,644767731166540690 
— 0,000166666666666666 
1; 644934397833207356 
— 9, 000000333333333333 
1, 644934064499874023 


— . 0, 000000002 5380952 381 
I ,644934066880826404 




















— 0,0000000000333333133 


[De E rxrl-urzrtui00 ..108€8S———————S Ó— À 


1,5$44934066847493071 


— 000000000000757575 











1, 6449340668482 50646 


— 0,000000000000025311I 
1, 644934066848225325 


22 O, 000000000000001 166 
7I 




















Hicque numerus fimul eft valor expreffi onis — 
modum ex valore ipfius 7 cognito calculum infliraent pate- 
Vnde fimul intelligitur, etiamíi feries 91, 8, G, &c. 
diuergat, tamen hoc modo veram prodire fummam. 


1, 549767731166540690 


1, 644934066848226430 — C. 

















tum eft 


, quemad- 


amd 


150. 





C4 PÉURTA PR dns 


" | | u—À I E zx. 
rjo. Sit nunc — $—-5 ; atque 





I I I : 
jpeeeMeym bett adt nm 
quia eft 

eb. ci I ds ps5. 

/* (x I xx ) I 2.3 dX 2x* J I.2 3.4dx3 — ax$5 
dia 2. L2 A uuecdcie i one 
JqUEWUT NE o P xlikasTRET . . ze : 
erit 

I 1 34 . 5,99 5G 

—6onm— PAP C m i L—— ———. -L &c. 
isi: EU. 2x3 2x* 3 ax" 2X9 


hincque pofito XI, ob si : fiet : 
C—1:--41—1-2-2$9| —1:5-- 16 — $ -- &c. 
atque ifte valor ipfius C fimul oftendet fummam  feriei 
propofitae in infinitum continuatae. Quoniam vero fum- 
mae potefítarum imparium non aeque ac parium cor- 
ftant , ifte ipfius C valor ex cognita fumma aliquot 
terminorum definiri debet. Sit erpo x—:10, erit: 


r 1 mo um. 


2XxX 2x3 2x* 2x? x 2x? 


CL: 








L11 5 E 








Cx PUT:.wWL 


i 


|| 


|] 


|] 


[] 


[| 


Eít vero ad computum facilius inítituendum : 


O, 2500000000000 
0, 0833333333333 
0, 0833333333333 
O,IjOOOOO0O0O00000 
0, 4166666666666 
1, 6452380952389 
$, 7500000000000 


60, 2833333333333 &c. 


Hinc ergo fient termini ad s addendi: 


|] 


[| 


|| 





O, 005000000000000000 
O, 00002 5000000000000 
O, 000000000833333333 
O, 0000000000004.16666 


O, 00000000000000087 5 


——— ———— — 





0, 003025000853750875 


CA PUUVT^ PR 


rermini autem fubtrahendi fünt : 


O, 000500000000000000 


O, 000000083333333333 


O, O0000000001 $000000 
O; 000000000000016452 


O, OO00OOOO00O000000060 


e——— I—— ARAM D EE Re EE e à GEL 


O, 000500083348349845 
O, 005025000$853750375 


-— 


O, 004524917435401030 
1, 197531985674193251 











! mm D —— 


I, 202056903159594281. 


435 


151. Si hoc modo vlterius progrediamur, inue- 


niemus fümmas omnium ferierum poteftatum recipro- 
carum in frattionibus decimalibus expreffas; 


I-1- 














456 CAPUT VI 



































Cour I um —-— 5 5) 
1-737775: 71 1-8 — 1, 6449340668482264 — | E z^ 
; I w' 
1-77; our e Ke 1, 2020569031595542 
: : ! 
1--— — -I-—-1-—, -- &c.— 1,0823232337111381 TWO  -- | 
2 3 4 | 1.2.5.4. | 
17-75); 4; 7 861036927755 1068632 
I I I pM | - — 85($ 
1-767264. 71-900— 1,0173430619844491 — 77 r* 
I 2 I 
1-27 ro ur - &6-1,0083492773866018 
I I TON D eS SEES | 27 
ME TES n MEXDT. -|- &c. — 1,0040773561979443 —- 8: i 
12-15 75; 5 1-8. —1,0020083528260822 | 
| I I I | 2?(* 
I-i7-15-72:9-177:6 1-7 XC. — 1,0009945751278180 —— — —— s? 
3 4. 12,.4.1IQ 
I 
i ERTISI— yin -L-&c.-—1,0004941896041094. 
T LH I 1 | : 2t 
1773127172337 17513 1- XC. — 1, 0002460865533080 — 1. 7! 
I I I 
1772537 5137 715 -]-&c. — 1,0001227233475857 
dci sil I I ! | |. at 3(5 
"zones oe 1,0000612481350587 —— ; iin 
c I ^5 xa 
1 T : ; us -]- &c. — 1,0000305882363070 
I I 415 
II-512-77:5- 71:5 I &61,0000152822554086 —: "- 9 rre 


&c. 152. 
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r52. Ex his ergo viciífim fummae illarum  ferie- 

rum infinitarum numeris Bernoullianis conftantium exhi- 
beri poterunt, —— Eric enim: 


i: m -- £— 2. L&e— 0,57721&c. 


TUN cu MER i Z8 od idem EROS aa 


1 -o—i 

















I. 2 
39Í 38 G 
L4i-i- I età Y sepes A — a -|-&c.— 1,2020 &c. 
3: 9f I 9.IO 233! 
Lpepiciue s DS | T NM THEM - UN 
d: 1.2.3.4 
3.4.5 9l y.6-^ 7 Ap Picos 
pit 0 —--C-2 &c.— 1,0369 &c. 
PETIT 444 2124 Aii. idis 
. 3 6 6.7.8: 7 .IO ^5 
11124424008. EE LEER oclid zia 
2.3.4.5 2,3.4.5 2.34.5 ,2,...6 


Harum ergo ferierum alternae ope quadraturae circuli 
füummari poffunt; a quanam vero quantitate transcen- 
dente reliquae pendeant, adhuc non conftat: neque enim 
ad poteftates ipfius z exponentes impares habentes re- 
vocari poffunt , ita vt coefficientes effent numeri ratio- 
nales. Quo autem faltem proxime appareat, quales fu- 
turi fint coefficientes poteftatum ipfius 7 pro exponen- 
tibus imparibus, tabellam fequentem adiunximus : 


Mmm 1-- 








478 CAPUT FI 











I I I 4| slc T 
I-d- — -- — -- — 4- &c. in infin. — ——— —«u 
I I -ni T? 
| €x Eum, xod &c. * s Km — ——— , 
pibe cat ERES "ee 
eL L-L& ——L— prox 
23 42 25, 79436 prm 
[ I I T 
I-2- —--—--—--&c. . . — — vere 
"ne 34 CT 90, Oco0O ' 
I I HJ cT 
IM-.— --.—-—L.—--T&c . . ———— prox 
ETE CN "L 295,1215 P 
I 1 ! c^ 
BE PITE-D ZI dign ei QC. . . L2 ———— were 
I-t*-zci "iar | 945,000 
I I I z' 
I à; — ! — - -— —— &c. . r — ——— DlOX, 
I I I - 
1- — J- — --—-- &cC. . . —— ———— vere 
ou b gi Alu rem 
& am 
I a —m C. * ^ xe rox. 
pes rs gu 2974935 ' 


&c. 


153. Ex hoc fonte feries numerorum Bernoullianorum 
Cs ust OS. BE ole ie. eir a Mer 
7; 57 wp, cw wu erre 
quantumuis irregularis videatur interpolari, feu termini 
in medio binorum quorumcunque conftituti affignari po- 
terunt : fi enim terminus medium interiacens inter primum 
9| & fecundum $95, feu indici 13 refpondens fuerit —r; 
erit vtique : 


4 





—— Ro — A-— — a LR 2. lE E di E c e 
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2 
I-- 25 3-2; 4- &c. ea 


; ) |/ I I 
ideoque P —-r E -- "Lira &c. )— 0,58: $227 


Simili modo fi terminus inter 98 & (€ medium interia- 
cens feu indicem habens 24 ponatur —4, quia erit: 


LEEpIlq&e X 0f y 
25 yj9* l1 uEWIS dag 





fret 2— — (mz &c. )— 0,02541327 
Si ergo iftarum ferierum , in quibus exponentes potes- 
tarum funt numeri impares, fümmae exhiberi poflent, 
tum quoque feries numerorum Bernoullianorum interpo- 
lari poflet. 
I 

154, Ponamus nunc V —— ra & quaeratur 

fumma huius feriei : 
I 1 I 


um QU S. dh dg enun 


I 
y pee — — i unam o c — — - 
nnli ^ snl4 ^o sat 


| uu. I x 
» [ ver " Ex m — RB o s -3 L. | c» dx —- ——-A—EÁ A [ I — * 
Quia eft /&dx — f£ ee Uhr 00k f& dx —— tang : 


bL 


! e "uid LAS E | 
Ponatur A cot — — u, erit fads zr (uw , « 


x cofu Hi--xx t .- ÍfÍnz? 

os CONES eee. — À—— —— S —— 

A er in «' HH (nz? ? zn" 
dx du | dx fin u? 

& — vnde fit du. — ——— . 


1 Mmm 2a Hinc 
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Hinc differentialia ipfius s inuenientur hoc modo: 
2 du fin w. cofz ^, — dxl[inu*.(inaw 





gu xis 
nn n3 
& dz finu?.fin2u 
! dx — q3 


dds d (finu cof in 2u--finu?.cofa2w) ^ dxfinu?.fina« 





2dx"^ n3 i e n* 
dds fin 2? . fin 3 ju 
& ——— A 
adx? n* 


Simili modo erit, vti iam füpra pro eodem cafu inue- 
nimus : 

ds ^ ' finu*.fin4s | d's — finu*.fingy 
2.3Àdx? n5 Tusad4dwt ^ — &g6 MT 
ex quibus formabitur fumma quaefi ta : 


z ^ en 6 | 
deca Kf Lew finz* fii fin2: d | D in v^. fin 4u 


An 2 73 4 n5 
- PONE mo iio enis 4) finz?.fingu 
e' Tur B NL ERG — &c. 
—— NA 
Si hic ad conftantem determinandam ponatur x — o, 
quo fiat :— o, erit cotz — o, ideoque v angulus E 
ac proptera finu —r, fina2wt—o, Mee: o, fin 64 — 





&c. videtur ergo fore o— - — — - —— C, hinc- 


2HH 





Cm 
2 HH 


ni euanefcant, tamen quia coefficientes 9], $5, €, &c. 
.* 
tan- 


: at vero notandum PE etiamíi reliqui termi- 








CL EEGUAMIREIUHULLLEEIEIMLUILHEBBEGEEDHEELELLUNESELIEECELELLIIEEAAALULOPSIUAXLCLT.DPPE«L LLCUÁÓASISL)AuUÜCECE STRRRICOCOCSBULLCELO LO LD [Ll ——— C ÜüÓ€"— À—— 
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tandem in infinirum excrefcunt, eorum fummam poffe 
effe finitam. 
155. Ad hanc ergo confítantem rite determinan- 


dam ponamus effe x — v, fümmam enim huius feriei 
in infinitum excurrentis fupra iam in introductione de- 


—— 


7T 
2 dE 273 





finiuimus, oftendimusque effe eam —— 
T 

fin —o, fimulque finus omnium arcuum multiplorum eua- 

nefcent. Cum autem in hac ferie poteftates ip(ius fin» cres- 

fcant, diuergentia feriei impedire nequit, quominus valor fe- 


Pofito autem x — v, fiet  — o, ideoque 


j | gei 2» 
riei hoc cafu euanefcat. Fiet ergo s — FC ; vnde erit 


yr 





T | 
Xidb ee uu FTNTLINT EU 
ug 2 7 a(em7) & 
Qc EL Lure Quare fümma feriei quaefi 
auae C RÀ poa €ÓM—— à Uuare 1t 1 1 quaetita 
"TUBE TOT RES umma feriei quaefit 
OW 7 inu? 9[ finu? fin 2: 24. 
erit $IL————————, 
2 " 2nm OUQICD- S, CMS 
B (inu*.fina« — G& finu". doen xt 
4 0 B5, 6 d xm —1y 


Vbi notandum eít, (íi » fuerit numerus mediocriter ma- 
ecnus, vlimum terminum  ————-— ere feri 
gnus ; n (einz —) tantopere fieri 
exiguum, vt negligi queat. 


Mm m 3 156, 
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1$6. Ponamus effe xz—», ita vt denotet : 
I I I 
-—AUARUMMM - 0 


VI 


* 7T 
Tum vero erit cot; 1, & 4 224;? — 3, Quamob- 





rem habebitur fin« — iA | finaz—:; (fin4«—o; 
fin 6s 2 —1 5 fin 84 — o ;  HBIONTZ-IG CC. 
Hancobrem erit : 
NS, ER A nsis—1iem 
TL 222 AW 2,37" I0,2?4** 
G T 
"gans? 96 7 ionrzD: 


in qua expreffione tantum numeri alterni ex Bernoullia- 
nis occurrunt. $i igitur valor ipfius s per computum 
aCtu inftirutum iam fuerit inuentus, hinc quantitas 7 
definiri poterit, erit Ped 


e c 
rm -au-eL4- so TUE. 2*g19 
S. oan 


-. 26 "uau4 gi"T—[I" 


Etfi enim in termino vltimo ineft z, tamen quia is 
tantopere eft paruus, fufficit valorem ipfi us z proxime 
nofle. 


EXEMPLUM: wit. s erit : 


I I I I I 
E InBFTIEEE M UArurD 





— ————A—-——————HM————X —————Aí-—2—z]lLLhULuZÀLEiDDa0Oan bm ] AGAG/ÓL.. OA"?AG!UGUOALLLZILLLUIALGAUIIUSLEZAZMRet! LOL L| ]|D bÜbBLu EUMD Pe.-LL)|LAIAD 


Pis Li 
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qui termini actu additi dabunt: 
$220,1467463056905349494 


vnde erunt termini illi : 
42$. 22 2,93492611381098988 























I Weil n 
I —92 
3t , 
MI — O, oo6666666566666666 
171 HEU NKUOMNO 
5. 14159378047763654 
3 s n9 -— LÀ ,00000012698412698 
G 3,14159265349352956 
DU IDEE reed c E 
, 3,14159265359049925 
"ELDPDD. — O. ,00000000000042666 
Ta 3,14159265359007259 
EO — 634 





,2 9. T9 rBRGdAUAe DR IEEE aio; 
943 J^ 3,14159265359007884 


Hic valor iam tam prope ad veritatem accedit, vt mi- 
randum fit tam leui calculo eousque perueniri pofle. Eft 
vero haec expreffio aliquantillum iuíto maior, fübtrah: 
Ede 7 : 
enim adhuc inde debet I , cuius valor, dum- 
modo z prope fit cognitum, exhiberi poteft; quod per 
logarithmos ita expedietur. 
Quia eft Tv le — 1,3645763538 
erit 7e*??7 — 10z/e 213,6437635. 
Cum 
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: c 
Cum iam fit —-—. — apu ER -L- &c. facile 


gaTL:; A pn 
intelligitur ad noftrum calculum fufficere primum termi- 
norum fumfiffe. ^ Augeamus ergo chara&lerifticam  nu- 
mero i7, quia habemus totidem figuras decimales, erit : 


Ir — 17,4971498 
]4 —  0,6020600 





— 


18,0992098 
fubtr. Joi o— 13,6437635 





454554463 
Er O yd A 285^ fub *al Í 
B waww e $39 ubtrahatur 
aD 3, 14159265359007884 erit 


T——35 14I $9265358979345 
quae expreífio in figura demum penultima a veritate re- 
cedit; quod mirandum non eít, cum adhuc terminum 












iis, qu dat 22, fübtrahere debuiffemus, (icque 





ne vltima quidem figura aberraffet. ^ Ceterum intellioi- 
tür, fi pro z maiorem numerum vti 1o affümfiffemus, 
tum facili negotio peripheriam 7 ad 25 pluresque figu- 
ras inueniri potuifle. 






157. Ponamus nunc quoque pro s functiones 
transcendentes ipfius », fitque 2 — /x, furnendo logarith- 
mos hyperbolicos, quoniam vulgares facile eo reuocantur ; 
fit- 
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fitque: s --/24-/3-- 14-2. . . . -x 
Quia igitur et 2 — Iv, erit /sdx — x/x — x I 
huius enim differentale dat  2x7/»x. Deinde eft 
dev'y s dde ox. M» I. d's .— Ir. 
dx x? dx* ^ x3? r.2dx3 x3 ? q,.3.3.4445 x5! 


qe—M— 





&c. 
Hinc itaque concluditur fore : 
n : 9-85 G 
y——xlr—x-—L-iix LAX 3.4X? Gus l&c. 
—-- Contt 


Haec autem conftans ponendo x — r, quia fit 5/1 —o 
ira definietur, vt fit: 

| bi 

C—1:— A SM e e -- 2 &c. 

3:4 
quae feries ob nimiam diuergentiam eft inepta ad valo- 
lorem ipfius C faltem proxime eruendum. 
" 

158. Non folum autem proximum fed etiam ipfum 
verum valorem ipfius C inueniemus, fi confideremus 
expreffionem Wallifianam pro valore ipíius 7 inuentam, 
atque in introductione demonítratam : quae erat: 

T ' 2.2.4. 4. 6:6. 8. 8. 10. 10.12. &c. 


— 
— — ——— MHRÁÉÁBEÁ——L € i É—" MM ——— | — NIIS 


TUDOQ3. 409.4. P gus E RCII. QU 
hinc enim logarithmis fumendis erit: 
[T—]2 —2l2-—-214-2—21/6-—-21/8——-2/1o0-—- &c. 
— 11 —2/45—215—2107—21/9—21/11—-&c. 
 Npn | Po- 


* | 
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Ponamus ergo in ferie affümta x ——7t0», & cum (it: 
dra HMM. .4x —Cl(xpDa-x 

erit 4 LaLhlkhep...- 5x —C-4(Gxrli)hx-ax 

&  h4A44/64841.... 4 hx — C (c Ne -x 

hino 45s 7... HG)» )a5-x 

Cum igitur fit : | 

| ^ —af2 -1- 314 -4- all6-1- mor ebalts-- fi 

— 2/11 —2/3—2/$— . . . —asl(ax-1) 
pofito. x— o, erit: | 
|. — 2€ -- (2x41) Iv 1 —- 2x12 — ax—2—x. 
— /axix'—(2xH1)/2t2v,. 

ideoque 2 —a C—2/2, ergo 2C—Zz, & C-— ihm, 

vnde in fra&tionibus decimalibus reperitur: | 

7€ —9,9189385332046727417803297 

atque fimul fequens feries fummatur : | 

We GOOR  voRg Un a usd 

Vc Coton | "cin the wi gendi 

159. Cognita nunc ifta conftante C — 3/27, fumma 

quotcunque logarithmorum €x hac ferie. /r -/2 4-75 t &c. 

exhiberi poteft. — Si enim ponatur: . 
fcdi-d-/a-i3-/a-R 40.0 o I, cerit 

scihmpxTP-xl e JUNI - e 2 


jede APROL Lr npe) L &c. 
E fiqui- 
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fi quidem logarichmi propofiti fuerit hyperbelici 5 fin au- 
tem proponantur logarithmi: vulgares , tum | in terminis 
Alc (x4Ep)epro /27 & Lx. fumi debebunt logarichmi 
vulgares, reliqui autem feriei termini —-t Lg He 
multiplicari debent per 0,434294481903251827 —:7. 
Erit igitar hoc cafü pro logarithmis vulgaribus : 
Iz — 0,497149872694133854351268 
[2 — 0,30102999$5663981195213738 
27 —— 0,798179868358115049565006 
à/27 — 0,399089934179057524782503 


EXEMPLUM. 
Quaeratur aggregatum mille logarithmorum tabularium 
$c—li--la--./3-L. . . . .. T1000. , 
Erit erpgo x 1000, & /x— . 3,0000000000000 
vnde fit x 1x ——:3000, 0000000000000 
Lyr I, 5000000000000 
ilaT-— 0,3990899341790 

















- 3001,8990899341790 

fubtr. '— zx — 434,2944819032518 

| 2567;6046080309272 

Deinde eft t fe 00000361 912068 
fabtr. 2-3, 0,0000000000012 

vi 0, 0000361912056 

addatur 2567,6046080309272 





fumma quaéfita - $—:2567; 6045442221328. 
Nnn 2a Cum 
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Cum igitür s fit logarithmus  produ&ti numerorum : 
| 1.:52:708. qo 4Uv 6i lris0L dit rro | 
patet hoc produ&tum, fi a&u  multiplicetur, conftare ex 
2568 figuris , atque notas a leua initiales fore 4023872 
quas infuper 256: figurae fequentur. 














160. Ope ergo huius logarithmorum fummationis 
producta ex quocunque fa&toribus, qui fecundum nume- 
ros naturales procedunt, proxime aífignari poterunt. Huc 
potiffimum referri poteft problema, quo quaeritur vncia me- 
dia feu maxima in poteftate binomii quàcunque (44-2); 
vbiquidem notandum eft, fi » (it numerus impar, binas 
dari medias inter fe aequales, quae iun&tim fümtae prae- 
beant vnciam mediam in pote(ílate fequente pari. — Quare 
cum vncia maxima in quaque poteftate pari fit duplo maior 
quam vncia media in poteftate praecedente impari, fuf- 
ficiet pro poteítatibus paribus vnciam mediam maximam 
determinaffe. — Sit igitur z — 27, & vncia media ita 
exprimetur vt fit : 

22 (an—1)(an—2) (an— 3) 4.6... PEE) 

EP SVEOEONn aci QM M i CONO PD ENCERR T 
Vocetur ifta vncia media quae quaeritur.— w, atque 
ea hoc modo repraefentari poterit, vt fit: 

inia i 2. 3. 4. Br OMDIND y o 28 

db I. 8.r 3. MAE o HJ)* 
fumtisque logarithmis erit : 
lcm --4/2-3-i3--/4-2-754—- . . . -I-7am 


— d — ia —i5—24—223$.. . —2n. 


P nr ———— —— 














I61. 








1 , "P get 
! * 
* 
7 LI 
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16r. lam vero fümendis his logarithmis hyperbo- 
licis. erit : 
ly--/2--/3--/4-- . . . . . 4L — 
— iam -L(an--.i)!s-L-í(22-4-i)/2— az 
MC 6c Mire ilo Wet 








| I.2.2H 3.4. 2? 7? $.6.2? 25 

& a2l1--23/2-2I-2/3--27]4-—- . . . -rTaim -— 
231 253 2G 
lam --(amr1)in— 25n-—- ^ 7 bad- rero cL; — &c. 
qua expreffione ab illa füblata relinquetur : 
; NW G | 
L—-im-—i In 2nla d - FUE e PU. "CAP Pr RE a 
P 3. wv pow $. 76a: -f- A 


his vero binis tertninis colligendis, erit: 
2339 349 1528 63G 25 1 

NITE -———-- ——-— 

Vuzmz 1i.2.348 ^ 3.4.2283 $.6.25n5 ' 7, 8.272? 




















ws ox era at UMEN S a 
- 1 Mo 3. j^ 21!5*...5.6.2^n7 ^. "8,25 n? T&c 
1-- Zu - zu T ud xod | 


Iu z Dess i dcus ROVS 


2 4 gi 
A . 2 2n 
ideoque 4 l1IlL——— 


7 RD EP3oEE MESE 
(e TU EUCH ENIM 
Nnn 3 Erit 












E P" WE 





Erit ma: pofi " 2n — om iu 
1 (i- 53 ELM PC XE is -- Kc) cma 
A E 
un ^ T E Ten A Yom &c. 
At ABS CAC CAD cg 
e s m? y? mi9 . c 
qoe RO. 
"d 27i »" 
A? A*Bo LAC. 
gm m PET pre pene &c. 
AB? 
- Apr im &c 
A* ASB 
M de &c. 
A5 
cipes ymo L: per &c 


quae LENT o cum aequalis effe debeat huic : 


4. 2 nli EP xA Midi; 2 636 — 229 i &c. 


1.2727 3. 4. 21^ $. 6 7? 7.8 m 
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255 5D 
8 ds 2p] L4 TL Me 
D —AC--iB* —A'B-- £A "p : 
PISA. TN A SET. os 3 14À5 1023 Y 
E-—AD--BC AC AB? -- A3B — £A5-L- 5315 
&c. 
| qEVTN Lan dFac. "eme reo REPRE E 
162. Cum iam fit 9[— —— S — i! er zi? 
j—. Ls —3. Jt: 
D -X! e —-26 erit : 
AT 
x b di 
I 
iier: 
37 
640 
vadis ide 
sait aii o, 
Hinc efficitur : 
2n 














acd TE CEU UEEN —.90031 T 
TN EBRETENT Mores aec St s 
(t n* P3511: 3 A19 :3a* 7287 -) Vi 


i | I2I I0496 z 
2 EL ul dnd. ca l 49259 9 - &c. ) Hu 


245g? 29. 3n* 213,3.5 n5 g*593 5.758 
i. peru OMNEA VPNEHGSREUR: ^P" ERU THEHTITT TEE 2 CHE 
vel fi ifta feriei eleuatio aCtu inflituatur, erit proxime : 
oi» 
uH —— ái(Ó— aom nime diem peipipateqe n  ATITEVE 





Vns( 14-4 — LIEST MEE RES &c. ) 


4 32n* 1282? 16.128 z* 
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hinc terminus medius in. (1-—1):» 
omnium terminorum 2?» 


vti x ad Vos( 12 a) 


325? 12. 12.825 16.128 128 5* 
vel pofito breuitatis gratia 4» — v, erit ifta ratio: 


5 
vt 1r ad yns( rl — iP eis: - - &c.) 


, erit ad fummam 











EXEMPLUM I. " u 
Quaeratur vucia media in binomio (a—-b) euoluto, 
i | IO. 9. 8. 7.6 | 
um conflat effe. — —————tÉ— -— 2:25. 
: fat ef LELAELISS 
Adhibendo vltimam formulam pro «w inuentam erit 7——5 
I | 
An —  O,0500000 
1 —À 
TNT CST S NOD: 
0,0512500 
I 
fubr. —— — 
ubtr rd 2 62y 
oO ,0511875 
fubtr. iue MTS HI , 
btr i64198n* ^ 33 
I | | 
Ergo 4-7 —  r,0511836 
Huius log. — —  0,0216784 
ln -— 0,6989700 
. hr - 


0,4971498 





1,2177982 
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7Vnm(1--&c) - 0,6088991 $ 
a ]335? —2 3,0102999 
lu. -—- 2,4014008 
vnde fit 4» zz 2,52. 


EXEMPLUM II 
Inuefligetur ratio, quam in poteflate centefima binomü 
1-1 terminus medius ad fummam omnium 2*?? tenet, 
Vtamur ad hoc formula primum inuenta : 


220 3l 1525 3€ 
"Tv P LM 4,235? $£. $.6. 2555 Tr &c. 


in qua pofi to 22 — m vt habeatur ifta poteftas (1—1-1)7 
& loco 9I, $3, e, $y, fübftitutis valoribus, fiet : 








| 4m I 17 81. 6 1:021 
"s X»qm UY: a0m5 uam? 36m9 88m! t x —&«e. 
qui logarithmi cum fint hyperbolici, multiplicentur ii per 
k—20,434294481903251, 
vt transmutentur in tabulares, eritque 
2" EU sume K 174 31& 
Iu l—4L———————————e—— L.-————— &c. 
Vim-m 413 | 247? 20745 Im II2 747. 36m? rnm 
vnde cum vncia media fit , erit 27:4 ratioquaefita, LT 
1m K k K 17K 31K 
F—VYi ipe 24m? ' 20m iim! (36m* . Du 


Qoo | Qua- 
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Quare cum fit ob exponentem  & — 1oo 


k 
— 0,0043429448: -— 0,0000004343 ; 











-— j 
&u x | 
—i-— 9,0000000000 : 
erit : 
E 12. 5.7 
2 — 0,0010857362 
E oculaes 
L0; -—— 0,0000000I8I 
d O0,0010857181I 
Tum eft ^/z -— 09,4971498726 
lim Z2 1,6989700043 
$"uT — 2,1961198769 
lIVimmz —- 1,0980599384 
4 k 
—— ——--&c. 2C 0,0010857181 
4n "NUR E nda a8 


I, ,0991456565 —12. 





Ws 





: 2 IOO i 
Erit ergo —— Zum aa, 56451, atque adeo in poteftate 






(1-24—1)*9*? euoluta terminus medius fe habebit ad íüm- 
mam, omnium 2'?*? vti 1 ad 12, 56451. 






163. Denotet nunc terminus generalis s funClio- 
nem exponentialem a*, ita vt fammi debeat haec fe- 
ries geometrica: ^. ' 


M -—4-La4 pa -—pMT i ro Rat 










quae 
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quae cum fit geometrica, eius fumma iam conftat, erit 
enim s — I0 . Modo autem hic expofito hanc furn- 


i -—1 
X 

mam inueftigemus. Quia eft s—2*, erit /sx —- , 
huius enim differentiale eft 24*4Zx ,.tum vero erit : 
"REO 7 dit 
4z—48, Tato i gs -24*(l4)* 5. &c. 

vnde P 2g fore : 

dae (Taf dee eco) —- ) 

meri Ea; I, 2049) 1.2.3. n) &c. 
4s c. 

Ad conftantem C definiendam ponatur — o, & ob :—o, 


qve pup 25 - (9? gpl 


eri —— —————-——la- 
t C la 2 I.2 Wero 


ideoque feet : 








imn E Bass 2 qi dy &e) 
Cum igitur fumma fit n , ent: | 

ü Ls I I D, 2 PM ^n 
Reim. y rin xt cma AI ciae T a)3 —L- — &c. 


vbi /a denotat logarithmum by bium Vilis a: hinc 


(a4- 1)la i 9l T vas 88(0)9* , €2)* 
2(a-1) ^. icum s I,2. apa T a 2...6 &c. 
ficque iftius feriei fusis exhiberi poterit. 


Ooo2 164. 
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164. Sit terminus generalis s — finax, & 
;—fina-L-fnza--fíin43a-- . .. --finax 
quae feries cum fit recurrens quoque fummari poteft ; 

| erit enim 


— fina-1- fin ax — fin (a an(axda) — Án a (1 cofa) fin ax - finacofax 





^J 1—-2acofa--: «2 (1—cofz) 


e a ! . ds 
Erit vero fsdx — fd fina — cofax, & TA a cofax ; 
i £z 


L— — 23 enfa v - E 
dia —aafinax ; dg —4 cofax ; Jzs — 4 cofax &c. 
| f. 3 cof a.x 
5 - — cofax -i- i finis MENO Ene um 


Gos5cofax E 
«Hp. prm. CENE 2.871. 


Ponatur x—o vt fiat ; dy eritque : 





p n2 1,23. d "AVE TE EAT 


| 9[u S545 (45 | ) 
NERA FECI eren aceto 


At xd fit zi i an PRA Ces. — cofax) fina 


a(-ef; » Me: 
fin a x dahd. 9f a | 25 43 ($ 455 eL. 
a(i-cfay 3 C00 1[23: 1.29,34  I.2...6 &c. 


quam eandem feriem iam fupra $. 127. habuimus. 


165. Sit nunc 2— cofax, ac feries füummanda : 


iccofa-I-cofaa--cofga -— . . . . -- cof ax 


Cu- 
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cuius feriei, quia eft recurrens, erit fumma: 


cofz- 1 4- cofzx-cof(ax --a T | 
irs dari eee eeu. c -Ecofzx--icotia.finaex. 


T9 1—2cofat 1 
At vero ad fummam noftra methodo exprimendam, erit: 
I d 
Jadx — f4xcofax — 7 lin ax, & Ze —alinax : 
d35. d55 


—al(na4s $3.,5,-5 —— 9a*(inex; &c.. Ergo 


(dx dx 
I 9 [afinax a3 (in ax 
;zz C--— (inax-- £ cofax Dc Moi ii RR 
ü r2 I.2.3.4 
Sit x—o, ert :s—20o, & C--i1, hincque erit: 
ab 9fafinax — S8a3finev 
(——-4-edcofar- iL inae — ner Bine atc 


I. 2 1.2.3.4 
Quare. cum fit. s—— £ -- i cofax 4-3 cot 1a. fin ax , 
erit vti iam modo inuenimus : 
SESS LSU dT ERBN 2.H 
rim mre FUIT 
166. Quoniam fupra inuenimus, fi 4 denotet ar- 
cum Nogescemr a efTe 


o —— Lr fina-r-4 n 24-4 $ in 343-1 fin 44—— &c. 


confideremus hanc feriem , fitque — s € (nex, vt fit 
I 
'——fina--ifina2a--iín3a-d- . . . --- ün ax. 


dx 
Hoc autem cafu fit | 52x —/ : finzx, quod integrale 


exhiberi nequit. 
000 3 Erit 





CHPUT:WI 


i ds a 1 
Erit vero 7- — — cofax — — (inax; 
(UU X. xXx ' 


dd a 2 

piía Moy — cofax -I- — finax ; 
d? 5 
jo 
d*s. 


.«a* 4.0 I2 4a? 244 NR 


A Cofax — —, fin av ; 





Quia igitur neque formulam integralem /z4:x exhibere, 
neque haec differentialia fatis comrnode exprimere licet, 
fümmam huius feriei per hanc methodum definire non 
poffumus, ita vc quicquam inde concludi poffet: Idem 
incommodum in multis alüs feriebus occurrit, quoties 
terminus generalis non ftis eft fimplex, vt eius  diffefen- 
tialia ad commodam legem exprimi queant. — Quamob- 
rem in fequenti Capite alias expreffiones generales pro 
fummis ferierum , quarum termini generales vel nimis 
funt compofiri vel prorfus dari nequeunt, eliciemus; quae 


teliciori fücceffu in vfum vocari poterunt. — Imprimis, 


autem infufficientia methodi hic traditae elucet, fi figna 
terminorum feriei propofitae alternentur, tum enim quan- 
cumuis termini generales fint fimplices, tamen termini 


fümmatorii hac methodo exhiberi commode nequeunt. : 
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CAPUT VII. 


METHODUS SUMMANDI SUPERIOR 
FLTERIUS PROMOTA. 


167. 
| t defe&tum methodi fümmandi ante traditae fupe 


pleamus, in hoc Capite eiusmodi feries confidera- 
bimus, quarum termini generales magis fint complexi. 
Cum igitur expre(lio ante inuenta in progreflionibus geo- 
metricis, etfi aliis methodis facillime fümmari poffunt, 
veram fummam finita formula contentam non praebeat; 
hic primum eiusmodi feries contemplabimur, quarum 
termini fint produ&ta ex terminis feriei geometricae & 
alius cuiuscunque. Sit igitur propofita haec feries : 

I 2 3 4 ! x 
$-—ap--bph-Lep—Ldp*-- o. . . -—yp* 
quae eft compofita ex geometrica p, p?, p?, &c. & alia 
quacunque ferie 4-]- ^-1-c-1- 2-1- &c. cuius termi- 
nus generalis feu indici x refpondens fit — y, atque ex- 
preffionem generalem inueftigemus pro valore eius fum- 

mae $5 -— Sp". 


168. Inftituamus ratiocinium eodem modo, quo 
fupra vfi fumus, fitque v terminus antecedens ipfi y in 
ferie a—- /-—- c—- 4-]- &c. atque A praecedens ipfi 
à feu is qui indici o refpondet, eritque vp*-: termi- 
nus generalis huius feriei: 


1 À 
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: 4 T4 EUM 0 4 
A -- «p —- 6p? —— cp? - .^.5^, 2 -Lup*-i 


cuius fumma , (i indicetur per S.vp*-t erit: 
: I | 
S.Up*—i TES — S. )p* — yp* -L- A. 


Cum autem fit : 


SOUPE C. ddy d? y d^ 
aig nma ce | Es ode Li ad 








erit : 
dd 
TA p — 1S4 z BET DA 
I 
ESACi- Sr tepore T pr— &c. 
Ex qua fit : 


Sp (opi Ap- S7 2: p*--S. a $7 m *1&c.) 
s ergo habeantur termini fummatorii ferierum, quarum 
dy 4d) d? y 
termini generales funt. —7- * p* ; Y i T p', Cx. 
ex iis definiri poterit terminus fummatorius Syp». 








169. Hinc iam fümmae inueniri poterunt ferierum, 
quarum termini generales in hac forma x"p* continen- 
tur. Sit enim. y — x», erit A-——o, ni(i fit 2c o, 
quo cafu foret. A— 1, & Te. eft : 

ddy  n"(u- n(nu) EY Lu) (72) s 
a PWix*T a. a. T3- 1a421:...3 


&c 
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erit! 


S. epit A npr- "i - Ap- 78$. gretps 07 29s. 9 gt 


icis 3» m(m-r(m-2Xm-3)o . |. 0. 
^ X. 63 - FMENIES 43. 4 - tp &c.) 
Ex hac forma nunc fucceffiue pro z fübítituendo nu- 


meros o, r, 2, 3, &c. obtinebuntur fequentes füm- 
mationes; ac primo quidem fi fi 5 —o, fit A— 1, in re- 
liquis autem cafibus erit A — o: 


| Fig S 
S:xopt 2— S, pr T (ps-iz p) 25 Pep Ls pret) 
p^ " P-—1 pP—1 
quae eft fumma progreflionis geormetricae cognita : 
PLU zii (nti x-l-1 -P) 


3 


Supr. c zr prre s. pr) 





p-—i (p—1i? 
feu S. ypr LP. OLPC T 
p—1 (p -1)* 


S.x*pr 2 — (x 2p*di 





2S.xp* J1—- S. p?) feu 


p-—i 
S.apr m XBTTS Qaxpt' y p(ppnpt-1)) 
P (IL (pi) 
Porro eft 
I 33 4:4 
9.x?p* TM p-i (x3p x1 — S.x!pr-I- 5S. v p* — S.p*) 
feu 


i Pm gx apri 3(pip* c — p(pptapii)(p*-i) 
pio (p-1) ^ ^  (p-—iy VYPNEED' — 


Ppp .. fic: 


S. x3pt— 
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js PET 
x*p*3 x5p*; 


170. 


S p*— zu (orrh-Ap-S Dips S. 


x?p* 5 





CAPUT VEVIl 


ficque vlterius progredieaüdo  fuperiorum  poteftatum 
fummae definiri poterunt, 
hoc vero commodius praeftabitur ope expreflionis gene- 
ralis, quam nunc inueítigabimus. 


&c. 


ys; inuenimus T : 


dd» 


m — p'*-— 


2 dys P 





"edes 2. p*-&c.) 


vbi A eft eiusmodi conftans, vt fümma fiat —o, fi po- 
,0: namque hoc cf. ch yzcAÀ, & yptiÀg; 
hanc confítantem- omittere poterimus, dummodo perpetuo 
meminerimus ad fummam quamque femper eiusmodi 


natur ax — 


conftantem adiici oportere, vt fatto x — o, euanefcat, 


feu vt alii cuipiam cafui fatisfiat. 
loco y, eritque 





Statuamus- ergo s 





dds 
ZX 


d535 


&c. 


zT LT &c. 


S.p 5 | p-—1i pi S.P de 30RETS S.P dx? 
I d3 s I d; 
S UAPISISEXET AR Mui ive 
S (pri) P 43 age)" dx* "EgES dx$ 
-|- &c. 
; | PESO dz dd . d35s 
Deinde ftatuamus füccefüiue Z2 Um 
in locum y eritque : 
(Qp*ds S pbi de or optdds — s^ priis 
uu C p-—r dx gei Wi dx* UA)" dei 
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rdds prkrdds or Qpxd3* 8 | 001 prd | 
p*dde p sores prdís c 


S CETEET: da! aur des A age) d 

x3 x^r 35 —— xdg : x 455 

VIERTE DIL SEI SE te 
v &c. 

Si igirur hi valores fucceífiue fübftituantur, S.p*z 
huiusmodi forma exprimetur : 

ptis ap*i ds 6p*tidds | yYp**t ddz 

p-i | (p—L) dx ' (p—i)da? dins). dx3 


üÜp*tid*s epi d*zx T 
(p-1)ds* — (g-) da 8e 





r71. Ad valores litterarum. 4, 6, y, 9, e, &c. 
definiendos, fübftiruantur pro quouis termino feries ante 
inuentae nempe : 


prie E: I p* ds I p*ddz 1 p*dis 


—Q pts dacff 7e S Io adeo cta i 
p-i — d (st dx  2(p-—1) dx? "é(p3) dri &c. 


p*eids 6 p*4ds "A p* dds I p*d3ds * d 3 do 


(p-1)dx 7 ^ dv "peti ^ dx? - 2(p-n) x3 UE &e. 
de eui, gii dom tn i p55 s Kc. 

(prd? 7 — dx* (p-1) 

puddés d i AE 


(p-dx? — L. 


z am 





Pppe 






















484. CAPUT) 








Habebimus erco : S da | 
is ^ M ; d i 26m) A WE 1) eene 
e e ( 
pd be Tordupitr em Uni: om 
«uo s IL — ix | 
oy LGXE 
-- ó 


vnde coefficientum | «, 6, y, 9, &c. valores fequen- 
tes obtinebuntur : : 


I 


— má — 


p-i 


B — 4-1) 
'- Aen 
(—o—6-i-ie-L 


Moroni een 


aU 





uy &c. 


Sit breuitatis gratia 2e —4, erit: 
24—44--11 

-194-1-$4 — 4 -143- $4 

yj -r-i 167-1-i 04——344 —4* -rHi ——34 1L 314 
à] -r-i94-3-i64-1- 25 Bild. feu. 





HH IL S 


t^ O42 T» R 


CUOMPUT' FIBI 49854 
feu ez245--24*--£4!-1- 1^ 0382 & 
"n 7* 1-147779 4* I7 $0 7 $85 1 4 - 1197 &c. 
feu hoc modo exprimantur : 





To 








tertie 1-142? -- 4 
«3. 4 
120g! zog 10g! Hor E; 
OUS T 397 WICRUR id 
Qn 7204771718004 ^7 1-158604 17 $404* 71-62 4* --4 
E33. 4. $. 6 


Qs 


ie-—— 
—— Á— — —M n —— n Po ,HegÜ—Ó—9Ée € 
) — EIUS Ls 


E25 3..4. 4.0647 &c. 
vbi quilibet coefficiens r68oo oritur, fi fümma binorum 
fuperiorum. 15601-1800 per exponentem ipfius 7, qui 
hic eft 5 , multiplicetur. 


173. RHeítiruamus autem loco 4 valorem rum , 
I 
(0 X(g-1) 
HEU LO Lim ratio 
C ra2(p-1) 
so PP-Pp-ta 


ss da irap We 
Ppp s 
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oo peb-raptepbitp-pi 








: 1, 2. 3: 4 (p—1)* 
j p*--2 E em i -I-26p--1 
jm 3.4. 5 (p 1) 
à P-Es arn Cvipce rper 
«4 5.6 (p71)* 


LM Viii je gp 416p? —— 191p? ——120p——1 
UT UT Ra ie 3C 6NPTUP TER 
&c. 

Lex harum quantitatum ita fe habet, vt fi ponatur ter- 

minus quicunque : 
qp Apr -- Bpo- 4 Ws s anie -- Dp*-$ - &c. : 
KCICCONTURIPURUH UI CORRUIT T 


futurum fit : 


eim 


» 


Q-— 47m LÁ 5,321 NOD 1), fi nimi xa-1)u-2) 
1.204 
m D e- "ao (2-2) USE, aJ]. 1) «2 Yn-3) 3) 
I.43 E. 23 E a. 4 
-&c. 
vnde ifti coefficientes «, 6, y, 9, &c. quousque libue- 
rit, continuari poflunt. 


174. Quodíi vero legem, qua hi coefficientes in- 


ter fe cohaerent, colfideremus, facile patet, eos feriem 
| re- 


A—a2"-1——54 


Hn ^ (aai Aga ^at 


D €—— water - 
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recurrentem: conílituere , atque prodire fi haec fraGtio 
euoluatur : 











prodibit enim haec feries : 
I -pau-p au? -FLyws -L-4u* -L-5:u5-—L- 045 4 &c. 
Ponatur illa fradio — V, & cum fit: 














V -— 27] P I MEA 
y? nu? u* | 
2 6 24 


Vupets vbi-e eft numerus cuius logarithmus 
pe" hyperbolicus eft — r. 
Atque fi valor ipfius V per feriem exprimatur fecun- 
dum poteftates ipfius v, orietur : 
V — 1-1-au-r- 64? —L- y w? 7-3; --e45 --0u5 —I- &c. 
cuius coefficientes &, &, y, 9, &c. erunt ii ipfi, quo- 
rum in praefenti negotio opus habemus. lis igitur in- 
ventis erit: 
-ü( ads  Gddmu  yd?s. 0d*z 
k^ dx ' dx?. | dx? |'.dx* — &c.) 
*-. Contt. 
quae ergo expreffio eft terminus fummatorius feriei huius: 
gp--bp?vecplueo.uor nur t PAS 
cuius terminus generalis et — p*s. 


175. 
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erit 


. Quoniam inuenimus effe V —7—— 
mE 


— 


eem &  logarithmis fumendis fiet 





;—I V — JV J | (p-)4V 
(pV—p1)-V, hincq; differentiando 4; — Vi-ounV 
quocirca erit gV? —(p—1)V-L- -—— — qe » i ... Quoniam 


ergo eft PRG but QUAL S oun sq 6 o 2M 
erit : | 

pVaz-p -r2epu-- aEpu* -41- 2 ypu* -1— 20pu* -1- 2&pu5 L&c. 
-L-2a?pu*-pL2aGpu3—L-2wypu*--220pu5 - &c. 
-LF 66pu*-—LT 26ypu5 4 &c. 

(p—1)V Z(p-1)--&(p-1)u A- É(p-1)? 4- y (p- T). 
£000 4 (p-1)a* --€(p-1)u5 -&C. 

— —(p-1)a 2 2 x (ago Bu -- 3(p-1) yi^ -- ACp-1)003 
-]1- 5 (p-1) &«* -1- 6 ( p- 1) Qu 5 - &c. 

quibus expreffionibus inter fe coaequatis reperietur : 














qoo 





(p—1)«& -— I1 

^2(p—1)6-z-a(p-T-1) 

3 (p—Dy — 6 (p--1)-1- a*p 

4 (p—1) 9 — y (p 2-1) -- 2a6p 

y (p—1) € — 4 (p-3-1) H-20yp H- 65p 

6 (p—1) à — € (p-t-1) H- 20Àp -43- 268p 

7 (p—1) 4 ZG (p-- 0) 2I 20tp -4- 260p —L- yp 
&c, 








ex quibus formulis, fi pro p datus numerus affumatur, 
valores coefficientium «, 6, y, 4, &c. facilius determi- 
nari poffunt , quam ex lege primum inuenta. 

176. Antequam ad cafus fpeciales ratione valoris 
ipfius p defcendamus, ponamus efle s —— x^, ita vt haec 
feries fummari debeat : 

s — pap? 3I at pt 2 MI MCURE aa 
eritque per EE ante inuentam : 





x £v TEUER yn- gp--r a ael P RR 
: p-1 4 (p— ty TITIO I. 2 
UCCp*eH4p* -I-p) Ep be 
wpUQent I. 2. ix 


-- C, quae reddat : — o ^ ponatur x —— o. 
Hinc ponendo pro z fucceffiue numeros o, r, 2, 3, 4, &c. 


erit : 

4O *. i JOUEME ah 
Se^ pt cp. p—i p—1i 
Qu pt y r— —— eui -— 

i p-i — (p-1* (pcr) 

dut 2px Ma aab? [7 p(pt1i) 

su tr 5 c  (p—1* Tp» 0 (p) 

(oc arf 133, 3PX* | SP(ptOr pp tapti) 
MUTA T — (p-D*^ (py  (p-1* 

p(p* --4p--1) 
ip  — (g—1n* 
Qq4 nd 
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HENCE TE 
iis i (pci (p—31)5 ^  (p-iy* 
PG UP prrpEON — pP bru prp) 
[ 25 (p-195, 
pres s prix | io (ppt 
p-—! fa^ (p—1)* TEC (p—1i)s 
LL 1o(pdapppptttet ye? up tu, Tugtlnyrt 
d T MM (p-1)5 | 
(pt da6p! T66p* 126p] (po 1p) 
(pi) 
Stn PEE CC LEpeiet o ds(p HO pente 
r pi (p—1)? (p—1)3 
Ls ao(ph papr)priu? | oxs(ph dup? puppi 
(p —1)* (p —1)5 
(|, 6(p*-1-26p? - -l-66p* --26p-I-1)pttix 
M 














S.x5px — 


























&c, 

177. Hinc intelligitur, quoties s fuerit funClio ratio- 
nalis integra ip Us x, toties ferici, cuius terminus ge- 
neralis eft p *z , fummam exhiberi poffe; ; propterea quod 
differentialia ipfi ius s fumendo, tandem ad euanefcentia 
perueniatur. lta fi proponatur haec feries : 


| 000 (xxl 
pur3gpe&r-Dpeet-. x p erus 
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| vxlg ds E. dE s 
VE cr Bii 





erit terminus fürnt 


pP uoi Erin Lm. Vos T YE NA 

———( ixxtix— -————À 

* p—1i Pri a(p-i) 2(p-1? pi 2(p-1)* 2( po) 
(xx (p —3)* | p 

feu szcp*(-— p M )-LL 

: à ts (p-1) ax(p-0*  (p-9À (pe? 

Sin autem s fuerit functio non rationalis integra , tum 

ifta termini fummatorii expreffio in infinitum excurret. 








I 
Ita fi fit s —-5 VW fummanda fit haec feries : 


I I I I 
(CPI VP EP EI MCA E pner M 


ob 
d&o X; dem, E Wup. uc EM 2.3. d*s5 —2$4. ; &c. 
dx xx?) dx? —15? ds37— x4? dx* "77 x5. 


prodibit terminus fümmatorius : 








TM Lai I I P5 ppt 4p 1 ptup*lupf | 
— peaWNe (px? —(p-D9*. "(puiiat (p-1)*x5 ie.) 
| Ti c. 


Hoc ergo cafü conftans C non ex cafü x — o definiri 
poteft: ad eam igitur definiendam ponatur x —1, & 
quia fit s— p, erit: 


D CMBNE C pii ,rprplapii 
Czcp 3-1 Urin. Url y iie (289) (p-1)i -i- &c.) 


Qqq 2 178. 
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178. Ex his pe m eft, nifi p determinatum 
numerum fignificet, pamm vriliratis hinc ad. füummas fe- 
rierum proxime exhibéhdas redundare. Primum autem 


patet pro p non poffe fcribi 1, propterea, quod omnes 
coefficientes a, 6, y, 9, &c. fierent infinite magni. 
Quare cum feries, quam nunc traCtamus, abeat in eam 
quam ante iam fümus contemplati, fi ponatur p — 1, 
mirum eft, quod ille cafüs tanquam facillimus ex hoc 
erui nequeat. "lum vero quoque notabile eft, quod 
cafü p — 1 fummatio requirat integrale /z42x, cum ta- 
men generaliter fumma fine vllo integrali exhiberi queat. 
Sic igitur fit, vt dum omnes coefficientes a, €, y, 9, &c. 
in infinitum excrefcunt, fimul formula illa integralis in- 
vehatur. — Hicque adeo cafüs, quo p — 1, eft folus, ad 
quem generalis expreffio hic inuenta applicari nequeat. 
Neque vero hoc cafü generalis forma a vero recedere 
cenfenda eít; nam etíi (inguli termini fiunt infiniti, ta- 
men reuera omnia infinita fe deftruunt, refratque quan- 
titas finita fummae aequalis, & congruens cum ca, quae 
per priorem methodum inuenitur, quod infra fufius fu- 
mus declaraturi. 


179. Sit igitur p—-r, atque figna in ferie fum- 
manda alternatim fe excipient : 
I 2 3 4 X 
—a-d-b—c-—-d..... s 
vbi s erit affirmatiuum fi x füerit numerus par, nega- 
tiuum autem , íi « fit numerus impar.  Pofito ergo 
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—a--b—c--4 ... 5-5, erit 
ockr f ads , 6dds "yd?u , dd*s 
Erud Qai bU: i ^ RN" Med 
- GC 

vbi fignorum ambiguorum fuperius valet, fi x fit nu- 
merus par, contra vero fi x fit numerus impar.  Mu- 
tandis ergo fignis erit: 


a—b-——c—d-—Le—f-- Se D Ht dee] 


inc eu ds 6G4ds yd3s 0455 
TH Qu CL AMENPT: RADAP TT virt: &c. ) 


-- C 
vbi fignorum ambiguitas eandem fequitur legem. 


r8o. Hoc cafu coefficientes a, 6, y, 9, c, Q, &c. 
inueniri poffunt ex valoribus ante traditis ponendo vbi- 
que p — — 1. Facilius autem eruentur ex formulis ge- 
neralibus $. 175. datis, ex quibus fimul perfpicietur al- 
ternos iftos coefficientes euanefcere, — Fatto eninr p ——41 
itae formulae abibunt in 





— d — I 

— 46 z3 0 

— 6y — 0o— a? 

— $0 — o —aa6 

—10& -— o —a2ay — 66 

—i20 L2 o —a2u0——26y 
&c 


Qqq 53 vnde 
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vnde cum fit 6—:0o, erit quoque à — 0,  porroque 
—o, 0$-——-o, &c. & reliquae litterae ita determina- 
buntur, vt fit: 





I 
0 ——— 
"X 
V otn Lara 
Nie] Lnnss 
IO 
2ü6 -I- yy 
)Ó — 14 
2ü*"——-2ys 


181. Quo ifte caleulus commodius abfolui poflit 
introducamus nouas litteras fitque : 
A : 


ü c 


— 0 Ó—M— 


I.2 

















1.2.43 . -* Ed 
Eritque fumma ante exhibita: 
Ads B4?s C45» D 


d'z 
-i(--2x- 1.2.3.44x3 ong cU d e 6dx5  12...8dx* 4: e ) 





| 
Br B 
a za 1.2.5.4. 
: — Wa dede 
-- C. Co- ' | 
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Coefficientes vero ex fequentibus formulis definientur : 
nom 
4.5 AA 
;B— $7 
12 2 
(«G- zs AB 
juifs U Ac. £21 Ha 
dpi cod n 1.2.3.4 2 
— 193 Ap. 199: 87 
9E — eX Mu sco .BC 
| [24H I2.11.10.9 1^.11.10.9.8.7 CC 
22 I.2 |c4352; 42 p É 2 


quae hoc modo facilius atque ad calculum accommoda- 
tius repraefentari poffunt : 











"a Media 
—,, AA 
CQ —:is AB 
6. 
D- LAC. es EP 
3,4 2 
E — -AD-4- 5.77. BC 
I0.9 10.9.8.5 CC 
EF —— 6. PS Le6, ——.. HEJ 6. eq. Dasrccs y 
" 3. 4 zn 4.5.6 2 
—AF-2-7. 2 BE-2-7.——:299 CD 
G 7 -- 374 EE 
C. 








Hinc igitur 


-(0D'uutcogou» 
H n i-i ti 


nLammogcou» 
HE HE HE HE ETE HG 
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calculo inflituto reperietur : 


I 
I 
3 
17 
155 
2073 
38227 


HE IE UI 


$3.31 


691. 3 
7. $461 


— T7 


929569 —13617.257 


E NIURTT OM 
2.70559 2 
2. 7, 9 GC 
2. 15. 17 9D 
2. 31. 33 € 
2.63. 65 8 
2.127.129 ($ 
2.255.257 D 
&c. 


—28820619:—43867.9.73 


HE HH HEEL HE GL GÀ 


Hanc igitur relationem 


2(2*—1) 9 
2(2*—1) $5 
2(25—-1) G 
2(2*—1) 3D 
2(21*-1) G 
2(2!?—1) $ 
2(27*—1) ($ 
2(215—1) .$ 










I37.129 : 


3 


&c. 


182. Si hos numeros attentius perpendamus, ex fac- 
toribus 691, 3617, 43867, facile concludere licet, hos | 
numeros cum fupra exhibitis Bernoullianis nexum habe- | 
re, indeque determinari pofle. 
inueftipanti mox patebit hos numeros ex Bernoullianis 
31, 95, G, $D, G, &c. fequenti modo formari poffe: 
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Cum igitur numeri Bernoulliani fint frati, coefficientes 
vero noftri integri, patet hos factores femper tollere 
fradtiones ; eruntque ergo : 
É 
Ds 
P 
I7 
$.31 — 155 
3,691 L— 2074 
7:43-127 —— 38227 
—. 257.3617 — 929569 
9.73.43867 — 28820619 
$.31.41.174611 —- r1096529053 
89.683.854513 — 51943281731 
3.4097.236364091 — 2905151042481 
2731.8191.8553103 — 191329672483953 

&c 

Ex his ergo numeris integris viciflim numeri Bernoul- 
liani inueniri poterunt. 


ze9Utw-.nuoumcoomum» 
HH IU HG ; HU HU UE AG NJ 


183. Adhibendo igitur numeros Bernoullianos feriei 
propofitae: 1 2 3 4 5$ x 
a—bLoe-de— .—. . . Xs, fumma erit: 


zQu (2*-09]ds (25-0954? — o: ai Uer L8te-) 











———— -— —n— ÓYIÓÓÀ—— 9M  — € ——H 


1L2dx  1.2.3.4dx? e6dx* 12...84dx* 
A Gef: 


Rrr Hinc 
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Hinc antem perfpicitur iftos numeros non cafu in hanc 
expreffionem ingredi; quemadmodum enim feries pro- 
pofita oritur, fi ab i(ta : 
ad-b-Le-d-d- 0... --s, 

vbi omnes termini fignum habent fübtrghatur füm- 
ma alternorum. 2-17 -1-/-1- &c. bis fumta; ita quo- 
que expreffio inuenta in duas refolui poteft partes, qua. 
rum altera eft füumma omnium terminorum figno -|- 
affectorum , quae erit: 


! I 9 4s $8 d 3s ($4752 
pes nv. sio I.24dx — 1.3.3.4dx3 ' p.3.. 6 des -&c. 
Summa vero alternorum pari modo inuenietur, quo füpra 
vfi fümus. — Cum enim vltimus terminus fit « indici x 
refpondens; antecedens indici x— 2 refpondens erit : 





: 2dz , -a*dds 23d3s || 2*d's E 
— dx 5 ipd? 1.2.30x? ' 1d.2.3.4dx* 


s. - 


nnus antecedens expri- 
mebatur; oritur, filoco x fcribatur 


quae forma ex illa, qua ante tert 





x . 

—. Habebitur ergo 

z 

fumma alternorum, fi in fümma omnium vbique loco x 
" X . 

fcribatur —, quae propterea erit : 

I I 29[25 239848 ats. 


1.2dv 1.2.3.4dY? ' na...6 x5 


— &c. 


cuius duplum fi a fümma praecedente fubtrahatur, exis. 
tenre - numero pari, vel fi praecedens fumma a duplo 
buius fi x eft numerus impar fübtrahatur, reíiduum 
oftendet fummam feriei : 


I 








^ T bie "ud L] *4 














^m 
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f B. Mp THUS n gn x 
4—b4-c—d-e6.2....-7-8 
quae ergo erit: 
: E (2*-1)912 — -(a* —1)55 4? s 
xe 1.2dx [1.2.3.4 0x3 ciet c.)-4- C. 
quae eft eadem expreffio, quam modo inueneramus. 
184. Sumatur pro s poteftas ipfius x, nempe x^, : 
vt reperiatur fumma feriei : 
Rana n 2E ix QE. 
dz II d? Er am 
Ob MI ri iig ts 3.3d 33 — 1i-8 3; &c, 
erit adhibendis dE d j^ B, CS D, |. &o. 
fumma quaefita : ^ 


| A B 4Z-1(2-2 $9 (nr nes Vmn-aWste 
Cere Beciten u rtea 


JE dle ME SET E 
— D (271). 1:079 onor- Rc. ) -1- Conft 


EU 3 5 1... 7 
vbi fignum fuperius valet fi fit x numerus par, inferius 
vero fi impar. ^ Conítans autem ita definiri debet, vt 
fumma euanefcat, fi x — o, quo cafu fignum fuperius - 
valet. Pro z ergo fucceíliue numeros o, 1, 2, 3, &c. 
fubftiruendo fequentes prodibunt fummationes: 

Li mesddidperWelneeuguwuvsascesdyrt 
fcilicet fi numerus terminorum fuerit par, fumma erit 
—o, fin impar erit —-- 1. 


Krr23 (I, 
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ll. .10—32-1-3——4-- eq ERTERRDAI 
ícilicet fi numerus terminorum fit par, fumma erit —-1« 
& pro numero terminorum impari —-4ix4 zi. 

Ill. 1—2*-L3:——-4?-L-,. -L-4* T CAP Pxj 

fcilicet pro pari numero — — —ixx-ix 
& pro impari numero —-rixxlix 


IV. 1—2?* 2-33 —43-I- . . ZE x9 — p i(8 4 ax-2)-i 
fcilicet pro pari ——ixg3-2$x? 
& pro impari — iclrix*-i. 


V. r—aà'-4-31——4*-]-..-pxt——BRG A2 


fcilicet pro numero pari ——ix*-x?lIx 
& pro numero impari ——o xij x)—u1x 
&c. 





185. Apparet ergo in poteftatibus paribus prae- 
ter 2 — o, confítantem adiiciendam euanefcere, hisque 
cafibus fummam terminorum nurnero fiue parium fiue 
mmparium tantum ratione figni discrepare. Quodfi ergo 
x fuerit numerus infinitus, quoniam is eft neque par 
neque impar, haec confideratio ceffare debet, ac prop- 
terea 1n fumma termini ambigui fünt reiiciendi: vnde 
fequitur huiusmodi ferierum in infinitum contrinuatarum 
füammam exprimi per folam quantitatem :coníftantem ad- 
Aiciendam. 
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T | Hancobrem erit : 





1—1 2l 1 — 1: -- &c.ininfinitum — » 
1—2-j3-—4--&ce ... .o— ^ 93 
121 3*—4*-- 6 s AR 6 
1—231-|-3? — 4? -1- &c. era T — 
1—21-]-31—4*-- &c. zz 119 

252]-35— 4$—]- &c. -— E ePi: 
1r—25-]-3*—4*-pE&c. SD 
1l——2!--.3!—4'--&c. . . . L—- D—- — 


&c. 
Quae, eaedem fümmae per methodum fupra traditam fe- 
ries, in quibus figna —- & —— alternantur, fummandi 
inueniuntur. 


186. Si pro » ftatuantur numeri e cata expres- 


fio füummae in infinitum excurret. Sit z —-——r, erit 
fumma feriei : 


M NA . : pL 
iu Cr 
xÉQL a ais E cus — zi -- zu c Re.)4 Conft. 


Hic autem quia conftans non ex cafu :-— o definiri 
poteft, ex alio cafü erit definienda. — Ponatur x — 
Krr 3 at- 
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atque ob furimam —— 1 & fignum inferius erit : 
Lo 0 nup Rang Al enR 
Cont. — 1 — i(i— S S Sp &c)) fet 


dE A "B C D. | 


Vel ponatur x — 2, ob fummam — 22 & fignum fu- 
perius pere) : 





E A B 
Cont. — 5-2 (I— 25 dir debe) 
2 Mid. 415 A Bu 
feu Conft. ra À 4 P: NUCy 8. d CPI Tula t — &c 
fin autem ponatur x-—-4, erit: 
17 A B C D 


OMEN TEE T aat S WREAL 


Vtcunque autem conftans definiatur, idem prodibit valor, 
qui fimul fummam feriei in infinitum continuatae, quac 
eft — /2, indicabit. 


187. Ceterum ex his nouis numeris A, B, C, D, E, 
&c. fummae ferierum poteftatum reciprocarum parium, 
in quibus tantum numeri impares occurrunt, commode 
fummari poterunt. —Si enim ponatur : 


teu caa quon qure — .$ erit 





I I f 
"T -]- i Bw T&c.— 24n ; 
quae » illa kai relinquet : 
iid oai e cae 


gw 


Cum 
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Cum igitur valores ipfius s pro fingulis nutneris » iam 
fupra "——: en 5), erit: 
































* 

CES uda z; d X — igi 
I.2 4 

B T* 

IL caskcur au ILE e &c. — mide 
ino 4 

| EN IUT S T* 
am P I eto 75 vow &c. — L2. ...6' 4 
I | D E 
BM UE e &c mL. 
i-e dee e du oct dre P. 
319 gt 710 "EM E214. 1,19" 4 


&c. 
Sin autem omnes numeri ingrediantur, fignaque alter- 
nentur quia erit: 


I— — M4 — ebbe ber ipte dE v dde aoi 


$4zn gan 4f 5 ain 


habebitur : 








28er 3D ot (Q7 











FOR et ma M Cds A: 
I I I -2 $ 2945 
MERC MDC CREE — &c. —(B-255 2) - —C 025 r4 
z 3 4 1:12:34. 4 SL HIS 3. 4. 
I I I om T^ —e G'-0€ 
TU e. n 4? je lxi 6 "i *E4..6' g^ 
I I I I a D-xp) T" L (a7 Um 
I-d-— d-—————--— -&c.-— 
duum pln NIS TUEL. e" 
M TRPRSLAT TION 8-2 71? L6?96 
nq STA SR ER aot" 
&c. 





$04 CALPWIT Um 


r98. Quemadmodum ha&enus feriem fumus con- 
templati, cuius termini erant produGta ex terminis pro- 
greffionis geometricae p, p?, p?, &c. & ex terminis fe- 
riei cuiuscunque 27, 2, c, &c. ita poterimus fimili ratio- 
ne profequi feriem, cuius termini fint produCta ex ter- 
minis duarum quarumcunque ferierum , quarum altera 
tanquam cognita affumaturg - Sit feries cognita : 
I 2 3 | X 
A--B--C-- . .. --42Z altra vero incognita 
a-—-b-—-.c-—-.... 85s 
atque quaeratur fumma huius feriei : 
Aac-BP-eCe-o. 1 :. Zs 
quae ponatur — Zs. Sit in ferie cognita terminus pe- 
nultiimus — Y, atque pofito x —: loco x expreílio 
fummae S.Zs abibit in 
7 ds dds d? d*s 
YG—Z- 2 — gdes hz de 7 Re.) 
Quae cum exprimat fummam feriei Z s termino vltimo 
7s multatae, erit: 


x Y d. ddy 3 13 
PXSBINR OC PCR m €) Y Mori aba. 


dx | adx* | 6dxi ' 
quae aequatio continet relationem, qua fümma Zis pen- 
det ab. Y, Z & s. 


189. Ad hanc aequationem refoluendam negligan- 
Z5 


— 


tur primum termini differentiales, eritque s — Z—y: 


ponatur ifte valor I —P', fit que reuera. :—P' 4 p, 
quo 





—— Ve E 


Maz dA dii. 












quo valore in aequatione fübítituto fiet : 
Y4P^ , Y424P' 





anis uner ia dr 7 rM 
"e 7 adgee 0— 99 
"aisi | d 1 
addatur vtrinque YP*, & cum pol -- T Wi «c, 


(it valor ipfius P*, qui prodit (i loco x ponatur x——-—1, 
(it ifte valor — P, eritque 





Y4 Ydd 
(Z —Y)p --YP:—YP— -- — &c. 
vnde negle&is differentialibus erit: p — UP 


Ponatur cf iet LES — Q', fitque p—OQ'*--7; fet 


| Y(4 d. Y(dd dd; 
(Z— Y) oy ug as dmt 2. &c. 


pofitoque Q pro valore ipfius Q*, quem induit fi loco x 
fcoribatur x —r:, erit: 





Y 4: Y44 
(Z—Y)4--YQ'c Y Doe "LA o &e. 


dx 
vnde negle&tis differentialibus fit 4 — I(Q Q9. 





Ponatur RT PÀ —R', fitque reuera ;— R'——-»; 


ac fimili modo reperitur » — E. cm —* ficque. proce: 


dendo erit fumma quaefita : 
Z: —Z(P'--Q*:-r- R*-- &c.). 
SsS 190, 
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190.. Propofita ergo ferie quacunque : 
Aa--LBi--. CCe-o...... -L.Yy--Zs 


eius fumma fequenti modo definietur : 


Ponatur pofito x——: loco x 

" " T | | - [ta 
—Ly- -— P*; abeatque P' in P 
Y(P-P') 





y —Q'; abeatque Q* in Q 
Ae o wea 
pc) — $*; abeaque $' in S 
&c. 
His valoribus inuentis erit fumma feriei L—— 
ZP: -- ZQ' -- ZR: 4- ZS' -- &c. 
-1- Confítante, quae reddat füummam —0, íi ponatur 


x — o, feu quod eodem redit, quae efficiat, vt cuipiam 
cafui fatisfiat. 


abeatque R* in R 


19r. Formula haec, quia nullis differentialibus eft 

implicata, in plurimis cafibus facillime adhibetur, atque 
etiam veram fummam fàepenumero exhibet. Sic fi pro- 
ponatur haec feries : 

pr4P4939--.1i6pt-.- o... . 9. Exp 
ha pt Or wg", wu Top atque 

Z $1- P | Y 1t; X : 
2—Y & PY Emi Hinc fiet 
pu | 











^ ri ur .L r6 
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pros ait n oae er | 
— g—ai? Lema p—1 
du AMET. don Sm 
qup Wee 
2p A3 2p 
R:— ——; R— vu 
o nee) 9-7 (p—1)? 
S! o, & reliqui euanefcunt omnes : 
vnde erit fumma 
PLU L— sim—m 
PONI . Ki Upon) (p-1)?  (p-1)? 
^ ds 2X Pri p—1i 
— pi( — ———À7—33)—75—e 
VP pio Q9 — (P—L* (p—1i)! 


quemadmodum iam fupra inuenimus. 


192. Simili modo, quo ad hanc fümmae expres- 
fionem peruenimus, aliam inuenire poterimus exprefíio- 
nem, fi feries propofita non ex duabus aliis fit compo- 
fia: quae illis potiflimum cafibus in vfum vocari pote- 
rit, cum in praecedente expreffione ad denominatores 
euanefcentes peruenitur. Sit igitur propofita haec feries : 

Qs 74 39 t x 

$m—a--b-k-e24-4-2—-. . ... 8 
quoniam pofito x——1: loco x, fumma vltimo termino 
truncatur, erit: 

TUR EC LG uo. du ab LL APIE 
zu dr-7 ads? 6dx? ' a4dx* 
voce sndds Ex o0 ^e 
— dd ade | 6dk3 o a des 
SsS2 Quia 


&c. 


feu 
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Quia hic ipfa famma s non occurrit, negligantur differen- 
tialia altiora, fietque s —/*dx, ponatur /zdx — P", 
cuius valor abeat in P fi pro x fcribatur x——1: fi itque 
reuera *—P'-—-p, erit: 


t d P! ddP!: ddp. 
Mad CONG) POM 3-2 PDF er a 
—— Di dP: dips 
dd 
erit 9$ —P'-L.p— d —— Mp -- &c. vnde fit 


p —/(s—P'* *P)dx. Si porro ponatur J(s—P* -P)2x —Q', 
hicque valor abeat in Q. pofito x——-: loco x, fit 
Js — P: -TLP—Q: --Q)4x —R': 25D! —f/(Q'—Q)Zx 
porro R^ —/(R'—R)4x —S'; &c. erit fümma quaefita: 
— P* -- Q' 4- R* 4- S: —— &c. -— Conft. 
qua vni cafui fatisfiat. 
193. Mutatis aliquantum litteris ifta fummatio huc 
redit. Propofita ferie fümmanda: 


Tue MINUS x 
—a--b-L-c--.4d-—.... -L-*s 
ponatur pofto x-1 loco x 
J24x-—P abeatque P in p 
P—J/(P—p)ix-Q. abeaque Q in ; 
Q —/(Q—27)4x —R abeatque R. in »  &c. 
quibus valoribus inuentis erit fümma quaefita : 


;P--Q--R--S -- &c. 


hac- 








eua PU FI jo9 


haecque expreffio expedite oftendit fummam, fi formulae 
iftae integrales exhiberi queant. Sit, vt vfum eius ex- 
emplo illuftremus, s — xxs$e*eritque 
P—zix—-i1x*x; p— ixj—2irx-Lti 
po—pocxx—i & f/P—pdx—ijx3—ix 
eme ixx--£4; 42— Ixxy— £ixr--i 
Q—2—x——4$ & f/((Q—20)d4x-—ivv—1x 
K-—ix ) yY— X ——£& 
R—r-—i ; /R—»)dx-cix 
S—o, reliquique valores euanefcunt. — Quare fum- 
ma quaefita erit : 
Lx?)—L.ixx 
-rTixx-Lix-bx--xx-L-$x——d$ebi)o) 
-rir. 
Hocque ergo modo omnium ferierum, quarum termini 
generales funr funCkiones rationales integrae ipfius x, 
fümmae ope integrationum continuarum inueniri pos- 
funt. Ex quibus facile perfpicitur, quam amplum occu- 
pet campum doclrina de füummatione ferierum , neque 
omnibus methodis, quae tum habentur tum adhuc ex- 
cogitari poffunt, capiendis plura volumina füfhcere. 


" 
194. Hactenus fümmas ferierum inueftigauimus a 
termino primo vsque ad eum cuius index eft x, quibus 
cognitis ponendo x — c» ipfius feriei in infinitum con- 
tinuatae fumma innotefcet. Saepenumero autem hoc ex- 
pedidus praeftatur, fi non fümma terminorum a primo 
SSS 3 VS- 
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vsque ad eum cuius index eft x, fed fiümma omnium 
terminorum ab iíto, cuius index eft x, in infinitum vs- 
que quaeratur, hocque cafu imprimis expreffiones vlti- 
mae fint traCtabiliores. — Sit igitur propofita feries cu- 
ius terminus generalis feu indici x refpondens fit — s, 
fequens indici x 1-1: refpondens fit — s *, huncque vl- 
tra fequentes fint $!!, $111, &c. quaeraturque fumma 
huius feriei infinitae : 
x, x41, xl12, x15, c. 

— $-Ls!:-L-5u-Ls!:—L &c. in infinitum. 
Haec igitur fumma s erit functio ipfius x, in qua fi 
ponatur x -i-: loco x, orietur fumma prior termino z 
cruncata.. Cum ergo hac mutatione 5 abeat in 


ds dds pbi 
y - EM —— Hor] - &c. CT D. 


d s dds 
$—5l—Ó—jti i-i 


- E 


SUAE A l &c. 


ES 120 »- 


dds d3s d^, 
feu oci i-i edu I EETTY t&e. 


195. Si nunc vt ante ratiocinium inftituamus, fiet 
negle&is differentialibus füperioribus, s — C — /z4x. 
Ponatur ergo /54.x — P, fitque reuera s — C —P-L, 


em ^0 V 3 -—— dx: d29  .-EdvP &c. 
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eas 


CAPUT VIL id 
Abeat P in P', fi loco x ponatur x T eritque : 
dd 
oc. -pP—P RTT | A e iir us a 


2 dx? 6 dx? 
Hinc negleGs differentialibus altioribus fiet : 
p—J(:—P)dx—P. Statuatur /(P* - P) 4x - P—-Q, 

fitque p ——Q-14, erit: 
dd dg 
oczzs-LT-P- P:— 9. A C, 





Abeat Q in e f loco x ponatur "MP eritque 
d dd; 
oc s--P-P'-4-Q- Q' 4-7: 2- 77; -4- &c. 


2dx? 
vnde fequitur 2 —/(Q' —Q) 2x — Q. Quamobrem fi 
comma cuique quantitati infixum denotet eius valorem, 
quem induit pofito x -1-1 loco x, ponaturque 
yfsde-c.B 
P——/(P'—P)4s — Q. 
Q —/(Q'—0Q)2x — R 
R —/(R'—R)4x — S &c. 
erit feriei propofitae s -1- $!-]- «"-p- su 4-5 v-1- &c. 
fumma — C——P—Q — R— S — &c. vbi conftans C 
ita debet definiri, vt pofito x —2 v» tota fumma eua- 
nefcat. — Quia autem applicatio huius exprefífionis inte- 
grationes requirit, hoc loco eius vfum declarare non 
licet. 
196. Vt autem formulas integrales euitemus, fta- 
tuamus fummam ferie —— ys, exiftente y funGione ip- 
fius 
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fius .* quacunque cognita, cuius valores y:, y", &c. 
qui prodeunt ponendo .-[-1, x-1-2, &c. loco x, erunt 
noti. Si iam ponatur x-1-: loco x prodibit füperior 
feries termino Felis mulctata, cuius fürmma propterea 


, dds ) e 
erit) (: E Is d egg Ae cs i cb MD 


| ylde , ydds , yld?s uM 
feu ri uei", e ure i Tis &. —0—32»): 
vnde neglectis differentialibus oritur — s —— . . Sta- 


25 : 
cuatur 2 —P, fitque reuera. :—-P-Ip, erit: 


y! dP 9/ddP pun P 





you aeq uc emer rium &c. | Hy 
— dJ——J')P 
"X oyfddp AW aue | 
ut p misc 2 des 7 6 dx? -- &c. 


/ 
ideoque 22 274p LIP ge m J(PL-P)-(1-))y, 


adx? ! 6dx3 
(pip 
statuatur Q — a ;, fitque p— Q-17; erit: 
dd ! | 
J(Qi- Q) -- 5! (C LL -F &c. ) —-()-54. 


Statuaur. R— — TD fitque 7? -R-r. 


y —» 
Hocque modo fi Nes progrediamur. ^ Seriei propo: 
fitae : $ Li --2zs"-Lau-Lsvw-L&.. 


fumma fequenti modo inuenietur. 


Surn- 








Sumta pro lubitu functione ipfius x, quae fit — y, 
ftatuatur : 





! y-» Ay 
y! (P! — P) y^P 


v aibg: y'—J Ay jm gr 
ro sQreQi i a2aQ. ^ 
R — T4505 Bg eb 4 


U agaco 
&c. 
Hincque erit fumma quaefita : 
— C —P,-2-Qy — Ry; -- Sy — &c. 
Sumta pro C eiusmodi conítante, vt pofito x —«c» füm- 
ma euaneícat. 
192. Sumatur y-—«a*, ob jy'22a*!, erit: 


y/—y-zza*(a—1), vnde fet: 
j s 








2 5 
t a* (a— I) — P (i X--1 (a— í ) 
p/—-P uim Miis son 
Q a(P/—F) — (a -m) : QE (2^ — a2) 
n. (1—1 dodhg : a* 1(a—1)? 
a(Q'— Ml —2a9 225 
ü—I FIT 
" 4—1 m POL 
&c. 


z Ct Quo- 
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Quocirca fumma feriei propofita erit : 





| Z 2/ — 5 2// 202 — 925 | 

(— I (4—1) (4—1)3 : 

Sl — 5 qul La a? sd — a3o. 

(a—1) 

&c. | 

| ; à | 
Haec vero eadem fümmae expreffio iam füpra eft in- | 


venta Capite primo. Hinc autem aliis pro y valori- 
bus accipiendis infinitae aliae expreffiones erui poterunt; 
vnde ea, quaàe cuique cafuüi maxime fit accommodata, 
eligi poteft. 
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CAPUT VIII. 

DE FSU CALCULI DIFFERENKN- 
TIA4LIS IN FORMANDIS 
SERIEBU S. 

198. 

V um adhuc calculi differentialis víum in doGlrina 

ferierum commemorabimus, qui in ipfa formatio- 
te ferierum confiftit, & ad quem iam füpra prouocaui- 
mus, cum quaeítio effet de fractione , cuius denomina- 
tor fit poteftas quaecunque funclionis cuiuspiam , in fe- 
riem euoluenda. líta methodus autem íimilis eft ei, qua 
iam aliquoties fumus víi, dum funthio in feriem con- 
vertenda aequalis ngitur cuipiam feriei, in fingulis ter- 
minis coefficientes indeterminatos habenti , qui dein- 
ceps aequalitate conítituta determinentur. Haec autem 
determinatio faepenumero mirifice adiuuatur, íi ante- 
quam ea fufcipiarur ad differentialia cum prima, tum 
nonnunquam quoque ad fecunda aequatio perducatur. 
Quae methodus cum in calculo integrali ampliflimi fit 
víus, eam hic diligentius exponemus. 


199. Primum ieitur breuiter repetamus , quae fu- 
pra de euolutione fra&ionum in feries (ine calculi dif- 
ferentialis fubíidio attulimus. ^ Sit fractio quaecunque 


propofita ; | 
Ttts A -- 
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A -- Bx -- C«* -- Da? -4- Se 
&-I-6x--yx*-Rdx3-Eex*-L&c 70^ 
quam in feriem fecundum poteftates ipfius; x proce- 








dentem conuerti oporteat. —Fingatur pro s feries inde- 


terminata : 
$—9[ 42-98» -I- €x? -- 3 2L x *-1L- $5 2I—- (5 5L &c. 


Cum igitur fra&tione per multiplicationem füblata (it: 


A --Bx -- Cx* -- Dx5 -- Ex * 4- Fx5-4- Gx 5-1 &c. 


Ls (a--8x-L- yx?-1- 0:3 4- ex*-I- Cx 5-41 15 5—41- &c.) 
(i pro s feries fi&ta fübftituatur prodibit fequens aequatio : 
A 4 Bx --Cx?-L-Dx5 -EEx*-- Fx 5--&c. — 


91a 1-38 ax -I- G a.x? —- ax3 —L- (a x* --82ax5-L- &c. 
-- 9|i6 -4- 96 -I- C66 -L $6 - 66 -L&c. 
-- ?9/]y -- 98y -- €y -- Sy -r&c. 
-- 9|? -3- 889 -- G9 -r&c. 
-L- 936 -L- 95€ -LI &c. 
-- 3]? -L&.c. 
Aequalitate ergo inter fingulos terminos, qui easdem 
ipfius x poteftates continent, conítituta fiet : 
9[ao — A — o 
35a -- 9[6 — B t—o 
Ga -L- $85 -2- 9[y — C — o 
Da -- €8 -4- 295y 4- 9[) — D —o 
Ca -- 6-1 Cy 4- 380-- 9)06—— E — o. &c. 











CX 
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ex quibus aequationibus coefficientes ficti 9f, 98, G, 5, &c. 
determinantur, ficque feries infinita inuenitur : 
9| 2— 98x 2- € 3? -I- a3? -I- G x* -I- &c. 
fra&ioni propofitae s aequalis. — Atque in hac forma fi 
tam numerator quam denominator fraCtionis s fmito ter- 
minorum numero conítent, omnes feries recurrentes 
comprehenduntur, de quibus iam füpra fufius eft trac- 
tatum. 


200. Quodíi autem vel numerator vel dénomina- 
tor vel vterque ad dignitatem quamcunque fuerit cele- 
vatus, tum hoc modo feries difficulter obtinetur ; prop- 
terea quod negotium, nifi funCtio eleuata fit binomium, 
perquam fit laboriofum. — Calculo autem differentiali ifte 
labor euitari poteft. ^ Adfit primumr folus numerator, 
fitque : :—S(A-LTBx--Cx»x)", 
vnde quaeratur feries fecundum poteftates ipfius x pro- 
cedens huic trinomii dignitati aequalis; quam quidem 
finitam fore conítat, fi exponens z fuerit numerus inte- 
gerafhrmatiuus. PFingatur iterum pro 5s feries indefinita : 
5 — 9[-2- 8 -1- Gc? 2I- $03 2I- 8*1 2-957 95 T &c. 
cuius terminum primum ?[ conítat effe — A": (i enim 
ponatur r— o, ex priori forma propofita fit :— A», 
ex ferie autem ficta s — 91. Haec autem primi termi- 
ni determinatio ex ipfa rei natura eft petenda, fi ad dif- 
ferentialia defcendere velimus, quia hinc primus termi- 
nus non determinatur, vti mox patebit. 


Tt£t35( 2o0I. 
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20r. Cum fit s — (A -l- Bx -- C«*)s, erit 

logarithmis fumendis | /s — z/ (A ——- Bx -i- Cx?), 

hincque fumtis differentialibus habebitur : 
gs 5 nB4x--22C€x4x. 

Phu Aca (xt? 

(A-I- Bx -I- C29) T — m"s:(B--2C»x). 
Ex ferie autem ficta eft: 
D: — 88 -- 3€ x-I- 5: x* —- 483? -I- 58 x* -I- &c. 


feu 


| d : THES 
fi igitur haec feries loco E , & pro s ipía feries ficta 


fubftituatur , prodibit fequens aequatio : 
A$85--2A € x-I-8A D x* - 4AG x? 217 5 AS x* 17 &c. 

--B33 -L-:BG --3B$ --4BG --&c. 
-- C38 ze -- 3C dec 


2 B3 Vets ; B3B -L- ;BG S Bi -L- sBG : 

anC9»p --24C8$ -—L24€G -—L227C3) —-&c. 
Aequalitate ergo hic inter terminos eiusdem ipfius x 
poteftatis conftiruta erit : 


m m AA GM 2m zduddin Dodd aM... 2.2: - i 








FLUE PA. 
2 ms A 

LO (n—1)B98-1- 3» 2n CA 
G Mm UM au REL 1. 


(n—2) B€ --(22—1) C35 
RA Tem 


Ld 
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2 (r—3)B: 24-(7— 2)0€ 
g I —— EX 
— (n—4) BG -4-(27— 5) Ci) 
d ms UTE TOC uen vv 
| &c. 


Cum igitur vt ante vidimus fit 9[ — A^", erit 
95 — n A"—)B, hincque reliqui coefficientes omnes 
fucceffiue determinabuntur. Lex autem , quam ipfi fe- 
quuntur faciliime ex his formulis patet, quae. vehemen- 
ter obfcura maníiffet, fi ctrinomium aCtu eleuare voluis- 
Íemus. 

202. Haec eadem methodus füccedit, fi polyno- 
mium quodcunque ad quampiam dignitatem — eleuari 
debeat. Sit 

5 — CA-F-Bx -- Cx? -- Da? A Ex*-r-L&c.)? 

fingaturque : 

y "rie Se r- G x? —- $23? -L- Gx*-—L- &c. 
erit 9| — A^, qui valor colligitur, fi ponatur x — o, 
Sumtis iam vt ante logarithmis , eorumque differentiali- 
bus reperietur : 
ài. 2Bdx--22Cxdx-1- 32 D x?dx -- 4anE x? dx -— &c. 
$7 ^  A--B«-rF Ca? -- Dx? 4- Ex* »- Rm. 
feu (A-3-Bx-- Cx? -- Dx5 -- Ex* -I— &c.)5* — 

$(2B--22Cx 2- 32Dx* -I- A2E x5 2— &c.) 


Cum 
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Cum igitur fit : 
x: - O89 --3:€x-- 30 Md irgéi dart 


Erit his feriebus pro s & 7 - fübftitutis : 


Mer EE EN e 
- B$35 --2BG  -;5B: -LT-4BG -r-&.. 
-- C33 -L-23CG -r-5C$ -r&c. 
-7C D33 -L2DG -r&.. 

| -- E95 -L&c.— 


— QR REUS UR EMEREÓ doc— —ÁÁ—ÀÓ 





mum inre mcs 


;B3I -i—- ;B$5 —L- zBG i 4B$) -L zBG -rL&c. 
-TauC?| —A254C98 -1-22CG  -L22;C$3) -r&c. 
--3:D9| -1-354D95 -L3;DG  -L&c. 
-rAnESI --42E95 —L&c. 
--55F9| -L&c. 
Vnde deriuantur fequentes determinationes : 
A95— s» B3 
2 AG —(a2-1) B8 -4- 22 C9I 
3 Aqy—(1-2)BG -L- (2277-1) C35-1- 34 D 
4 AG —(7-3) BD -4- (22-2) CG. 4 (32-1) D88 -- 4» E3I 
; AS—(1-4)BG -(24-3)C$ 4 (357 2)CG (47-0) ESB-- 5 ;F9f 
&c. 
vnde quemadmodum. coefficientes fidi 9f, $5, €, $, &c. 
a fe inuicem pendeant, hincque determinentur, cum fit 
9| — A», luculentiffime apparet. 
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203. Quoniam, fi quantitas. At-Bx Cx? HDx? L&c. 
ex fimito terminorum numero conílat, numerusque » 
fuerit integer affirmatiuus , quaecunque poteftas finito 
etiam terminorum numero conítare debet: manifeftum 
eft hoc cafu, formulas modo inuentas tandem euanefce- 
re debere, atque cum omnes termini adefle debeant, vt 
primum. vnus euanuerit, fimul omnes fequentes euanes- 
cere debere. Ponamus formulam propofitam A Bx 4 Cx* 
effe trinomium, eiusque cubum quaeri, vt fit » — 3, erit 


9— A3 ideoque; 9[— A? 
A35 — 3B3I s 3 2AMB 
2AG — a3B35--6C9|] ; € —3AB*'-L-5A*C 
3AD— 1B€-2-,;C3À5 ; $— B*-L 6ABC 
4AG — o --4CCG ; €&—3B'C-4-3AC* 
;Ag—- B6&--5C9 ; $-—3BC: 
&AG—-23B$--2C€ ; G—C? 
7;A$—-sB6-3-:1C8 ; $-—o 
gAS—-4B5--o  ,; So. 
Quoniam igitur iam bini funt — o, fequentiumque qui- 
libee a duobus praecedentibus pendet, patet, omnes fe- 
quentes pariter euanefcere debere. Hancque ob caufam 
lex, qua hi coefficientes a fe inuicem pendere funt in- 
venti, eo magis eft notatu digna. 


204. Si 4" fuerit numerus negatiuus, ita vt * aequale 
fiat frationi, feries in infinitum excurret. Sit igitur 


Vvv t TE 
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Y | 
'— (a 3- Ex 2E yx5 2p x5 437035 E- KG 
finpatur pro eius valore haec feries: 
; — 9 -- 25x -I- 64? 2- x? 2 -- $8x5-—-&c. 
Atque íi in fuperioribus formulis pro litteris A, B, 
C, D, &c. ponanur a, 6, y, d, &c. fimulque 
fiat 7 negatiuum , fequentes determinationes coefficien- 
dum 91, $5, €, $5, &c. prodibunt: 
I 
a" -—iaTüilT T | 
«33 ——-26X —o 

2a € —- (7-1) 688 -I- 229 — 0 
305 1- (2)6 € -- (2t 1)y98 -- 34091 — o 
42$ —- (r4 3) 6 -1I- (224-2) € -1- (374 1) 098-I-4269[— o 


ja I7 (7-4)6€ —-(2z4- 32Y:0-1- (324 208-17 (41:4- 1)698 4 52231—0 
&c. 


Quae formulae eandem continent legem horum coeffici- 
entium numerorum, quam iam füpra obferuauimus in 
introductione; cuiusque adeo veritatem nunc demum ri- 
gide demonftrare licuit. 


205. Haec ita fe habent, fi numerator fra&ionis 
fuerit vnitas, vel etiam quaepiam ipfius x poteftas, puta 
x7; pofteriori enim cafü tantum oportebit ferieni prio- 
ri inuenam 39[-1-98.» 2— &x? -- ix? I &c.. mul- 
üplicare per x". — At fi numerator conftet ex duobus 
pluribusue terminis, tum füpra quidem legem progrefIio- 

nis 








: 
| 
| 
| 
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nis non obferuauimus , quamobrem eam hic per diffc- 
rentiationem inuefligemus. ^ Sit igitur; 
2s A --Bx-- Cs? -- D»? -- &c. 
' — (adc 6x 3m 13? 2-933 3 ex* 47 &c)* 





fingaturque pro valore huius fractionis fequens feries : 
;— 9E - I - 28x -- € x? -- $96? -- $x* -IL- $65 -- &c. 
cuius primus terminus 9f vt definiatur, ponatur : — o, 


c1, Em | | 
eritque ex priori expreffione » — as» €X fita vero : — 9f, 
| A. 
vnde neceffe eft, vt fit 9f — Quo termino deter- 
minato reliqui per differentiationem innotefcent. 
206. | Sumtis logarithmis erit : 


| (A 2-7 Bx -- Cs? -- Dx? -2- &c.) 





]: 





— zl(a--6x--yx* -- 0x3 -—- &x* -4- &c.) 


hincque differentiando orietur : 
d B4x --2C4x -- 3Dx?2x -- &c. 
—7 A-rBx-r-C»x-L-Dzx? —- &c. 
| n6dx——anmyxdx — 3nóx*dx — &c. 
&--6x--yx*-Lóx*-L&c. — 














Sublatisque per multiplicationem fra&ionibus erit : 
Vvva (Aa 
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Aa-- AGx-I- Ayx*? -2-A0:3 -- &c. 
-C-B« --B6 --By -r-&c.| 4; 


Hr 


--Ca  --C6 -r&c.[ dx —— 


--De  --&c. 
Ba-- B6r-- Bys*-- Bóx?-r- Bex*-r.&ca3 
--2Ca --2C6 --2Cy --2C0 -r-&c]| 
--3Da  --3D6. -- 3Dy -- &c.! 
--4E«  --4EG8  --&c. 
-J-sFa -r-&c. 
sis (orones 3À0x* --4A6x? -- 5 AQx* -- &c 
-- B6 --3:By --35Bó --4Be -r-&c.| 
-- C6 -r-20y -r-3C24 --&«c. 
-- DG --2Dy --&c. 
-.- EG -r&c.] 


Cum nunc fit T cm —55 Missi coiueis c3 ^ hys 


erit fa&tis fubftitutionibus : 
Aa$8 —- 2 A891 — Ba9I —o 
2ÀaG& -4- (2-1) AG95 -- 22Ay9[ -- (0-1) B9[ —2Ca9f —o 
3Aa-- (1 F2) ASG 2- (az 1) Ay98 2-. 32. A23 
- BaG -- 2 B635 -i- (22-1) By9 Tw 
ul Ca $5 -- (2 —2) C63I. 
— 3 De! 
4AÀa($ -i- (14-3) A&Gy -- (a54-2)AyG-- (32-1) A0:8-1-. 4n. Ae 
-- 2 Ba -4-(z-1)B6€ 2-. 25. By:3S--(32-0B29If] 
-- o Ca € 2- (7 —1) C6:8--(2z-3)Cy9E 5i— 
— 2 Da35 --(7-3)D69[ 
— 4 E«3 
Hinc 
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Hinc lex, qua iftac formulae progrediuntur, facile perfpici- — 
tur: prima enim cuiusque aequationis linea eandem fequi- 

tur legem, quam $.284- habuimus. 'T'um vero coefficientes 
fecundarum linearum oriuntur, fi a coefficientibus füperio- 
ribus fübtrahatur z-41, fimilique modo ex linea fecunda 
formatur linea tertia & fequentes, a coefficientibus füperio- 
ribus continuo fübtrahendo 7-41 ; ipfae autem litterae quem- 

vis terminum componentes per folam infpettionem facilli 

me formantur. 


—  —— A ——M — ——— —H——  — 


finpaturque | :— 9| 1-881 G9 1- Dx?-1- Gn* 1-7 &c. 
eris 5 I—s ia ; reliqui vero coefficientes ex fequenti- 
bus formulis deterrainabuntur : 
Aa985--z2A6090 ; —— 
— mBa* f "d 
4Àa( ——-(24:1)A6989-I- a2 Ay' 
— (m—1) Ba 85 —-(n-») B531. — o 
— 2m | 
4Aaqy -- (14-2) ABC -1- (224 1) Ay88 -I- 5 » A9] 
—(m-2) Ba —- (z-mi1)B635-—-(25-2)By9l AP. 
— (am-1)Ca88 —-(nim)CO3([ — - 
— 3mmDa?*| 
4 An $-- (n4 3)A833-2- (22-3) AY G--(52-F 1)A238 ^- 4 2» As9n 
—(m-3) Baa 2-(i-mT2)B6G --(22-m'1)By239- (32-0) B 29 | 
T — (ani-2 )Ca$--I-(n-2mti)CG9B 4. (an-20) Cyl .—o 
— (37-1)Da334- (n—3m) Dew| 
&c. — 4 Ea9|jLex 
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Lex, qua iftae formulae vlterius continuantur, ex infpec- 
tione facilius apparet, quam verbis defcribi queat. Des- 
cendendo autem coefficientes  diminuuntur differentia 
2—-m; horizontaliter autem progrediendo augentur con- 
tinuo differentia z —-r., 





208. Hoc igitur rnodo doGrina de feriebus recur- 
rentibus amplificatur, dum iftum defe&tum füppleuimus, 
atque legem coefficientium definiuimus , fi non folum 
denominator fractionis fuerit poteftas quaecunque, fed 
etiam numerator ex quotlibet terminis conftet, ad quam 
legem detegendam fola inductio non füfficiebat. ^Prac- 
ter plurimos autem vfus ferierum recurrentium, quos 
lam expofuimus, maximam quoque afferunt vtilitatem 
ad fümmas quarumuis ferierum proxime inueniendas : 
cuius fpecimen iam in Capite primo huius fettionis ex- 


hibuimus, dum feriem fübftitutione x —.-—J —. jg 


alam transmutauimus, quae faepenumeri 
numero finito conftet. Eaque methodus vlterius exten- 
di potuiffer, (1 pro x aliae funCtiones fübftitutae fuiíTent. 
Quoniam vero tum lex progrefílionis ferierum, quae lo- 
co poteítatum ipfius x: poni deberent, non fatis luculen- 
cer conftabat , in hunc locum iítam amplificationem re- 
feruare vifum eft; cum memorata lex iam penitus effet 
detecta. — Interim tamen re diligentius perpenfa compe- 
rimus idem negotium fine hac progreflionis lege expe. 
diri poffe, in fubfidium tantum vocando methodum, qua 
hic ad hanc ipfam legem inueftigandam fumus vfi, 





209, 









, 
3 
i 
: 
: 
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209. Sit igitur propofita feries quaecunque 

;— A--Bx-- Cx? 4- Dx? --Ex* 4—-Fx5 -r &c. 
quam in aliam transformari oporteat, cuius termini fin- 
guli fint fra&iones, quarum denominatores fecundum po- 
teftates formulae huiusmodi a—— 6x —A— y x? 41-0 x3 4- &c. 
procedant. Quo igitur a (implicioribus incipiamus, po- 
namus efle : 

Lut AMARE 1 G x? $e? | 

C ag8x C (akExs T (pex C (alexj* T MO 
gequalitate illius. fere cum hac expreffione conftituta, 
multiplicetur vbique per. a—— 6x, mat 
Aa4-Bax-- Cax? -Dax? 4- &c. — 94 

HASTBGS C6 4&.c. 
(tatuatur 9[—Aa«; fatque: 


2) Ez Im t&e 


AG —- Ba — 
BS -- Ca — B: 
C6 -I- Do — C1 


D6 --Ea-—D: &c. 


erit diuifione per « inílituta: 


I 1 13:2 3 — 35 Gx 
Ai-- Bx -4- Cu? 2- Du? 4 &c.— — aLCr quer ere He 
Multiplicetur denuo per &-1-6», pofitoque 
A16 —- B'a — Au 
B'6 -- C'a — B 
C:6 ——D'a— Cu ,&e. fiet 
H 2 n Dae? 
Aa —L- Aux-- Bux? -- C 1*4 &c.—58-4- -S T a rcs l &c. 


Sit 
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Sit igitur 95 — Ata; atque operationem vt ante in(ti- 
tuendo , fi fiat : 
A"6G —- Ba -—— Au | Aw 8 —L- Big — Aw 
Bse -LCug Bmj| Bug -1- Cmno — — Bir 
C6 --D:a— Cau l Que pi-sDautcCi 
&c. | &c. 
erit Q — Aa; (oum Atttg, ; Q—4Ava; &c. 
vnde fumma feriei propofitae hoc modo exprimetur, 
vt fit: 
sica | Ajax : Anar? | A"gxrx3 — | 
—aztéx T (akEs 5 (aper ^ (apExye 
Quae eadem feries orta fuiflet ex fubítitutione apicis y 
M : 


feu .v — ass QR 





210. Haec transformatio optimo cum fucceffu ad- 
hibetur, fi feries propofita A-1-Bx--C«?-—L&c. ita 
fuerit comparata, vt tandem confundatur cum ferie re- 
currente feu potius geometrica ex frattione m Orta. 
'Tum enim valores A', Br, Ct, D:, &c. tandem eua- 
nefcent ; hincque multo magis litterae A", Aw, Av, &c. 
conftituent feriem maxime conuergentem. X Poterimus 
autem fimili modo denominatores trinomiales & polyno- 
miales quoscunque adhibere, qui vfum habebunt eximi- 
um, fi feries propofita Dribém cum recurrente confun- 
datur. —Propofita ergo ferie : 

; —A-LTBx--Cxc?--D.3-LE:x* Ee - &c. 
íta- 
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|096 9 8- 5n bat -- 25 
!— ad-er--ys* 75 (ad-ex- E yx?)? 
9x 9t rat anu or mp c. 
(a-4- 6x 4- yx*)? (x ——6x —L- yx? )* 
Multiplicetur vbique per & 4- 6x —- y«*, pofitoque 
A y 4- B6 -- Ca Z— At 3a. 
By-4- C6 -- Da—B' & 3— AC -1- Ba 
Cy 4- D6 2-7 Ee — C! TA SET | 
&c 





ftatuatur 





orietur aequatio priori fimilis, diuifione per x.x inftituta ' 
Ai--B!'x-- C:x? -- D'x? 2—- E1x* 2I- &c. — 
8-951» — 9 [1x2 ——995u x3 Sui x4 —L- 95r c5 











al8siyre C (ed tnux Y (I (aA Qxd-yue s To e 
Si igitur vt ante operatio inftituatur faciendo 
By tio Dppacipa Moos 
ly I ly "t [ "UD | 
Ciy--D:6-- Ea —Cn 88: — A16 -I- B!a 
&c. porroque: 


Auy--Bn 8——- Ca — Au duc Rua 
Buy --C0u8-- Dua — Bu od 3 : 
C»y-I-Du&-j Ema — Cu .— ""— A*e-L-B'a 
&c. 
ficque vlterius valores fimiles inueftigando erit: 





S5 
Aat (A6 Ba) CAta- (A!6B'a)yx)x?. (An CAu6 t Bro)s)s* 
a46ox4yxe — (GOxyxx) (at6x-yxx)) — 
-1- &c. 


Xxx 211. 
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»1r. Si ponatur x—-r, qua pofitione. amplita- 
dini nihil decedit, cum a, €, y pro lubitu accipi pos- 
fint, fueritque " 

:— A-1- B-I- C4- D4- E-- F 2- G 4- &c. 
Cum putentur füccífiue fequentes valores: 

Ay -4- B6é-L- Ca — A! | A^ -4- B/£ —— C/a — A/ 
By-1- C6-- Da—B' | B/^y 4—C/6 —.- D/a — B^ | ficque 
Cy-I- D6-——- Eas—C' | C/y —D/8-- E'a— C^ porro 
&c. &c. 
infuper vero brevitatis ergo ponatur : 
&-—-6--y-m 
obtinebitur fumma feriei propofitae hoc modo expreffa 


^A | AM AU AU 
(a--6) (- ri prie Qiyier ferm es ui &c. ) 
h | 
v | BH B^ B" B" 
A (Iur 8e) 


212.. Eodem modo denominatores ex pluribus ter- 
minis conftantes accipi poffunt ; & quoniam operatio ex 
praecedentibus facile perfpicitur, hic tantum cafüm pro 
quadrinomio euoluamus: Sit ergo 

: — A-1- B-4- C4- D-F- E-4- F-4- G -- &c, 
Quaerantur valores fequentes : 

A -- By -4- C6 -- Da— A 

Bà -- Cy -- D6 -- Eo — B 

C?-r-Dy -- ES -1- Fa — C' * 
&c. 












pn———— —»9 ————————— D X X 


— — —Ó d m E C a s ce cd 
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A'8 -1- B/y -1- C/6 -L- D'a — A" 
B/? -- C^y -4- D'6 -t- E/s — B^ 
. C0 -- Dy -I- E/8 -L- F/a — C^ 
&c. 

A! -—- B/Vy —- C^6 - D//a — A!!! 
B/à -- C^^y 4- D//6 -4- E//a — B / 
C/à 4- D/^y 4- E64 F!/a — C" 

&c. 
'Tum vero (it a-- 6-- y 4-9— m 


9 eritque 
A ii ill 
(6e (— vU mt M LI 4 -- &c. 


Hl 
(acp T age p a) 


C iu 
a (EL edo ue r- &c-) 


m? 97? 21 
vnde fimul progreffio , fi adhuc plures partes denomi- 
natori » tribuantur, clariílime perfpicitur. 


213. Neque vero abfolute opus eft, vt denomina- 
tores fra£tionum, ad quas fummam feriei reducimus, fint 
poteftates eiusdem formulae «a -4- 6x -p- yx? —- &c. 
fed haec ipfa in fingulis terminis variari poteft. ^ Quo 
hoc clarius pateat, fumamus primo tantum duos terrmi- 
"t fingaturque feries 

— A-r-Bx-- C«? -4- Dx? 47- Ex* -—F«5 -I- &c. 
in [e feriem fractionum conuerti : 


XXxXx2 $T 
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PME 9[x mu 
abes  adEu T8) I (a E) (a L8) 187) 
--  &c. ! 
Multiplicetur primum vtrinque per « -- 6x, ponaturque 
A6 —- Boe — A! 
B6—-C« —B/ & 9[—Aa 
C6 -I- Da —C' 
&c. fietque per x diuifo 
LR! /,4.2 LTYM. | bii ll 9[A se 
| —A- &c. 

Deinde fimili modo multiplicando per a/—— &»; tum- 

que per a/——- 67r,  & ita porro, fi ftatuatur : 

— A/E'1 D/a/ — A" |A"'e" ] B^a/ —A" Angl A. Blatt — BAI 
B'&' LC/a/ — B^ | B^6" 4- Ca/! — on BG 4. Cutattt — Bunt 
C' 8. D'a/ — C^ C64 D//au.—C" Cup. Dg —QCut 

| &c. &c. &c. 
fet 9|[/— A/a' : 9[/ — A! a ; Sn — AUt gll ; &c. 
atque hinc feries propofita conuertetur in hanc: 

... Aa A'a!x ( Ala! y 


ape Gera 6x) - GEO QE) RI EIS) 
-- &c. 


vbi valores «, 6, a/, G^, a, 67, a/". GV. &c, funt 
arbitrarii; quouis autem cafu ita accipi poffünt, vt iíta 
noua feries maxime conuergat. 


214. Applicemus hoc quoque ad factores trino- 
miales, fitque propofita ferie quacunque : 


T cmm 
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— A -*-B-- C-- D-- E 4- F 4- G 4- &c. 
m & 2 - Ca — A! | A^ y! 2 B/6! —- C/o! — A" 
By--C6--Da—B'| B/y  —- C6! -- D'a/ — B^ 
Cy-r-D6-L- Ea — C | C/y! L- D/6/ -- E/a! —— C^ 

&c. &c. 
Alhyll 4- BHO Cg — Anl Altylli --B//! B 4 Cli À— A10 
B^ y!/-- C" 8" D/a/! —B/4 B^tytt CUI B E D)! gt — B^ 
Cnt i D8/ A- E/laH— C! Cunylt i D iQ Eug —Cui 
&c. | &c. 
Deinde ftatuatur breuitatis gratia : 
& --.6 -y -—m 
a/ -- & —- y! — m 
a/! —— eu —L. y^ — m// 
alli. I o a ny mill 
&c. 
eritque feriei propofitae fumma : 
M (AB) a A^ B^ a/l(1 A!-E BA) | afl (A14 HB^^ 





mmi mmum ! mm! m m mill 
í : ea OAM. Eu Au 
m mm m 1 ral! zi m in! miit- r- &c. 


215. Quoniam haec tam late patent, vt vfus minus 
clare percipi poflit, reftrinramus transformationem $. 215. 
traditam, fitque xx —-1, vt habeatur haec feries: 

DCA—B-LC—D--.E-—-F-4-G— &. 
ftatuaturque : 
XXX 3 B- 
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B-A-—-A/D'—-3A/— A"|IB/— 3À!/— A" RH AA — BA Ill 
C.H —Hp C/—2 B/—— B^ (//—3 B/^—]B ^ C",-4B4—n ili 
D-C--uU 











D'—-2C/— C" D't-3 C" —Cnlpus 4C — C! 
E - iy Iv E/—2 D—Dv': Lp 3D — -— —p^lgw... 4D li — —D'u 
&c. &c. &c. | &c. 


Quibus valoribus inuentis, erit fumma feriet propofitae 
aequalis fequenti feriei : 


A At A! Alt | Aun 
2 7 m3| 2.24 34$ 23454456 


Simili igitur modo feries quaecunque propofita in innu- 
merabiles alias fibi aequales transmutari poteft, inter 
quas fine dubio feries maxime conuergentes reperien- 
tur, quarum ope fumma propofita vero proxime inda- 
gari queat. 

216. Reuertamur autem ad inuentionem ferierum, 
quarum progreflionis legem calculus differentialis decla- 
rat Cum igitur hoc in quantitatibus algebraicis iam 
fit praeftitrum, progrediamur ad transcendentes, quaera- 
turque feries huic logarithmo aequalis : 

"eem I(1-4- ax 3- 6x? -r- yx? —-àx* -I- ex * -] c.) 
fingatur quaefito fatisfacere haec feries: 

s — 9x -I- 98x? -I- Ge -- $x* -- 6x5 -1I- 5x5 -I- &c. 
Cum igitur ex illius aequationis differentiatione fequatur 
ds. &--26x--3yx? 4— 40x? -.- 5 6x* —L- &c. 

dx 1-- ax- 6x?-iI yx? —L-óx* «6x5 -—. -L &c. 

erit : 


(rod vt ye? 4a Rc) m p aEr yn? d ade! Rc 
| Quia 
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Quia vero ex fi&ta aequatione eft: 
se 9[ -- 2350 -1I- 58x? -I- 4? 2-5 €8»* -1- &c. 
fa&a hac fubítitutione oritur haec aequatio : 
9[ -- 2295: 2-58 x? -I- 4D 3? 2-5 $5 -1- &c. 
-TL $9j[a-L72$25a--3G 2a -L- 48e -r&c. 
-- 93[6 --2:356 -I-3G 6 -L&c. 
-- 9Iy --.2?5y -- &c. 
-L $919 - &c. — 





a — o MÀ A — m ——— 


& J— 26x -L- 3yx* -1—- 40x? —- $ex* —— &c. 
Ex qua fequentes determinationes obtinentur : 

9|— a ! 

$5 — — 19[a -L 6 

G — — 32034 — 156— 1 9(6 ——- y 

i: — 4$ €a— $956 — 191 y --8 

Gg ——iDa—i66—5205y— 19(10--. 

&c. 
217. Propofita nunc fit quantitas exponencialis : 
&x —- 6x? ——- yx? -- 4x* -I- ex5 —L— &c. 

£$.— £e 
in qua e denotet numerum, cuius logarithmus hypér- 
bolicus e(t — 1, atque fingatur feries quaefita : 

5 —i--9Ix 2-38 x? 2-8 53 2- D x* 2-7 G5 27 &c. 
iam enim ex cafü x — o patet, primum terminum efle 
debere vnitatem. Cum igitur fumendis logarithmis fit 
Is 
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I; — ax -]-62? -]- yx? --0x*-I- 6x5 -I- Qx*—L— &c. 
erit differentialibus fumtis : 


n — s(a- 26x -41- 3y x* -I- 40x? -I- 5 6x* -I- &c.) 
At vero ex aequatione ficta erit: 
zd —9[--235x 21-3 6x? 2-458 x? 24-5 ($* 2I &c. — 





ü -- 9 [ax —4—595ax? —-($ax? —— 2ax* —L—- &c. 
- 26 -- 2916 42-2256 -- 2G 6 -I- &c. 
-- s3y --39ly 3-35 y -- &c. 
-- 46 ——49[9 —— &c. 
--5€ ——&c. 
ex quibus fequentes prodeunt litterarum 9/, 5, €, D, &c. 
determinationes : 
9| — a 
$5 — 6-1 19Ía 
€ — y 4- $916-1- $55 
q) — à0-r- 391 y 4-7 22586 -1- 1€« 
€ —5-2-419109-4-29y--2G€86-1:2« &.. 


218. Si quoque arcus, cuius finus vel cofinus quae- 
ritur, exprimatur binomio vel polynomio, vel etiam fe- 
rie infinita, hoc modo quoque eius finus & cofinus per 
feriem infinitam exprimi poflünt. At vero quo hoc com- 
modiílime fiat, non fufficit ad differentialia prima pro- 
cefliffe, fed opus eft, vt differentialia fecundi gradus in 
fubíidium vocemus. Sit igitur 


pure 
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5 — fin (a4-6 x? -d1- yx? M 0x* -- x5 -- &c.) 


fingaturque feries quae quaeritur : 

s: — 9 xg 35 x? -1- G.c6 -- :«* 2 - G5 4-7 &c, 
primum enim terminum conítat euanefcere: quia vero 
ad differentialia fecunda defcendendum eft, coefficientem 
9| quoque aliunde definiri oportet, quod fiet fi x pona- 
mus infinte paruum. . Tum enim ob arcum — ax 
finus ipfi fiet aequalis, eritque ereo 9| — «. — Ponamus 
nunc breuitatis gratia 5 — ax -—-6 x? ——- yx? -I- &c. vt 
(t s— (ins, erit differentiando 4s — 4s cofs, denuo- 
que differentiando 4s — 44: cof s — 4s? fin s. Quia 





E ! ds : 
igirur eft fins —5 & «cofs-- 7-; erit 


dds-- "s 





— sds?, [feu dadds--5s425 — dsddz, 


219. Ponamus arcum s tantum binomio exprimi 
effeque s — «x 2- 6x?5 erit 7s — (a-1—- 28x) d», 
& pofito 2x conítante, 24s —264x* ; atque 
dz? — (a? -- 6a*6x -i- 12a6? x? 5 868? x?) dx?.. Deinde 


ob ;—c— 9| -- 9$x* -- Gx* -- $S)x* -r &c. 


AW i | 
erit T. 9| 21- 225.» -- 3€ x? -—— 45 x5 -- &c. 
dds | | 
& 2:35 -- 6€ x -r- 12 0 x? —— &c. 


Quibus valoribus in aequatione differentio - differentiali 
fubftitutis fiet : 
Yyy ds- 

























CAPUT PIIL 











-— -- ja: a " c^ €a E. 
-- 69]a?68 -—- 6585a?8 -r- &c. 
bait 9[a5? -1- &c. : 
dvds : &c. 


UE :306 -- 49568 -- "T 4- 8:06 --&e. 


Vnde coefficientes fequenti modo definientur : 








2.3 
qy—.26€6 69145 —$5a* 
"u 34 3.4 
q—.45 290 65926. QCa* 
| 590 4-5 "mM 5. a. 
Eum 6a $.64 $.6 $4.6 $.6 
g—.988 58560  1:G66  smaó Ga: 





Quibus valoribus inuentis erit: 
fin (ax-I- 6 x? ) Z2 9[.x 2 95 x? -- G x5 -- $2)x* -I- &c. 
exiftente 9| — a, 


220. Pari modo cofinus cuiusque anguli in feriem 
conuertitur, quia autem arcus rariffime per polynomium 
ex- 
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exprimitur , oftendamus vfum differentio - differentialium 
in invenienda ferie pro cofinu arcus x. Sit ergo szz cof, 
& fingatur : Hio Abr 
;zc1-—J9[x? 2-985 — € .x5 -2- (D x* — &c. 

Quia eft dr —4x nx |. & | ddsc —dx* cof x ——5dx*, 
erit 4ds--sdx? — 0 ; fübítitutione ergo fa&ta fiet : 
dds : | 
Js 72 — 1.2 9| 4 3.4982? — 5, 68x 4- 7.8 8) x * — &c. 

;-— 1 — 9(x?^ -—- 954* — Gx* -- &c. 
& ex coaequatione termitiorum fequitur : 











qi iP c 

— na 

VW PINIOSNP, 

Tu TA 183.4 

19 

Init? meten . 6 

-8- ritu &c. 
7.8 P3. .8 


Patet ergo quod iam füpra fufius demonítrauimus effe : 


T $2* x9 xa 
cof. Zz21I-——-d-————t7 | -o-- —&c. 
l,.,2 1.2.3. 4 1,2.3..6 1.2.3.8 


prior vero feries pro finu pofito 6— o & s— 1 dabit: 
| x A x* MB 3 x? 


ünoc X ILL LL———— — o 


L2.3 1.2.3.4. 1.2.3.e 7-. 1.2.3.9 














221, Ex his feriebus pro finu & cofinu notiíli- 
inis deducuntur feries pro tangente, cotangente, Íecante 
| tetto yvy y ( | 
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& cofecante cuiusuis anguli. 'l'angens enim prodit íi 
finus per cofinum, cotangens íi cofinus per finum , fe- 
cans fi radius 1. per cofinum , & cofecans (i radius per 
finum diuidatur. Series autem ex his diuifionibus ortae 
maxime videntur irregulares ; verum excepta ferie fe- 
cantem exhibente reliquae per numeros Bernoullianos 
fupra definitos 91, 5, G, (D, &c. ad facilem progres- 
fionis legem reduci poffunt. Quoniam enim füpra $.127 
inuenimus effe ; 


E 2511 A Qus Lu Gyu? 


í;:23— IL254! 14x68. L2/248 





Ti 
-- &c.— 1 —. ctia 


erit pofitüt is-—x; 


r 2?9Í[x 2*9 ^x3 29 (3x5 8yr? 
£o x2 1.2.3.4 1,2.3...6 12.... 8 


atque fi ponatur ix pro x, erit: 

abc 22853 2($x5 2 5x7 
coti-c — ——À— 2X» aas aet, s La A 

v 1.2 1.2.3. 4 1.2.3...6 1.2.3...8 


222. Hinc autem tangens cuiusuis arcus fequenti 
modo per feriem exprimetur. 





2 tang. : 
Cum fit tanp 2x — — BT ; erit : 
P 1I—tangx? ' 
n I tang x s 
cotang. 2X —— — — — —— — 9— —í& cot X — i tang x; 
2tang.v 2 


ideoque tang x — cot — 2 cot 2x. Cum igitur fit 


1 2?9[|r 2*:053? 2?(Qx5 2d ; 
got x — —— -— ———— € -—M—— — &C. 








1,2 13.54. 1,2:4, 6  1,2...8 


2 COL 
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: 259[v a2!09x3 a5 a2r95Gdys7 
iei scnilafüE abe! anat inmper 
x E.4uIrs43.4.4  13€53...01 1.25..8 


erit hanc feriem ab illa fübtrahendo : 
2*(2*-1)9Ix , 2*(2*71)95? | 2*(2*-1)8x5 2*(2* -1) x" 
NUUS UM D3:3 E. Ris ^t Da. 
-- &c. í 
Si ergo hic introducantur numeri A, B, C, D, &c. 
6. 182. inuenti, erit: 


2Àx 23Bax? 25 x5 7 Dx? 
[.23 1.3.3.4 ae anre GV 7e 


tgx— 





tang x — 


223. QCofecans autem fequenti modo inuenietur. 
. I 
Quia eft cotx — tang x 4 2 cot2x — e mcis 2Ccot2x3 
N a 
erit Ccotx?L—-2cotx.cotax--r, & radice extracta : 
Ccot.- — cota. —A- cofec. 2.»0, unde fit 

cofec,; 2x — cot x cot2x, & . pro2 x, pofito 
cofec. x — cot ix —— cot x. Quare cum cotangentes 
habeamus fcilicet : 





TA 29[v 295 «43 2x5 
coti X ————————— ———— — &c. 
X I.2 I.2.3.4. I.2.,.6 
I 2*9 [x abr es 25( x5 
(bt p L3 e — &c. 
x 1.2 1.2.3.4. 1. CRI vcr G 


erit hac ferie ab illa fübtracta : 


epr- iL Sr Ns, aoro €" 
Emp 1007 1.2 (a queo aem ne gi mu "7 &e e 


Yyy 3 224. 
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234. Per hos autem tuméros Bernoullianos fecans 
exprimi non poteft, fed requirit alios numeros , qui in 
fummas poteftarum reciprocarum imparium. ingrediun- 
tur, — Si enim m 


61 

1385 

$052I 

270276; 

199360981 
19391512145 
2404879661671 &c. 


i" 
6 
y 
Ü 
E 
$ 
, 
: 


c— 
— — 
eom 
atem 
— 
CECLULZEE 3 T- 
EL 
——— 
————áÜÓ 
c —— 
com———m 
—— 
———— 
—XX 
——— 
—— 
—— 
———— 
c— 
mmm 


"- 


x 
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ex "C valoribus MN 


"sd x0 
fec. xz sS urb v vw Wer f. I-— 





v*-F&C. 


I ...8 


22s. Vt autem nexum huius feriei cum y a 
a, 6, y, 9, &c. oftendamus, con(íideremus feriem fupra 
rractatam :.— 























7T a——À] p — — ——— m: 
eT T REIS 
8 in—c 
" 
I | r I I " 
LÁ uo e 
7i n—m n-rm 2n —fm anm 34 — t 
Ponatur zT iz——£k, critque 
T pr $5 
22 cofí— 7 
H 
f I I I | 
—— -L———,.————— —, -L——-3—&c. 
ppc me 43n—2k 3n-Rak 5.3" uo 
. kT 
Sit u—! feu k£z——57x, erit 
T z | T T 
— fec. x Z2 ——— 4L —— — -—-— — &c. 
2 IT—2HnJx AT 2nHX 3Ur—anx 
feu | 
2 2 
T—2X 72x 37-2x PTT T— 2r 
4T 4.37 4.57 4m. 
fec. (T ——L———————-—L«c. 


-4X* 9mz?—4xx  257?^-4Xx 49-7?)-4xx 


fi 
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fi nunc finguli termini in feries conuertantur, fet: : 


3 net qe | 

2*x? I I I I 

Crea Umm in 7i l^ zs — &c.) | 

26x* I I EU. | 

uU 1:75: — 7: - 3 e.) | 
&c. 


quarum ferierum loco fi valores fupra aífipnati fübfti- 
tuantur, prodibit eadem feries pro fecante, quam de- 
dimus. 


226. Hinc fimul patet lex , qua numeri «, 6, 


y;9?, &c. quibus fümmae poteftatum imparium confti- 
tuuntur; procedunt. xd enim fit 















(c. Y IT —-l——a Dy y^ 
pov cofx e4- i "BLA Pn xvm 
neceffe eft vt haec is aequalis fit fraCtioni 


I 


T&c. 









—RRRR il 





xx | — x* x J. x? 
| «ue 


1.2 I,2.3.4 1.2...6 I.2.. 





Lili a 









aequalitate ergo conftituta zd r es 


- 
*3-:5 5 c HEES 











2 &e. 








MS z 


"games; 


y — &c. 


1,2 1. 241.2 L,24l, . «4 L2. - 

















e 





* 
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& ES | 
——M eL 
I. 2.3.4 I vs d. I.2 1...4. I... «4. 

à Ge 


I5 LIó»«2 0;1,2 





de 














g.— I 
2.I 
6 I -—asa 
1.2 
: uL 
y mgl, 
1,2 12.1.4 
— $5 6.5.4.3 6... Y, 
) 1.2! quem tma $i 
8.7 » 8.7.6.5 8. 3 8 | 
og QD ES Joli 
: E. 142.3 Hobo "hd I 7&- 
&c. 


Ex hisque formulis inuenti funt iftarum litterarum va- 
lores, quos in $. 224. exhibuimus ; & quorum ope fum- 
mae ferierum in hac forma contentarum , 


fi 7 fuerit numerus impar, exprimi poffunt. a 


t 





27527 C A- 











€ 
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CAPUT IX. 
DE FSU CALCULI DIFFERE N- 
TIALIS IN AEQUATIONIBUS 
RESOLUENDIS. : | 











227. 


HE | 
( otii aequationum ad fun&tionum rationem | 
— reduci poffe fupra iam fàtis oftenfum eft.  Deno- 
tet enim y functionem quamcunque ipfius x , fi pona- 
tur y — o, in hac forma omnes omnino acquationes fini- : 
tae fiue fint algabraicae fiue transcendentes comprehen- 
duntur. Aequatio autem y — o refolui dicitur, fi is ip- 
fius x valor definiatur, qui in fün&tione y fubítitutus, 
eam actu nihilo aequalem reddat. Plerumque autem 
plures eiusmodi valores pro x dantur, qui aequationis 
j— o radices vocantur. Si igitur ponamus numeros 
f; g,^,:, &c. effe radices aequationis y — o, functio 
j ita erit comparata, vt fi in ea loco x vel f, vel z, 
vel ^, &c. fubfütuatur, fiat reuera y — o. 














228. Quoniam igitur functio y euanefcit, fi in ea 
loco * ponatur /, feu x--(f—x), exiftente f radice 
aequationis 5 — o, erit per ea, quae füpra de funclio- 
nibus demonftrauimus : 


—x)d 
ó zy. EE A 






(f-xy* ddy 
e 2 dx? 
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ex qua aequatione valor radicis f ita definitur, vt quic- 
quid pro x fuerit pofitum, indeque valores quantitatum 
dy ddy 
95 a 2dx5* 
rum valorem ipfis f exhibens. Quo hoc clarius per- 
cipiatur, ponamus effe y —x?—2x*-1-3x —4; erit 


dy, Hn peo pa EFL Ae LAM 
dp 3ÓX£—4*735 i35 2; & 6dr8 — 


&c fubítituti, femper refultet aequatio ve- 


I, 
Quibus valoribus fuübftitutis oritur: 
o—x—a2x*—L.3x—4--(f—x)(3xx—4x--5) 
-- (.—3) (4-2) 4- (/— 5 
feu multiplicationibus actu inftitutis : 
f!-—3aff-- 3f —4-—9 


oritur fcilicet aequatio fimilis ipfi propofitae, quae prop- 
terea easdem continet radices. 


229. Quanquam autem hoc modo ad nouam ae- 
quationem non peruenirur, ex qua valor radicis f faci- 
lius definiri queat; tamen binc ingentia fübfidia ad in- 
ventionem radicum deduci poffunt. Si enim pro x as- 
fümtus fuerit valor iam proxime ad quampiam radicem 
aequationis accedens, ita vt f—:x fit quantitas valde par- 
va, tum termini aequationis : 

cuui 9m dy. xy dy (me) V. 
picpgbs mr "parie. RR aen POR 
vehementer conuergent , hancque ob caufam non mul. 
rum a veritate aberrabitur, fi praeter binos terminos ini- 

4222 tia- 
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tiales reliqui reiiciantur. ^ Erit ergó fi pfo x iam valor 
cuipiam aequationis y — o radici prope aequalis fuerit 


| (f—)4 da 
affümtus, proxime o — y T9702 feu fm 1 


ex qua formula. etfi non verus, tamen admodum pro. 
pinquus radicis f valor reperietur, qui deinceps denuo 
loco x "fubftitutus, multo adhuc propiorem valorem pro 
f fuppeditabit; ficque continuo propius ad verum radi- 
cis £ valorem accedetur. 


23o. Hinc igitur primum radices omnium digni- 
ftatum ex quibuscunque numeris extrahi poflunt. — Sit 
enim propofitus numerus a"—i-4 ex quo radicem po- 
teffatis » extrahi oporteat. Ponatur x» — a^ —A— P feu 


qu—Ó 


v?—— a" ——b—0o, vt fit Jy —x?——a4"——]; erit 


4) ix*—1 ^ ddy spes. "a-t) X82 * dy —H- 1) (2- » ) 


* kam 1 ——À Ur Gecux ET —Xxn—3 : 

ex 2dx* I.2 ! 6dx3 ON IN- ? 
&c. 

Hinc fi radix quaefita ponatur — f, vtfit f— a" 4 1) 
erit : 


Dj "-an- b Ef ox) IPOD Ge yn Re 
Si igitur pro x iam ftatuatur numerus ad valorem radi- 
cis quaefitae. f prope accedens, quod fiet ponendo 
x — 4, fi quidem fit numerus tam paruus, vt 
a?—L- 2 «(a—-1)^; erit ) — nav (f—a) proxime, ideo- 
que f—2-L---,—, vnde valor radicis multo pro- 


pius 
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pius cognofcetur. Sin autem adhuc tertium terminum 
affumere velimus, vt (it 


b —nat g-4 4n 2 qn (f—4)*, fet 


20 2b 
(f-4) z—— dM Peas rot ideoque 
— NET Aur 
dt mgr iae (sia) feu 
f— (n—2)2 --Y (44 3— 2 (1—1) ?: gat?) 
gy ——I 


. Quare ope extractionis radicis quadratae valor radicis f 

adhuc propius reperietur. 
EXEMPLUM. 
Quaeramus radicem quadratam: ex mimero. quocunque c , 
feu fit, Xxx. — c — y. 
Poratur ergo numerus radici proximus —2, & 2—^- a2, 
ob 4a —- ^— c, & quia eft 7 — 2, fiet prior formula 
C—üd P CLEÉ a 

f—a-L—— .— , alrera vero dat f/— Ye, quae 
eft A radix quaefita. — Cum igitur fit proxime radix 
—— o hic ipfe valor pro a fcribatur, eritque propius 


: cc—-—-6aac-L-- a* 
radix aua. V —— M 1 1 T — Ba 
j 4 a(e—-- aa) Sit verbi gratia LP 5 

erit ex priori formula f -— I. T —. Ponatur ergo 47-2; 
a 


42Z3 erit 
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erit /— 2,25; nunc ponatur a —2,25 ; fiet /— 5,236111, 
ftatuatur porro 4 — 2,236111: , erit M qui 
valor iam minime a vero difcrepat. 


231. Simili autem modo radix cuiuscunque aequatio- 
nis inueniri poteft proxime ope aequationis /——x-—-—-— 
poftquam fcilicet pro x affumtus fuerit valor parum a 
quapiam aequationis radice difcrepans. ^ Ad huiusmodi 
vero valorem pro x inueniendum, fübftituantur fucceffiue 
pro x varii valores, inter eosque is eligatur, qui func- 
tionis y minimum hoc eft cyphrae proximum valorem  * 
indicat. — Sic fi fit dud x) —2xrx--3x-——4, 

pofto x—o fit y— —4 





a. minces b? ad je. a 9L z 
X&I-223,.,-.9—--3 
vnde videmus radicem contineri inter valores 1 & 2, 






d^ 
ipfius x. Cum ergo fit 4 —5xrx—4x-1-3, habe- 





bitur pro radice f aequationis x? —2xx--3x—4-—o 
inuenienda haec aequatio : 
yd ux lil at. d.c i-us 


j dy gxx—-4xr--3 
















Sitergo x —r; fiet f— 1 LI- 2. Nunc ponatur 





. 2 12 Á 
2, fetf—a— T-—7.  Sitergo x— 





CAPUT IX 551 


: 2724 104. 2812 
aux d erhoysio NXottT " 1701 
gredi velimus, logarithmis commodius vtemur. 

Ponatur ergo x —: 1,653, eritque 
lg 2218977239 |] $4 — 1,6$3000* 
1x? —0,4365458 | X* —2 2,732409 
Ix? —:0,6548187 e 4, $16673 
x? —:44,516673 
3X — 4,959000 


2 1613. Si vlterius pro- 








9,475673. 31x 3—11,197227 
2xx4-4 — 9,464818 Ax — 6,612000 
num. 0,010855 den. — 4,58522 

] num. — 8,0356298 

] den. —:0,6613608 x—— 1,653000 

lfra&. — 7,3742690 5. fra&tio — 0,002367. 
j dem 2,650633. 


qui valor iam proxime ad verum accedit. 


232. Citiores autem approximationes ex generali 
expreflione deducere poterimus. Cum enim pofita func- 
tione quacunque )—o ; fi radix huius aequationis fuerit 

x-—f, inuenerimus effe : 


"— Qu 041-0 PEE. Lie 


2dx*? 6dx? 
fit /—x—5, ita vt fit radix /— x--5, atque ponatur 
dy. dp. LN dr 


—— Fs, — a. 55 a 
goce ELCHE due P5 j emt: 


oLj--5p-- a trop 2 -- is &c. 


120 
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in qua aequatione fümto pro x valore quocunque, ex quo 
fimul. Y» P» d» P5 5 &c. determinantur, inueniri debet 
quantitas 2, qua inuenta habebitur aequationis propofitae 
y — o, radix f — x -1- s. In id ergo eft incumbendum, 
vt quam commodiífime ex hac aequatione valor incognitae 
5 eruatur. 
233. Fingatur pro $ feries conuergens haec: 
; — A --B--C-r-D-r-E-r-&. 
atque fatta fubftitutione erit : 
y —J 
ps — Ap -- Bg -- Cp d- Dp -4- Eg -1- &c. 
ig^ — —— -L]IA?g4-I- AB? 2- AC; 4- AD; 2- &c. 


-- iBB; J-BC;-L- &c. 
in $A?r-J-1A* Br2—1A? Cr-L- &c. 
--iAB'r-I- &c. 
z3 5 — ZAÀ*:-L-IASB:;-L &c. 
ris i95 L— rig À5t —— &c. 
Vnde obtinentur fequentes aequationes : 
AÀ ide 
P 
BÉ 
p 3 
POLL: dT, LEE. SLAR &c. 


8p I2p* 24p? 











| 
| 
| 














Q.2P UT, IX. $53 
ideoque erit: ' 
? 3 y4 23 4 4 T 
Ldbg ode d Lg BÉ ias 21 L1 P bs 
poop 6p*  8p' 12p?^  24p? 
EXEMPLUM. 
Sit propofita haec aequatio X5 ——-2x —2 —o. 
Erit ergo y — x5 -4-2x — 2; 
2) —p-sxt-d-a 


T L4 iof! 
Le —-— o — "AM BB 


um. c-—mor GC. 

dx 
Ponatur autem nunc x —:, quia hic valor parum a ra- 
dice discrepat, erit: 


y—135 p-—73 424—203 y ——60; ?77 1^0, 





vnde fiet : 
— 5T EG 200 , IO $.1000 , $0O0 $5 
mo LR 73 75 7^ gt. neT ME mad 
I IO I3O0 1745 . 
eu 222— —— — — — —— — 2 &c. eritque 
7 953 7? yt q 


ergo 2— —0,8, & radix f— 0,82, qui valor fi 
denuo loco x fubítitueretur, prodiret radix maxume ve- 
rae propinqua. 

AÁaaa 234. 
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234. Inuenimus ergo feriem infinitam, quae cuius- 
vis aequationis radicem exprimit: ea autem hoc laborat 
incommodo vt tum lex progreflionis non pateat, tum 
ipfa nimis fit perplexa atque ad vfüm non fatis accom- 
modata. Alio igitur modo idem negotium fuícipiamus, 
feriemque magis regularem inueíftigemus , cuiuscunque 
aequationis propofitae radicem exprimentem. 


Sit vt ante propofita aequatio y — o, exiftente y func- 
tione quacunque ipfius .r ; & quaeftio huc redit, vt va- 
lor ipfius x definiatur, qui loco x fuübfítitutus functionem 
y reddat nihilo aequalem. Cum autem fit functio ip- 
fius x, vicilim x tanquam fun&tio fpeChari poterit ip(ius 
J, atque hac confideratione adhibita quaerendus eft va- 
lor ipfius fun&tionis x, quem induit, cum quantitas j 
euancícit. — Sj igitur f ponatur defignare iftum ipfius x 
valorem, qui erit radix aequationis y — o, quoniam x 
abit in f, fi ftatuatur y — o, erit per ea quae fupra fünt 
demonftrata : 

fg uds A indu yx e 

dy 2dy? 6dy? 244y* 
in qua aequatione ftatuitur differentiale 4) conítans. Si 
igitur ponatur : 

dx dp . £u uy um 


3)7- ^i — $3 &c. 


41547537 


erit his valoribus introductis, vt confideratio differentia- 


lis conftantis exuatur : 
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235. "Tributo ergo ipfi x quocunque valore, fimul 
valores ipfius y, atque quantitatum p, 4, r, s, &c. de- 
terminabuntur ; hisque inuentis habebitur feries infinita 
valorem radicis f exprimens. Sin autem aequatio y—o 
plures admittat radices, tum eae prodibunt, fi pro x di- 
verfi valores affumantur: quia enim y eundem valorem 
induere poteft, etiamfi ipfi x diuerfi valores tribuantur, 
mirum non eft eandem feriem faepenumero plures valo- 
res füppeditare poffe. Quo igitur his cafibus ambigui- 
tas tollatur, fimulque feries conuergens reddatur, pro x 
affüumi debet valor iam prope ad valorem eius radicis, 
quae quaeritur, accedens, Hoc enim modo valor ipfius 
j fiet admodum paruus, ferieique termini vehementer 
decrefcent, ita vt paucis terminis fumendis iam fatis ius- 
tus valor pro f inueniatur. Hic igitur valor fi deinceps 
loco x fuübftituatur, quantitas y multo minor euadet, fe- 
riesque multo magis conuerget; hocque modo ftatim 
radix f tam exacte innotefcet, vt error futurus fit mi- 
nimus. Hincque fümma huius expreffionis praerogatiua 
prae ea, quam ante elicueramus, manifeíto perfpicitur. 


236. Ponamus extrahendam effe radicem potefta- 
tis 7 ex numero quocunque N.  Surta igitur proximt 
poteftate exponentis z, numerus propofitus facile refol- 
vetur in hanc formam N —4*"-L/, Erit ergo 


x"cza"-—-.b & y z2x*—a6—b; vnde fit: 


Aaaa dy — 
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mug n GIL M EN LE 
jp ir: Y L1, aisle ea) di (S 
(rmt Tue Ye etn oue 
d — (n-1X(2 H-Y)dx ; & KM dfc - Lan E "-l) 

nyxain dy x-1i 
ECCE CD RN A S 

n3 X3 n^ x4" 
&c. 


Ponatur nunc x — 2, eritque y—--5, atque radix 
n : 
quaefita f —:v(4*-1—2) hoc modo exprimetur : 


$44 -—1— erbe lo G-DOGN DP. 


Kg" ", 24, q 29—1 8. 29, 3H. 4 p—1 


Pet) nc ttr 


242. 32, 4H Q4n—1 





-L- &c. 


ficque. prodit eadem feries, quae vulgo per euolutionem 
binomii (a9 -- 1o erui folet. 


237. Poftquam ergo in a&tuali extractione. radix 
proxime vera a fuerit inuenta, fimulque refiduum ? fue- 
rit repertum , tum ad radicem infüper addi oportet va- 


lorem fractionis eec» gud duin vera radix obti- 


n—r? 
| 5i ie 34—N— 
neatur. Erit autem | 4? —? —— bud ob N — 47-1. 
At vero hoc modo radix iufto maior inuenietur, quo- 
niam tertius terminus fubtrahi debet. ^ Quo igitur per 
diui- 
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diuifionem refidui ? radix multo propius ad verum ac- 
cedens inueniatur idoneus diuifor debet inueftigari , qui 
fingatur effe | g4"—! -- a^ -41- 622 -- y -- &c. 
Cum igitur debeat efle: 
b 
BID (021)88 (-iX2n- 1 (n 1Xan- ry 


oo ÓáÀ 














5 aqn-! 25?425—1 652?43^-1 244u*q4n3 
- &c. 
fiet multiplicatione per. 24"——-a2-4- 67? --y 5 -I- &c. 
inítituta : auem ce EE 
(n-1)55 , (n 1227 1)7?. (n1) ane 1Y(nir 1)? &c. 
"aman 61241» -—— 24M "m 
a b? (2-1)a23 (2-1) (22—1)o5* 
Lug magn—i 7... 2599438—1. 3. 653a30—3 
e? "-1 6 
moe x lE Xanh z 
27 i125 -r 
h* 
«o 4 
9] g9—1i 
Hinc deducuntur fequentes determinationes : 
q 
213 95 
Mini. 
p— (-0*, (G-)02-1)., (m-)0t9 
^ 2nz a"?  6a^41 pm I2z4^-G- 
y — (z-1)6 LL Gi-1X22-1)a ui (n 1)(22- 1) (32-1) 
—- ama" —— Ó6mnai" | 24n?g39 Y — 


a (T) 


244421 ' Frac- 
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Fra&io ergo ad radicem iam inuentam « infüper ad- 








denda erit: b 
mer T WWHT) cea b ^^ (m-)bb | ( (m-)HB P 
Meli ur ^— I2z4"d-1 24nagMm- 


238. Quod íi ergo radix quadrata extrahi debeat ex 
numergeN, atque inuenta iam fit radix proxima — a, 
cum refiduo — ^, ad radicem inuentam infüper addi 
debet quotus, qui oritur, íi refiduum  diuidatur per 

RIPE T NBC D ep OE PM Eur 
i "POMUME IP dais Sin autem radix cu- 
bica extrahi debeat, ius refiduum 7 diuidi debet per 
24 E Lp a . 2 bb 


pt] 4-25; — &c. quarum formularum 
vfum in his exemplis declarabimus. 


EXEMPLUM f. 
Extrahatur radix quadrata ex numero 200. 


Ponatur N — 200, & cum proximum quadratum fit. 196, 
erit 4-214, & ie duum 2 — 4, quod m— dicidi 
Xi: R i: 
debebit per 28 ecc ue "Xrreti eritque 
ergo diuifor — 28,142155, per quem fi 4 diuidatur, ob- 
tinebicur fractio decimalis ad 14 addenda, quae iufta erit 
ad 10 figuras & vltra. 















EXEMPLUM . It. 

Extrahatur vadix cubica ex mumero N —— 16. 
Proximus cubus eft 8, & refiduum L—2, vnde 4—: 
& 
- we 







Du Po-T-'D. $59 
& b—2, atque diuifor — 12 -- 1— — — 12,9444. 





Quare radix cubica qudefita erit proxime 
2 IOOOO 


d "wrvrisddbhem. 
12,9444. 6472 


239. Series pro radice inuenta etiam confiderari po- 
teft tanquam recurrens orta ex quapiam fra&tione, hoc enim 
modo plures termini feriei ad multo pauciores, qui numera- 
torem & denominatorem fractionis coníftituant, reuocabum- 
tur. Sic leui attentione adhibita perfpicietur fore proxime : 

n- 1 
E ELLIM 
(a à)" — an. —— — —  — — atque adhuc propius 
A2—I)J,. 
| 2 
44-2 (z4-1)(*-2),, 
ua 82,4 4: 080082, 
(a1 - D)* am. LÁ Á 


10— 








(0-2) , | (0-902 ,, 
TEGAMRKOCR TET 


Simili modo plures terminos introducendo fratliones 
adhuüc accuratiores obtineri poffunt : . 
(434-2)* —— a. 


B MTS a, "ETSECE) aja -L- Lr SX aX 1 
I20 


E FEED 1a í) Ur 3X2) ga (u— (n—3Xn—2X» —1y5 


I20 






Et 


i 


Quin etiam huiusmodi forma generalis exhiberi poteft, 


ad quam commode exprimendam fit : 
AC 














mn]. m) | o m Gm) 
A-— 1. 2m lzm I. 274 


(m— 1) (n-m—1) A |$— 


p— (m—1)(n— mii) 











2. (am-t) 3 A& ? (2"—12 
(m— 2)rm-2)g (m —2) (n — m--2) 
C — 3  (2m—2) Bem 3 (am—2) » 
Lm — 3) mcm — 3) (m3) mt 3) 
Doa cow Ca ET enia s) 
&c. ó. &c. 4 


His autem valoribus determinatis erit: 
qm —— Aag m) —— Bam —— Can 2 -—-&c. 


) (a4 2)"—a" ' qm —À S mi) —L—98,4m-3)? — (£a 7-353 -I-&c. 


240. Si igitur hic pro z fubftituatur numerus frac- , 
tus, iftae formulae ad extrat£tionem radicum apprime erunt 
accommodatae. * Sic fi radix quaecunque poteftatis 7 ex- 
trahi debeat ex forma | 4?—-27,  fequentes formulae in 


vfum vocari poflunt: 




















2 | mu 2724 -L- (241) 
onc 2a? -- (n—1)b 
(an 41-5) —a: «122? m d 6n(2nd 1)atb -- (2n Yn 1) 


1272?" —— 6z(an —1)a"b —— (22 —1Y(2 —1 105" 


Sin autem ponatur 47"——-2—N, vt fitt a4"—N-—-/; 


erit : 
25N—(»— — (2—1)5 
24 N— (n1)? 
WEE CORR 125? N? — 6n(an —1)NP 2 —- (a1 1) (21) 8 
(a* -- ) —( "12294 N33— :— én(a24-1)NP A (22-4 1) (24 1) 9" 
241, 


(aw 4-3) —a. 
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241. Formula igitur generalis pro radice cuiusque 
aequationis inuenienda in aequationibus, quae ex pluribus 
cerminis conftant, eundem praeftat vfüm, quem folita re- 
gula binomii ad refolutionem aequationum purarum x^—-c 
afferre folet, atque adeo hoc cafu in regulam illam ipfam 
abit. Sin autem aequatio fuerit affecta vel etiam transcen- 
dens, expreflio noftra generalis femper aequali fucceffu in 
vfum vocatur, feriemque praebet infinitam, quae valorem 
radicis exhibe. — Quamobrem cum in hoc negotio fum. 
ima vis iftius formulae generalis confiftat, eius vfum hic ali- 
quanto fufius oftendamus. Sit igitur propofita haec aequa- 
tio affecta tribus terminis conftans : 

ati-boert—— INS 
denotantibus c & N quantitates quascunque datas. 
Ponatur x"—L-cx—N-—y, erit 4y— (zx"3i—L-c)dx, 
I 





hincque fiet Po— 2x"-icp c i tum eft 
"(m-1)en" do res n(n-1)x-* 


(nani) ? (nxn-i--6)3 ' 


d dr 
Simi modo ob »— T $22 5- &c. reperietur: 


dp —— 











J dy 
e Gm (n-1)(am-1)x?74 — a (n-1) (1-2) cx" 
bcm UPELUEO! eer p — s 
L mmn Dra )x9n-6 qz (n-1 (2-2 (22-1)cx?"-1- n(n-Vy(n-2)(1-3)c: yt 
— (mam -Lr ET De 


n* (n-Y(22-1)(32—1)(4pi-1)x47-8—7? (7-1) (2--2)Y(22-1)(2 92-11)cx3- 
(E Ts? 1X a (rin: a ain tea 2 9)c* x1"-6 -6—i(n-1) (n-2)(2—-3)(n-4)c? x" 
"(nxn- nx"—i Um c EEMSE ONITNE T 

&c. 


Bbbb Qui- 
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Quibus — inuentis, erit aequationis qiio radix 
[—s—p)2- 243) — 2 2 dut 7. —— £9 4p &c. 
quicquid enim pro x bitdaedr , vnde fimul litterae 
3;P;4,r*, &c. valores determinatos induunt , fumma 
feriei aequabitur valori vnius radicis. 
run 
EXEMPLUM .I 
* — Si propofita haec aequatio X? —- 2x — a. 
Ente—2, NT. 75i. ix yzzx3-L-2x—3. 
6 8 
Ponatur x — ziem $i erit y—— r, & pc : );72—- $3 $T ni 
16 Oo . 
fL— : Dn &c. atque aequationis radix erit: 


oieibcgpd Si J 1$ 909 HUN 
CMTDURESSEQT We S ee e E STRA 


Ponatur nunc. «— 0,77, & quia eft y — x?-1-2x—2; 

! 
uium. 3xxa2? 
g Pu 2160p!x3 -- 720p? ; habebitur logarithmis ad- 
hibendis : 

lx — 9,8864907 | x.— 5,77 

Ix*-- 9,7729814 | x*— 0,5929 

]x3—5 9,6594721 | x?— 0,456533 

2* — 1,54 


q—-6px; r—9xxp5—1:2p55 atque 


X3--2x — 1,996533 


Ergo yj —-0,903467 














: 
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i-y72 7,$399538 . 39 -2— 3,7787 
Ip — 9,4226575; 3*xx42)— 0,5773424 
I-py — 6,9626113j —py —— 0,00091751I 





Ip? — 8,2679725 
Ix — 9,8864907 
i3 — 0,4771213 
/y* — 5,0799076 


l-igyy- 3,711492? —i4yy72 0,000000514. 
Ergo radix f — 9,770916997, quae vix in vltima 
figura a vero aberrabit. 

EXEMPLUM II 
Sit propofita aequatio X* —2xXxx-|-4X — 8. 
Ponatur yz «*—2xx-|-4x—8, erit dy — 44x (X —xT 1) 
d — Xr | 
p. ecugm Expo 





i 
viae a(x3—x41) ? dx — 4 (x3 — x41)? 
- 3xrki |. d4  21x*—12xx—3 
7—16(x)—z41) ? dx 77 16(x?— x 1)* 
aL 21x —I12X 4-3 
"Gor T 
ex quibus erit radix aequationis propofitae : 
e y Gxx—1)y — (zx*-4xx t0? 
JX——ÀIYPRRAINÉ TG $ EAR 
4(x3—xti) 32(463?—3a-p1)? i28(x3-x1)5 
Oporter ergo ipfi x idoneum valorem tribui, quo feries 
ifta fiat conuergens. Primum autem perfpicuum eft, fi 
Bbbbza ipfi 





& 








D 
a 


564 C P. T: WX 


ipii x tribueretur talis valor, quo fieret 4? —rl1-—o, 
tum omnes ferie terminos praeter primum euadere in- 
finitos, neque adeo exinde quicquam concludi poffe. 
Conuenit ergo ipfi x eiusmodi valorem affignare , quo 
& y fiat exiguum & x3 — x-|-: non admodum 


paruum. Si -——1, et $ 26 * & 
e Mj 25 I25 
L1 —I—— e 3; 
1) et 4 um 6a &c. 
vbi cum tres termini —- 2: EAR or 
| tr | , Lr 6a congruant 


cum progreffione geometrica, cuius fumma eft - erit 
9 


LE IA. x 
circiter Nn "9 . Statuamus CTEO x -i crit y2- 5 


& —x5—-x-—L-1 "oi , vnde fit: 


d QU Mor eic Et cad 
[—1 "yÜS GU ERE (c. cU. ER. 


Ponatur nunc x — 1,6:; erit: 


lx —0,2068259 | x — rL6r1 fit x!—-x41—z 
]x?— 0,4136518 | xz 2,592I 
[1x —0,6204777 | X*:— 4,173281 
1x* — 0,8273036 | x*— 6,718983 
nnc 
[-y — 8,4016934 | y —-0,025217 
a TC OSTIOSO2 | 5 — 3,563281 
1 -— 1,845843? | 
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ia ——0,6020600 | ' 
— 
Ju 2 2 — O,0017692 
áz 52147793 P 
Í(3Xx-1)—:0,8309926 








34X—1—-60,77 
I^ 6,033868. 3*4—1— 6,7763 | 
7,343794 | 
ARR s 99S 
$.9798288 


52--1,2041200 | (3x-Dy* —— 
47747088 | 3233 — 
Ergo f — r,6117632. 

242. Methodus haec inueniendi radices aequatio- 
num proxime aeque patet ad quantitates transcenden- 
tes. — Quaeramus numerum x, cuius lopatithmus ex 
quocunque canone defuümtus ad ipfüm numerum datam 
habeat rationem vt 1 ad », atque habebitur iíta aequa- 
tio x—z/x-—:o: fi autem 4 modulus horum lo- 
garithmorum, ita vt ifti logarithmi obtineantur; (i loga- 


A | *. «5t ; kdx 
rithmi hyperbolici mulriplicentur per £, erit 2/x — ——-, 
X 








—:0,000005952 


Ponatur ergo x — 2/x — y, fitque f valor ipfius x 
quaefitus, qui reddat x 2 2/«. Cum igitur fit 


End Seu SMS 
y—xe—nix, ert dy-—d iS Seca ORI LG kn) 


X x 
dx x kindx 
& 4; P -— A vnde dp Gciz;p ego 
dp zc nx kinxy | 2EnxdxE?n* dx 


dy — fas — (x-Enyi? dT ue TÉB)S 
dg, ,knx(ax4 kn) | 
dy — (x-hms "n doe 














CAPUT X 

















Quare fiet: 
HENRI A BEP S Luo s LL Eixy (axis) di 
f-—* x-kin a(x-km) 6(x—knm) — &«. 


Infra autem oftendemus hoc problema folutionem non ad. 
mittere, nififit kzz- e, exiftente e numero cuius logarith- | 
mus hyperbolicus e(t — 1, feu debet effe &»z 2,7182818. 


EXEMPLUM. 
Quaeratur umeris. praeter yo , cuis. logaritbmus. taba- 
laris aequetur. decimae parti. tpfitus. anumeri. 
| Quia de logarithmis tabularibus quaeftio inftituitur, 

erit £—0,43429448190325, atque ob z — 10 habe- 
bitur /7—4,3429448190325.  Fa&o iam x — 1, erit 
j Zz I, : fietque o fx Vel v TT RA AS eer 
ficque proxime erit f — 1,37. Statuatur ergo KL. 
erit /x — 0,136720567156406, & ob y — x — 10/», 
erit y —0,00279432843503, & 
— x -—-k£2—22,9729448190325. Fiat ergo 

]x — 0,1367205 

]y — 7,4462773 


mma x 










735929978 
Faciam I /0,4731866 


101098112  4— L4 







7-0, 00128769. 






De- 





£.42PUZT.IX $67 
dnuxyy 22 ny (xy 
Deinde cum fit tertius terminus a(x-Eu)! ^ a(x-kn)* x-ka 
erit : 
"x. px naer 
I 71098112 


ly — 7,4462773 
lkn — 0,6377842 





5,1938527 


KEu-x)! — 0,9463732 
4» 2474995 
I3 — 0,3010300 
/ tert. term. — 3,9464695 
L' ten 22237 
I. term. . — 0,00128769 
lll. term. —- — 0,00o0cos8 


d — 1.19 128957 
|f — 0,137128857. 


243. Si aequatio fuerit exponentialis, ea ad loga- 
rithmicam reduci poterit; ita fi quaeratur valor ipfius 
x, vt fit x* c s, erit x7x — /a. Quare pofito 

ycxlx — la, fiet dy c dxlx -—- dx, 
Ur —Y* 


& * J A com ure yr Tumque 


p 














L-MMMD e quoapipu viti smt 


b— aix bz —4-— uk 

| 3dx — » NN 
dj— xx(1 ICUGF ri xa(14-/x)* , Ideoque 
[^ NUM. 


y fe -—— 
dy ^" — &X(1 iy — AM (4-2)5 ) porro Crit 


—2dx lodx ders d; w^. ! 
— xh 7 suh ES 2.95 : 
ETC z IO I 

nay T BRE. S & 


EENENSG (SUECMSOTS S. | ID$ | — 105 
— x*(14-1)5 "ata Tx)! idi z^(t TA)s 3 x*(1 1x)? 
" M NE 196 — 700 1260 2.945 
— xs)! x*(x)s* x*Qx)? xs(he)9 xS(r)ra" 






Hinc ergo fi verus valor ipfius x fit —/, ita vt (it 









5 — j erit : » 
—..0  ARNRET UT I Tanya i sw 
[nk ax(14-/x)? "axx(li)s $x3(x)!- 8*4 1a)? 
TN. vatur. UE 6g 
- 6x lx) ix? x)5 S (rp 1x)s 
e. uu scu 
Oma) 3xtül4Lx) 





5 


- 20x*(14-ix)5 
Haec 






Haec ergo expreffio in in&nitum continuata, quicunque va- 
lor pro x ftatuatur, fumto y — x / x — /« verum ipfius f 
dabit valorem. Sic fi ponatur x —— I, erit y — — la, & 


t2: y54 AUD ant 001 133047. 62500 f 
f-—irHa-——* 3 5 t Lj 144 i 


vbi notandum eít effe /4 logarithtmum  hyperbolicum 
ipfius a. 
EXEMPLU M. 
Quaeratur numerus £, vt. fit ff — 1oo. 
Cum fit «— 100, & y —x/x—la— xIx—1100, quia 
patet effe £23 & 4, f[ítatuatur 
r—1i; erique /x—1,25276296849 
x/x—4,38467034972 
1100224, 60517018599. 
5j 1——-—0,22049983627 
1-1-/x —2,25276296849 
Hinc erit logarithmis vulgaribus adhibendis : 
I- y— 9,3434083 
14- x) 03527156 
$,9906927 ; —- — 0,0978797 
1 — 8,60868:166 !*^ 
3/(14-/x) — 1,0581468 
— 7,6286698 
lax zc 17 — 0,8450980 











XAR 2 
6,7835718 LENT — 0, 0006075 
Ergo proxime erit fT—3,5972722 
fequentibus vero " er terminis 
umtiserit f— 3,5972852 
Ccecc 244. 
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244. Praeterea autem calculus differentialis infig- 
nem habet víurn in refolutione aequationum, (i quaepiam 
relatio, quae inter radices intercedit, fuerit cognita. Sit 
propofita aequatio y — o, in qua fit 5 fun&io quaecun- 
que ipfius x. Si iam verbi gratia conftet, duas huius 
aequationis radices interfe differre quantitate data z, hae | 
duae radices facile inuenientur fequenti modo. ^ De- 1 
notet x harum duarum radicum minorem, erit maior 
— x -|-s, quare cum functio 5 euanefcat, fi x fionifi- 
cet viam ex radicibus aequationis y — o, euanefcet quo- 
que 5, fi loco x ponatur x-j-;. Quocirca erit : 


ady , a*dd a3 d? y ES 
oc- 32 -- ui vu d-&e 


x 2dx? 
Vnde cum fit 5 — o - erit quoque 


Lo dy addy a? d3 13 d* y 
9 mme adpet edes gaudes UA 













quae duae aequationes fimul fümtae per methodum cli- 
minationis dabunt valorem illius radicis x, quam alia ra-. 
dix füperat quantitate a. 


EXEMPLUM. 





Sit propofta haec | aequatio 


x5 — 244? —- 49r. —— 36 —— o : 
quam vcudecunque conflet, habere duas radices vuitate 
differeutes. 


Pofita 


CAPUT IX $71 
Pofito 97245 — 24x! -——-49xx——36 erit: 
TA T2o$a* — 7as* -]- 98x 

ddy 
2dx*? 
d?y 
6dx1 
d* 
24dx* 

d$y 
120 dx 


Iox* — 72x -l- 49 


1 


udin 
Ld 


IoX* — 24 








Jam ob «4-1 erit: 
ÀA...5x*--1o0x3——-62x?—]-31x-|-26—20. Ateft 
B... x5——24x3—L 49xx — 36 — 0 

Multiplicetur fuperior per x & inferior per 5, alte- 

raque ab altera fubtracta relinquet : 

10 x* —- 58x* — 214x? -26x 24-180 —— o feu 
Qo $x*--7294? — 107 x* 2-13: -- 90 — 0 
a qua prima A fíübtra&ta relinquet : 

D...19x? — 45x?— 18x —L- 64 -—o 
D.5x .. . 95 x* — 225 x3 — 9gox* —- 520x — 0 
&19 ... 95x* zelum c BREL de SCA oe 


d ———— -— i R9. 1 7 IRR — n RA — 


E s 9 8 ^» * ^" 9 * 41524? —-088x?——269 x 4-494— 
Diit$ ... v V dae o li Ca AG Pe 
E. 19 ....... 7885 x?—20672x?-I-511114-9386——0 











Fl. s 199713 — 12581 17174 —0 
CGccc.a D.247 
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D.247 . . . . 469335 — 11115 x*— 4446* 1715808 —0 
E. 32... 1328034816 -1- 8609: 1-15808—6 


LS 
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G . ^ ! 4 —! 5» 5 & X» 5 qp! eue Fc Mp 
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(3.í997 . 15 1714033947 4233489005 -16060838 2z 





60702 EE po anos ems 
Ex qua aequatione fequitur EIS 3 
ac propterea quoque radix aequationis erit x — 3, quo- 
rum vterque valor aequationis fatisfacit. 


245. Poteft autem haec operatio abfolui fine fuüb(- 
dio calculi differentialis , propterea quod eadem aequa- 
tio, quam calculus differentialis fuppeditauit, prodit íi in 
ipfa aequatione propofita ponatur x-1-7 loco x. Cete- 
rum vero haec methodus: eliminandi nimium e(t ope- 
rofa, &, fi aequationes effent altioris gradus, labor pe- 
nitus foret infüperabilis ; ex quo multo minus in aequa- 
tionibus transcendentibus locum habere poteft. Quod fi 
autem ponamus duas aequationis propofiae y — o radi- 
ces inter fe effe aequales, tum ob 7 — o, aequatio diffe- 


rentialis abit in hanc Sp — o. Quoties ergo ' quaepiam 
aequatio y — o habuerit duas radices aequales, toties 
erit : — o; atque hae duae aequationes coniunctae 
praebebunt eum ipfius x valorem , cui binae radices funt 


aequa- 
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aequales. Vnde vicillim fi ambae aequationes y — o & 


.- — o communem habeant radicem, ea erit radix du- 
plex aequationis y — o. Euenit autem hoc, fi poftquam 
quantis x ope duarum iftarum aequationum y—o 
— — o penitus fuerit eliminata, perueniatur ad aequatio- 
nem identicam. Sic fi proponatur aequatio : 
x? —2xx—4r--8-—o 

erit quoque 3x — 4x —4— o, cuius duplum ad eam addi- 
tun dat x?—L-4xx——1ax-—-o feu xx—-L-4Xx——12-—o 
cuius triplum eft | 3:xxx 5 124 —— 36 — 0 

fübtrahatur 3*xx— 4x — 4 —0 





I6Yy —32-——-o ' 
Y — 2 —0 
Cut ergo prodierit x — 2, fübflituatur hic valor in vna 
praecedentium 34x——4x—4-—c0, & prodibit aequatio 
identica 12— 8——4--0, vnde colligitur aequationem 
propofitam x? ——2xx—— 4xr-]-8—0 duas habere radi- 
ces aequales, nempe 2. 
246. Si igitur habeatur aequatio algebraica quot- 
cunque dimenfionum : 
x^ dz Ax dc Bri Cai -)- Dac — &c— o 
quae duas habeat radices inter fe aequales, erit quoque 
nx" (n- 1) Ax" 4 (1-2) Ban (1-3) Ca?—44 (2-4) Dx7-5 
-- &c. — o. 
Cc cc 3 Scili- 
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Scilicet illius aequationis radix duplex (imul erit radix 
iftius aequationis. — Multiplicetur illa per z, ab eaque 
haec per x rnulriplicata fubtrahatur, prodibitque haec 
noua aequatio : 
A x-i-L- aBxr-:--— 3€ x-: -- 4Dx7-4 -- &c. — o. 
Nunc addantur prima per a & haec per 2 imultiplicata 
erit : 
ax "——-(a4- P)Axv-1-1-(a4- 20)Bx"73——À(a 4 3P)Cxv—:4- &c. — 0 
quae aequatio cum ipía propofita coniun&ta monftrabit 
radices aequales, fi quas habet propofita ^ Cum igitur 
quantitates a & 2 pro lubitu affümi queant, coefficien- 
tes 4, a--^, a—-2^, &c. progreífhionem quamcunque 
arithmeticam repraefentant. — Quamobrem fi aequatio 
quaecunque habeat duas radices aequales, eae inuenien- 
tur, fi finguli aequarionis propofitae termini multiplicen- 
tur per terminos cuiusuis progreífionis arithmeticae re- 
Ípettiue; noua enim aequatio hoc modo refültans eam 
radicem, quae in propofita bis ineft, quoque continebit. 
Sic aequatio : 
x"—L Ax^3-IL- Bx: -- C73 -- D x74 —- &c. — o 
fi eius termini multiplicentur per progreflionem  arith- 
meticam hanc: 
43 ü--b; a--2b; a-L-3b; a--45; c. 
prodibir noua aequatio haec: : 
ax* (14 P) Ast Ia aD By) G-50)Cxn-- &e,—0 
quae cum illa coniuntta radices aequales oftendet. —Haec- 
que eft regula fatis cognita inueniendi radices aequales 
cuiuscunque aequationis. 
247. 
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247. Si aequatio y — o tres habeat radices aequa- 





: . dy | : . dd 
les non folum erit : — O, fed etiani erit T z 6; fi 






quidem pro x ftatuatur eius radicl$ valor, quae in ae- 
quatione » — o ter ineft. — Ad hoc oftendendum pona- 
müs aequationem y — o tres habere radices hniusmodi 
x, r—-4, & x--/, quae primum interuallis finitis ? & 
b a fe inuicem difcrepent ; & quia y euanefcit, (i loco x 
tam x-—-4, quam x--2 fcribatur, erit: 

) 





| 4.0 
, 4dy ü "ddy a3d*y , a*4f, 
y4— 2 AIT MER TH ipha cir c Tto 


bdy , b*ddy )34* 5* d*y 
"iol T dirt n lt 24 












" ids "T ahy "m3 d* 7*y 

iU im e A P A zo 
dy as .J4dy b? Py )34*55 ms 
"inm "'adx*. ax 6dx3 prs -- &c. — o 


Subtrahantur quoaue hae a fe inuicem, diuifioneque per 
4——-b fatta erit: 
ddy , (a Ed. d*y |— 
Pongeir 1 iam 24— o & P —:o, ita vt tres illae radices in- 
ter fe fint aequales, eritque ob terminos euanefcentes : 


d dd 
y5zo; 0j & JU. TO. 


(aa 4- a) (aa ab 4 22g* y 
^— 24da* 








248. 
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Quoties ergo aequatio y — o, tres habent ra- 
dices pocos e f 4 , ^, tum ifta quantitas f erit 


| huius aequationis e — — o, fed 


quoque radix non i 





' . ddy & a 

etiam huius T —o. Hinc manifeftum eft, cum / fit 
x , 

dy 


radix communis aequationis ds 9» & eius differentia- 


2: JA ; es yo 2 
lis 7— — o, eam in aequatione 7-— o, bis ineffe de- 


bere, per ea quae ante de binis radicibus aequalibus os- 
tendimus. — Quare fi aequatio: 

x?——Ax"n3i-- Bx» -L Cx -J- Dx*-4-—L- &c.—o 
tres contineat radices aequales f, f, f, íi eius termini 
per terminos progreflionis arirhmeticae cuiusuis multipli- 
centur, tum aequatio refaltans binas habebit radices ae- 
quales f & f: quamobrem ea denuo per progrefíi ionem 
arithmeticam quamcunque multiplicari poterit, vt pro- 
deat aequatio eandem radicem f femel compleCtens, Ob. 
tinebuntur ergo tres aequationes. communem radicem 
f habentes, ex quarum combinatione haec ipía radix fa- 
cile elicietur. Si enim eiusmodi progreffiones arithme- 
meticae eligantur, quarum vel primus vel vltimus terri- 
nus fit — o, tum aequatio prodibit vno gradu inferior, 
ficque eliminatio eo facilior euadet. 





249. Simili modo oftendetur, fi aequatio y — o qua- 


tuor habeat radices aequales /, f; /, /; tum pofito x —f 
non 
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e " d : dd : 
non folum fieri ) —o; 2 —o,& T —o, fed etiam 
'd?3 y T. : : 
fore Jis 9 Scilicet vti aequatio y — o quater corr 


LI * M , d | . 
tinet radicem x —/ ; ita aequatio TA eandem radicem 
* 


. dde. iniltut .. d3 

ter; aequatio vero 7, — o bis, & aequatio I5 -—o 
femel comple&tetur. | Hoc quoque facilius perfpicietur, 
fi perpendamus fun&ionem j hoc cafu huiusmodi for. 
mam (x—f)*X habere debere, denotante x functionem 
quamcunque ipfius x. Hac forma affümta erit: 
Lp LUE STR S a edends 

2 — (xf (4X4- 72 ), ideoque per («-f? 
diuifibilis. Similiter porro habebit "e factorem (x-/)?*, 

d3 | : 

& — factorem x—f; ex quo perfpicuum eft, (1 radix 
x —f in aequatione y — o quater infit, eam in aequa- 


gy keine, 0$. MB - 
tone VR cag. ter, in aequationc Ji — Oo bis, atque in 








S — o femel adhuc ineffe debere. 
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CAPUT X. 
DE MAXIMIS ET MINIMIS 
250. à 


* * 

Si functio ipfius x ita fuerit comparata, vt crefcentibus 

. Valoribus x ipfa continuo crefcat vel decrefcat, tum 
iíta fun&tio nullum habebit valorem maximum minimum- 
ve. Quicunque enim huius fun&tionis valor confidere- 
tur, fequentes erunt maiores, praecedentes vero minores. 
Huiusmodi functio eft x? —-x, cuius valor crefcentibus 
* continuo crefcit, decrefcentibus vero x, continuo de- 
crefcit; maximum ergo haec fun&io valorem alium in- 
duere nequit, nifi ipfi x valor maximus, hoc eft infini- 
tus tribuatur; fimilique modo minimum obtinebit valo- 
rem, fi ponatur x ——-«x. — Ni(i autem fünCtio ita fue- 
rit comparata, vt crefcente x continuo Crefcat  decres- 
catue, maximum vel minimum alicubi habebit valorem; 
hoc eft eiusmodi valorem, qui fit vel maior vel minor, 
quam antecedentes & fequentes. Sic ifta functio xx — 
2x--5 minimum valorem induit, fi ponatur x — ir, qui- 
cunque enim alius valor ipfi x tribuatur, perpetuo func- 
tio maiorem adipifcetur valorem. 


251. Quo «autem natura maximorum ac minimo- 
rum clarius perfpiciatur, ponamus y eiusmodi effe fünc- 
tionem ipfius x, quae maximum obtineat valorem, fi 
ponatur x — /; atque intelligitur, fi x ponatur fiue ma- 

E ius 
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ius fine minus quam /, tum valorem ipfius y inde ori- 
undum minorem fore illo, quem induit fi ponatur x —f. 
Simili modo, fi pofito xx — f, fun&io y minimum obti-- 
neat valorem, neceffe eft vt, fiue x ponatur maius quam 
f fiue minus, femper, maior ipfius y valor refültet: haec- 
que eft definitio maximorum & minimorum abfolutorum. 
Praeterea autem quoque functio y maximum valorem 
recipere dicitur pofito verbi gratia x —/, dummodo iíte 
valor maior fuerit quam proximi fiue fequentes fiue an- 
tecedentes, qui oriuntur, fi x aliquantillum (iue maius fiue 
minus quam f ítatuatur ; etiamfi aliis valoribus loco x füb- 
(tituendis fun&tio y maigres forte valores recipiat. Similiter 
functio » minimum valorem recipere dicitur pofito x —/,- 
dummodo ille valor minor fuerit iis, quos induit, fi loco 
x valores proxime fiue maiores fie minores quam f 
fübftituantur. Atque in hac pofteriori fignificatione ilis 
maximorum & minimorum vocabulis vtemur. 





252. Antequam autem modum oftendamus haec 
maxima & minima inueniendi, notari conuenit hanc in- 
veftieationem proprie in iis tantum ipfius « functionibus 
locum habere, quas fupra vniformes vocauimus, & quae 
funt ita comparatae, vt pro fingulis ipfius x valoribus fin- 
culos pariter valores recipiat.  Biformes autem & mul. 
tiformes funthiones vocauimus, quae pro fingulis valori- 
bus ipfius x» binos pluresue valores inducunt, cuiusmodi 
functiones funt radices aequationum quadraticarum & plu- 
rium dimenfíionum. Si igitur y huiusmodi fuerit func- 
tio ipfius x vel biformis vel multiformis, tum proprie 

Ddddz dici 
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dici nequit, eam pofito x —/ valorem fiue maximum 

fiue minimum induere : quoniam enim pofito a — f vel 

duos pluresue valores fimul obtinet, atque praecedentes 

aeque ac fequentes fint numero plures, diiudicatio ma- 

ximi minimiue non tam facile inítituitur: nifi forte om- 

nes funclionis y valores, qui fingulis ipfius x valoribus 

refpondent, fint imaginarii praeter vnum ; quo cafu hu- 

iusmodi functiones fpeciem fun&tionum vniformium men- 

duntur. Primum ergo functiones vniformes harumque 

fpeciem mentientes contemplabimur, tum vero quomo- 

do iudicium ad iultiformes accommodari debeat , indi- 

cabirnus. ii | 
2553. Sit igitur y fun&io ipfius x vniformis, quae 59 

propterea, quicunque valor pro x fübftituatur, femper | 

vnum recipiat valorem realem, denotetque x eum va- 

lorem, qui functioni y maximum minimumue valorem 

inducat. ^ Priori ergo cafu, fiue loco x fübftituatur 

x-]a fue x——»s, valor ipfius y minor erit, quam 

fi &s— o, pofteriori vero cafü maior. ^ Cum igitur 

pofito x-i-a loco x functio y abeat in 
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at pofito x —a loco . in 
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DCAIPUT:.ISXE " a 
neceffe eft vt cafü maximi fit 
a ?^ddy 
adx* 
a dy a? dd ay 
ye d nt. adt adx .  6dx3 -i-. 


dx 


a3d*y 


4 
y»)4-52.--.772--.— dae & 


In cafü autem , quo valor ipfius y fit minimus erit: 


a, d a*ddy a3d3y 
2 y Urn —L C dx3 -l- &c. 


dy a? dd 65 d3 y 
31$ ur — A -L &c. 


dx adx? 





254. Quoniam haec euenire debent, fi a denotet 
quantitatem minimam, ftatuamus à tam paruum, vt eius 
poteffates altiores reiici queant ; debebitque tam pro cafü 
maximi quam minimi efle mede o. Nifi enim ur 
effet —— o, neque valor ipfus y maximus neque mini- 
mus effe poflet. Hinc tam pro maximis quam pro mi- 
nimis inueftigandis haec habetur regula communis, vt 
diderentiale propofitae » nihilo aequale ponatur, eritque 
ille ipfius x valor, qui functionem reddit vel maximam 
vel minimam, radix iftius aequationis. — Vtrum vero va- 
lor hoc modo inuentus ipfius y futurus fit maximus an 
minimus, incertum relinquitur ; quin etiam fieri po- 
teft, vt y neque maximum neque minimum fit futurum: 

Eco ? T | | dy 
tantum enim inuenimus vtroque cafu fore Jj; 9, De- 


Dd dd 3 que 
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que vici(Tim affirmauifus, quoties fit ed — 0, toties quo- 


que valorem pro y prodire vel maximum vel minimum. 


25$. Interim tamen ad cafus, quibus valor ipfius y 
vel maximus vel minimus euadat, inueftigandos haec 
prima operatio inftituenda eft, vt differentiale fun&tionis 

! "- ; d 
propofitae nihilo aequetur, atque ex aequatione 7 — o 
T 
omnes ipfius x valores eliciantur. Quibus inuentis de- 
inceps difpiciendum erit, vtrum iis functio y maximum 
induat valorem , an minimum , an neutrum ? oftende- 
mus enim fieri poffe, vt neque maximum neque mini- 


JR d 
mum locum habeat, etiamfi fit J.- 9. Sit f valor 
feu vnus eX valoribus ipfius x, quem obtinet ex aequa- 
dnas 60 
tione 


dz 9, hicque valor fubftituatur in expreffionibus 


dá 13 - i ^ 
D T 2 &c. fitque hac fubítitutione ea —p; 





dx3? I. 
d? 4 ai 
15 75 ex cue &c. Abeat autem functio ipfa y 


pofito f loco x in F, atque íi loco x ponatur f--«, 
ifta funCtio abibit in 


F4 Lahp-- 7a a rani d &c. 
fin autem loco x ponatur f——-a  prodibit 


F -L- —aip uu atq cp e str e &c. 
r ^: vnde 
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vnde patet, fi p fuerit quantitas affirmatiua, vtrumque 
valorem maiorem fore quam F, faltem íi a quantitatem 
valde paruam denotet, ac propterea valorem F, quem 
functio y induit pofito x — f£, fore minimum. Sin au- 
tem » fit quantitas negatiua, tum valor x —— f functioni 
y inducet valorem maximum. 


256. Quodíi autem fuerit p — o, tum fpectari de- 
bet valor ipfius 74, qui fi non fuerit — o, valor ipfius y 
neque maximus erit neque minimus; nam pofito x -— 


f-- erit F---egF & pofito x —f-—a erit 


F— - ag «F. Sin autem quoque fuerit ; — o, ad 


quantitatem r erit refpiciendum , quae fi habuerit valo- 
rem afhrmatiuum valor functionis F, quem recipit po- 
fito x —f, erit minimum; fin autem x habeat valorem 
negatiuum, erir F maximum. — At íi quoque x euanes- 
cat iudicium ex fequentis litterae s valore erit petendum, 
quod fimile erit illi, quod ex littera 7 formauimus. . Sci- 
licet (1 s» non fuerit — o, functio F neque maximum 
erit neque minimum; fin autem fit quoque s» —— o, tum 
fequens littera ?, fi habeat valorem affirmatiuum indica- 
bir minimum, fin aurem habeat valorem negatiuum, in- 
dicabit maximum. — Verum íi & haec littera 7 euanes- 
cat, tum in iudicando vlterius eft procedendum eodem 
prorfus modo, quo in cafibus praecedentibus fümus vfi. 
Sicque de qualibet radice aequationis D — o indagabi- 
tur, vtrum functioni y inducat valorem maximum an 

mini- 
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minimum, an neutrum ; atque hoc modo omhia maxi- 
ma & minima, quae quidem functio y recipere poteft, 
inuenientur. 





. dy | 
257. Si ergo aequatio T. c o duas radices habeat 
aequales, ita vt fattorem habeat quadratum (x——7)*, 
dd | . 
tum pofito .x — f fimul - euanefcet, eritque p — o, 


non autem 4. Hoc ergo cafu fun&io y neque maxi- 
mum neque minimum valorem induet. Sin autem ae- 


Li d p. d 
quatio T — o tres radices habeat aequales, feu T 
factorem cubicum (x — /)?, tum pofito x — f, fiet 
ddy d3 d* 
y. -—— 0 -——0; non autem —7—.. 
br de es ; non autem. —— 
termini valor íi fuerit affirmatiuus indicabit minimum, 
ín negatiuus, maximum. Judicium ergo ante explica- 





Huius ergo 


tum-huc redit, vt fi exprettio T factorem habuerit 


(x—f)", exiítente » numero impari, functio y, fi in ea 
ponatur x — f, valorem fit acceptura vel maximum vel 
minimum ; fin autem exponens z fuerit numerus par, 
tum fubftitutio x —7/ neque maximum neque. minimum 
valorem producat. 


258. Deinde inuentio maximi ac minimi faepenurme- 
ro non mediocriter adiuuabitur fequentibus confiderationi- 
bus. Quibus fcilicet cafibus functio y fit maximum vel mi- 
nimum, iisdem cafibus fiet quoduis eius multiplum ^y, (i 
qui- 
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quidem. 4 fuerit quantitas affirmatiua, itemque 5, 5, 5", 
&c. atque generaliter y", fi quidem 7 fuerit numerus 
affirmatiuus impar, pariter maximum vel minimum; quo- 
niam huiusmodi formulae ita funt comparatae, vt cres- 
cente y crefcant, & decrefcente y decrefcant. ^ Quibus 
autem cafbus fit y maximum vel minimum, iisdem ca- 
fibus —, —4y, P —ay, & generaliter ? — 45" 
exiftente z riumero affrmatiuo impari, fiet ordine in- 
verfo vel minimum vel maximum. Similiter quibus ca- 
fibus y fit maximum vel minimum, iisdem cafibus for- 
"i Ji 


" . 0 | 
mulae hae 3 yi ys : & generaliter y» b, deno- 


tante a quantitatem affirmatiuam & z numerum affirma- 
tiuum imparem , fient inuerfo ordine vel minimum vel 
maximum ; fin autem «4 fuerit quantitas negatiua , tum 
iftae formulae maximum impetrabunt valorem, íi y fue- 
rit maximum, & minimum, fi y fit minimum. 


259. Ad poteftates autem pares haec non item tra- 
duci poffunt: quoniam enim, íi y valores recipit nega- 
tiuos, eius poteftates pares y?, y*, &c. valores affhirmati- 
vos inducunt, fieri poteft, vc dum » minimum valorem 
negatiuum fcilicet recipit, eius poteítates pares fiant ma- 
xima. Huius igitur conditionis ratione habita affirmare 
poterimus, fi y fuerit maximum vel minimum, exiftente 
eius valore affirmatiuo, tum eius poteftates pares y?, y*, 
&c. quoque fore maxima vel minima. Sin autem valor 
ipfius y negatiuus fuerit maximum, tum eius quadratum 
jJ accepturum effe valorem minimum, & contra fi valor 

Eecee ipfius 
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ipfius y negatiuus fit minimum, tum y?, 5*, &c. fore ma- 
ximum,  Quodíi vero exponentes ipfius y pares fuerint 
negariui. tum contrarium eueniet. | Ceterum quae hic 
de exponentibus paribus & imparibus annotauimus, ea 
non folum pro numeris integris valent, fed etiam pro 
fractis, quorum denominatores fünt morer Oe in 


hoc enim négotio fractiones zi ^ ^ Ass go &c. 


eut 2 2 6 
numeris imparibus, at 3? E y , ; za &c. nume- 


ris paribus aequiualent. 


260. Sin autem denominatores fuerint numeri pa- 
res, tum , quoniam íi y negatiuum habet valorem ; eius 


I 3 
poteftates 5* ; y* ; &c. fiunt imaginariae ; hoc tantum de 
iis affirmari poterit, fi valor ipfius y affirmatiuus fuerit 
IUE 1 dit. Cx 
maximum vel minimum, tum quoque 5? ; 5* ; 5* ; &c. 
fore pariter vel maxima vel minima; contra autem 
I 3 UE 


y 7.3 7,7 *, &c. minima vel maxima. Quia autem 


haec irrationalia fimul geminos valores habent, alterum 
afhrmatiuum , alterum negatiuum , de negatiuis contra- 
rium erit tenendum , quod hic de affirmatiuis diximus. 
Sin autem valor ipfius » negatiuus euadat maximum vel 
minimum , tum quia huiusmodi poteftates omnes fiunt 
imaginariae, neque maximis neque minimis annumerari 
poterunt. His igitur fubíidiis inueftigatio maximi & mi- 
nimi faepe admodum reddetur facilis, quae alias futura eflet 
vehementer ditficilis. 


26I, 
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26r, Quoniam haec proprie ad. fun&tiones rationa- 
les, quippe quae fünt folae uniformes, pertinent, primum 
fun&tiones integras euoluamus, atque maxima minimaque 
quae in ipfis occurrunt indagemus. ^ Cum igitur huius- 
modi fun&tiones ad hanc formam referantur : 


x" -lL A xn-! —- Bx5-: -L- Cx^—3 du &c. 


primum patet earum valorem maiorem fieri non pofle, 
quam íi ponatur x— c ; tum vero fi x —-—«» valor 
huius formulae prodit — v", fi » fit numerus par, at 
— wu»? fi 2 fit numerus impar, qui propterea valor erit 
omnium minimus.  Dantur autem praeterea faepe alia 
maxima & minima eo fenfu, quem his vocibus attribui- 
mus, quae fequentibus exemplis illuftrabimus. 


EXEMPLUM IL 
Inueuire calores ipfius x, quibus haec funclio (x — a)" 
fit maximum cel muiunumum. 
d 


Pofito (x—-4)" — y, erit "m g(x——-a)"-1, quo 


pofito — o, fiet x — «a. Cum igitur T factorem ha- 


beat (x —2)^-!, ex $. 257. intellisitur y maximum mi- 
nimumue effe non poffe, nifi fit z— 1: numerus impar, 
feu z numerus par. Quia autem dum fit 
d*y uy w. | 
d» n (n—1) (n—2) .... I 
hoc eft numerus afüirmatiuus, fequitur, valorem ipfius y 
pofito x —« proditurum effe minimum. | Quod quidem 
Eece2 faci- 
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facile patet; nam pofito x — 4 fit y —05; & fi pona- 
tur vel maius vel minus quam 2, ob 7 numerum parem, 
accipiet y valorem pofitiuum hoc eft nihilo maiorem; fin 
autem z fuerit numerus impar, cum functio 5 — (x — ;)» 
neque maximum neque minimum admittit. Perfpicuum 
autem porro eít hoc idem valere, íi z fuerit numerus 
od 
fractus fiue impar fiue par. Scilicet (x—2) " fiet pofito 
x-—a minimum, fi p fuerit numerus par & v impar ; 
fin autem vterque fuerit impar, neque maximum dabitur 
neque minimum. 


EXEMPLUM Il, 
Inuenire cafus quibus valor. huius formulae xx -4—3x --2 
fitt. maximum vel minimum. 

Ponatur xx --34--2 —2, erit cas 2, 4 -— 
Statuatur ergo 2.c-- 3—0, fiet x —- 1 ; qui cafus vtrum 
maáximum an minimum producat, cognofcetur ex valore 
uci, qui cum fit affirmatiuus, quicquid fit x, indi- 
cat minimum.  Pofito autem x ——3 fit y —-, & (i 
alii quicunque valores ipfi x tribuantur, valor ipfius y in- 
de oriundus perpetuo maior erit quam —4- Ex natura 
quoque ipfius formulae x ——3x-—j-2 perfpicitur, eam mi- 
nimum valorem habere debere; nam cum in infinitum 
excrefcat fiue ponatur x —-1—- cw» fiue x —— v, necefle 
eft, vt quispiam valor ipfius x ipfi y omnium minimam 
quantitatem | inducat. 

EXEM- 
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EXEMPLUM IIl. 
luuenire cafus, quibus expreffto haec x? —axx--bx—c 
maxinum minimumue valorem accipit. 


Pofito y —x 3— axx -- bx — c5 erit 2 — ger aar--b 


ddy d3y MES. ! 
& TXa-—3*— 7$ gb Statuatur ergo 


: ! --Y (aa —3l 
2 arr — 2X —L- ! inem o, CH X— LL 3 2] 
dx 


ex quo intelligitur, nifi fit 27 2 37, formulam propofitam 
neque maximum neque minimum efle habituram. —Sin 
autem fit 44 7 3^, duobus cafibus fit maximum vel mini- 


dd 
mum. Hinc vero oritur 3 --Y (aa — 3b), vnde intel- 


Tí4 | a -r- ld ——— ] 
ligitur nifi fit «7 — 3^, valorem CE 3^) 
reddere formulam 9 — 5? —— 4x x--»^x—-c mini 


OL a— V (aa— 3) TE 

mam, alterum vero x ——————-——— maximarni. 
3 

Quanti autem futuri ifti fint ipfius y valores , cum fit 


43xx — 24x -]- b —o feü x?— —&axx--ibx — 


erit y-$aex] b x—c & ob NICA fit 

ib 2a(aa—55) ... 2(2a—3P)V (aa— 3») 

TIE" b—aa Pra eodd ad Lm ————— LI I NPEE 
)y—25 (3 ) 9 37 -L T 

e fiue EI: -E IS (ua 3l)*, 


vbi fignum füperius valet pro minimo, inferins autem 
Ecce, pro 
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pro maximo.  Reflat ergo cafüs quo 42 — 37, in quo 


1 fiat £6 fequens vero terminus d^) 
cum —— — 0; Íequer OR i meis de 
d s M: 6 dx? 


non fit —o, fequitur hoc cafu formulam propofitam ne- 
que maximum neque minimum efle recepturam. 


EXEMPLUM. IV. 


Inuemire cafus quibus haec. funcdlio ipfus x ; 
Xf — 8x? -- 22x* —— 24x -l- 1a 
fit. maximum vel miuimum. 


Pofito y —x*——8x?—1-22x? —24x—1-12; erit 
d | 
E — 4x4? —24x* —- 44 X — 24 


3 —6x*——24x-]-223 


statuatur nunc cm 4X3 — 24 x* ——- 44x — 24 —O 
feu x3—— 6x? —- rix ——-6 — o0, orientur tres valores 
reals pro x; Lx-——1:5 Ix — 2; Ill.» — 3. Ex pri- 
mo valore fit i uz 4, ideoque pofito x — 1  funtio 
propofita fit minimum. Ex fecundo valore x —2 fit 
Be» Lu: 2, ideoque funttio propofita maximum. — Ex 


dud . Ks 
tertio valore x —3 fit — —-1-4; ideoque functio 


propofita iterum minimurm. 











CAPUT X $91 
EXEMPLUM V. 
Propofita fit haec functio y —Xx5 — $x* A 5x? —4— z, quae, 
quibus cafibus fiat maximum minimumue 
quaeritur. 


| d' | : 
Cum fit T —5;x*—20X?-L-15xx, formetur aequatio 


x*—44x?——-3xx — o, cuius radices funt. I. & Il. x —o ; 

IIl » —15;5 IV.xzz3.. Quoniam prima & ets ra- 

dices funt aequales, ex iis neque maximum neque mini- 
ddy . d?y 


mum fequitur, fit enim Er m :o, at —7, non euanefcit. 


Iox?—30x? 15x 


Tertia radix autem x—1, ob — 2 T — 


dd ; ; 
praebet MT ;, hocque ergo cafü functio fit maxi- 
ddy 


mum. Ex quarta radice x — 3 fit Les 453 ideo- 


que functio propofita minimum. 


EXEMPLUM VI 
Inuenire cafus quibus. haec formula 
y — 10X? — I2X? —$—- 15 Xx* — 20 X? -- 20 
fet maximum vel minimum. 





zip d' | 
Erit ergo E: — 6045 — 60x* —-60x:?— 60x?, & 
zs — $x*——4x3-L-3x*—2x.  Formetur aequa- 


tio x5— x*—-|-33—— xx— o, quae cum in factores 
res refoluta fit x*(x——1:)(xx-]-1) — o, duas habet ra- 
dices 
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dices aequales x — o, & praeterea radicem x-——r, duas- 
que infüper ex xx—-i-—-o imaginaria. ^ Cum igitur 
binae radices aequales x — o neque maximum neque 
minimum exhibeant, tantum confideranda füpereft radix 
x —I, ex qua fit z2 — 2, cuius valor affirmnatiuus 
indicat minimum. 


262. Determinatio ergo maximorum & minimo- 
rum pendet a radicibus aequationis differentialis 2:9, 
cuius poteftas fumma, cum fit vno gradu inferior quam 
in ipfa funCtione propofita y, fi quidem haec fuerit func- 
tio rationalis integra : manifeftum eít fi in genere pro- 
ponatur haec functio: 

x? —L- Axn-L-Bx5-L-Cx73-—- Dx-4 —— &c. — y 
eius maxima & minima determinari per radices huius 
aequationis : 

g] x "4 (g—1) Ax": 4 (z—2)Bx 77:4 (2—3) Cx 7744 &c.—o. 
Ponamus huius aequationis radices reales fecundum or- 
dinem quantitatis difpofitas effe «, G, y, d, &c. ita vt 
o fit maxima 6 «oe, y «6, &c. Ac primo quidem fi 
hae radices omnes fuerint inaequales, vnaquaeque for- 
mulae propofitae 5 inducet valorem maximum vel rnini- 
mum ; totque idcirco functio y habebit maxima vel mi- 

sis. dy ; 

nima, quo aequatio 7  —o habuerit radices reales in- 
aequales. Sin autem duae pluresue radices inter fe fue- 
rint aequales, res ita fe habebit, vt duae radices aequa- 
les 
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les neque tnaximum neque minimum exhibeant; ternae 
vero radices aequales vni aequiualeant: atque in genere 
fi numerus radicum aequalium fuerit par, nullum inde re- 
fultac maximum minimumue; fin autem fit impar, vnum 
inde oritur fiue maximum fiue minimum. 


263. Quaenam autem radices maxima, & quae mi- 
nima producant, fine fubfidio regulae ante traditae ira de- 
finiri poterit. Cum fun&tio y pofito x — v» fmt pariter 
infinita, neque valores ipfius x intra limites c» & a, 
vllum producant fiue maximum fiue minimum ; perfpi- 
cuum eít valores funCtionis », dum loco « fucceffiue va- 
lores ab «v» vsque ad « fubfticuantur, continuo decres- 
cere oportere; ideoque valor xx —a-1—« funclioni y ma- 
iorem valorem inducet, quam valor x —«: vnde cum 
xa maximum minimumue producat, necefle eft, vt 
hoc cafu functio y fiat minimum. — Vlterius ergo x di- 
minuendo feu ponendo x— «—— w, valor ipfius y ite- 
rum crefcet, donec fiat x — 6, quae eft fecunda aequa- 


*& * d " * * & 
tionis 7 — o radix maximum minimumue producens: 
B un . 


quare haec fecunda radix x — 6 maximum praebebit, & 
valor x — & —  « minorem efficiet functionem y, quam 
x —É, donec perueniatur ad x — y, quae coníequenter 
iterum minimum generabit. Ex quo ratiocinio perfpi- 
* . » d * * | a. 

citur, radices aequationis TL o prignam, tertiam, quirn- 
tam, &c. minima, fecundam autem, quartam, fextam &c. 
maxima exhibere. Simul autem hinc intelligitur in cafu 

Ffff dua- 
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duarum radicum aequalium maximum & minimum CO8- 
lefcere, ficque neutrum locum habere. 


264. Si ergo in fun&ione propofita 
y — x? -—LAÀx*--—-Bx0-L.Cxr5 —— &c, 
maximus exponens z fuerit numerus par, aequatio 
: — x*--L(z—1:)Ax73-L &c.—0:; 

erit gradus imparis, ideoque vel vnam habebit radicem 
realem, vel tres, vel quinque, vel numero impares. Si 
vnica radit füeiii realis, ea dabit minimum ; fin tres fue- 
rint reales, maxima praebebit minimum, 'tiedia maxi- 
mum, & minima iterum minimum; & (i quinque radi- 
ces faciat reales, fun&tio »y tria habebit minima & duo 
maxima; ficque porro. At fi exponens z fuerit nume- 
Tus impar, aequatio 2 — o ad gradum parem pertine- 
bit, ideoque vel nullam habebit radicem realem, vel 
duas, vel quatuor, vel fex, &c. — Primo cafu functio y 
neque maximum habebit neque minimum: altero cafü, 
quo duae dantur radices, earum maior minimum, minor 
autem maximum indicabit : quatuor autem radicum pri- 
ma (quae eft maxima) & tertia minimum, fecunda vero 
& quarta maximum producunt. Perpetuo autem quot- 
cunque radices fuerint reales, maxima & minima fe mu- 


tuo alternatim infequuntur. 


265. Progrediamur ad funCtiones rationales fra&tas, 
quibus altera fpecies fun&tionum vniformium conftituitur. 
Sit 
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Sir igitur y — 4 exiftentibus P & Q fun&ionibus qui- 


buscunque ipfius x; ac primo quidem apparet, fi ipfi x 
eiusmodi valor tribuatur, vt fiat Q — o, nifi (imul P 
euanefcar, funCtionem y euadere infinitam, quod vtique 
maximum videatur. Nihilo vero minus iíte cafus pro 


maximo haberi nequit; cum enim fractio inuería Y lis- 


dem cafibus fiat minimum, quibus propofita G fit maxi- 


Qo 


mum, deberet fractio p fieri minimum , fi Q euanes- 


cit; hoc autem non femper euenit, propterea quod ad- 
huc minores valores , negatiuos fcilicet , induere poffet. 
Hoc igitur dubio exemto, fimul regula ante data con- 


firmatur, quod maxima & minima ex aequatione 2 m 
Lie Pa4Q. 
elici debeant. | Fiet ergo cafu propofito 7-— -QQZr 


ideoque Q4P-P4Q —0; huiusque f oidonk radices 

efficient fun&ionem y vel maximum vel minimum,  At- 

que fi dubium (ir, vtrum maximum an minimum locum 
d dy 

habeat, confugiendum eít ad valorem 7 qui fi fuerit 


affirmatiuus minimum indicabit, fin autem fit negatiuus 


is | à dd ; 
maximum. — Quod (i vero & hic valor 77 cuaneícat, 

| ; 21d | | 
quod euenit, fi aequatio ed — o habeat duas pluresue ra- 


Ffffa dices 
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dices aequales ; perpetuo tenendum eft radices aequales 
numero pares neque maximum neque minimum pro- 
ducere. 


EXEMPLUM I. 


lIyuenire cafus, quibus funclio Iam fft maximum 


vel minimum... 
Primum quidem apparet, hanc fun&ionem in nihilum 
abire caíibus tribus x —uw, x—o & x—-—wuv , vnde 
ad minimum duo recipiet fiue maxima fiue minima. Ad 
quae inuenienda ponatur y pi : eritque 
a — I——xx 2ddy 6x--22x? 


— (7a) T dr* —À ca) Jam flatuatur 


: .- 
c 0, erit 1——xx— 0, & vel x zZz--1 vel x — 


Prioricafü x—4J1: fit 5—- zn ne II RS ; ideoque y maxim. — 2, 


pofteriori v —-—1 fit Jj: 4 ET ideoque y minim.——z 


dni quoque facilius inueniuntur, fi fra&tio ata ita 
T 


rtat onendo *y-—— ue enar iem cid ica 
CUI inuertatur, p .-2 cy - 


dummodo recordemur tum quae stüina inueniuntur. 
in minima & viciffim transmutari debere. ^ Erit autem 


dy — 1T 899... Wu dy , 
ZI S & Zo& — 2. Statuto ergo ir 9» fit 
Yx-—1-0, indeque vel xz-|-1 vel x Zz-i vt ante. 


Atque 





M abi 


—E oS b 
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Atque cafü x —-4- 1 & 7 25 22) 2, ideoque y TUR 
& formula propofita * maximum.  Cafuautem x —- r, 


d4 . I «o» 
J—-—2, vnde ) maximum & " minimum. 


fit, — 


EXEMPLUM LI. 





» xus e 2—3X-L-XX 
Inuenire cafus quibus formula —À5—— A yg can fit maximum 
vel minimum. 
xx—353x--2 ES 6x5 —— 12 
Pofto 3385. jacca 9 de (o1 341-2) 
| ddy | rax3—-772x-]-72 (5 48. B yo 
dx? ——-— (xx-p-3x-- 2) : Statuatur pi c s fiet 


vel x—- V2 vel x—— V». Priori cafu x—-1-YVa, 
dd 
erit ——. — 48V2 -- 72, 


dx? 7. (4-41-3V2)?" 
nominatorem affirmatiuum: hinc erit y minimum 


ideoque affirmatiuum , ob de- 








5 —— Ea em —17—:—0,02943725.  Pofteriori caíü 


"-— Pa t ddy. | 48Y2--72 — 24(3—2Y2) 

2.fit 7 — 
da (4—3V2) 77 (4 —3V2)3? 
cuis valor ob numeratorem affirmatiuum &  denomi- 
natorem negatiuum erit negatiuus, ideoque y fiet maxi- 
mum — stir 
(— 4-3V2 
Qui valor etí1 minor eft quam prior minimus, tamen ideo 
eít maximus, quod maior fit contiguis proximis, qui ori- 
Ffffs ur- 





eV 2717 ——.33,97056274. 
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untur, fi loco x vel aliquantillum maiores vel minores 
valores -— meh fübftiruantur. Cum igitur V2 in- 























ter- limites s & 3 E contineatur ; probatio facile inftitue- ! 
tur hoc modo : | | 
(i xz X ft jzz-2--—-oyoa8g 
3 79 | 
fi x— Va fit y i2Va-17-—- 90,0294 minimum 


$us fit T TT 








E, 
R 

l 
| 


fit á L-—35 | * 
—-V2 fit yj —-—33,9709 maximum 
3 


r-—-— fit y-—-35 , 


-. 
uu: 


-ock!| n f» mum am«u-A— ——— -—À oio Kl — - 


EXEMPLUM III. 
EEPEPT 
XX-j-X— 
vel minimum. 
0 XXx—xXx4I E axx—4x 
Ponatur J— x x— 2) eritque - err D & .. 
ddy. . 4x? -Eirax-[a4 dy — t 
t tu — d 
dx? da (rx -E-Y— gw Sratuatur Zu —:O, Crit vel 


3 dd 4 
y —o vel x 22: priori cafu fit a — —, ideoque 


Inueuire cafus, quibus formula - fi maximum 











erit y maximum ——— 1. Pefíteriori E. x -——2 fit 


e 533 ideoque jy minimum — T , etiamfi illud ma- 
ximum 
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ximum minus fit quam hoc minimum. Probatio pate- 
bit ex his pofitionibus : 

Sr uug-h]cmr "uiliTé 
lie T5 ent y— E 

fi »x— 95; . . y—-x:1 maximum 


du^. 


fi XL--3 TE az 





b 19 
a i d x . MÀ 3 Lus - 
fii: ICE I minimum, 


Quod autem, fi ponatur x — 1, fiat 5 — 1, ideoque 
7 — 1, caufa eft, quod inter valores ipfius x, o & 1 con- 
tineatur vnus, quo fit y—u. 


EXEMPLUM VI. 


: An URS E 
Quaerantur cafus, quibus haec fractio x -- gn frat maxima 





vel minima. 


* 
| r!lx «dy, | x5*—4x* Lax 1 
Pofito 9 — Pour erit 7 — (x^—dx41)5 


& MT | 249-18 x7—24x5— 16x? 16x12 Ehe. 
dx77. (x *—xxr-- —xx--1) 

bimus ergo hanc aequationem : x5——-4x*— 4x —1——0, 

quae refoluitur in has duas: xx-17—0 & x*45x?.41—0 

quarum ilius radices funt x Z-i 71 & x z—3; lee 

vero 
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ML: --V21 
vero refoluta dat xx — — nM , ex qua nulla ra- 
dix realis emergit. Duarum igitur radicum inuentarum 


: dd 
prior xZc-1-1 facit ie AES ac propterea y maxi- 


day 
mum —2; altera radix « —— 1: ? Dick jo 4-8 ac 


propterea ) minimum ————-2. 


EXEMPLUM v. 








sss | 
Inuenire cafus, quibus haec fraciio — — - fit maxi- 


mui vel minimum. 
x)—x . dy | x5l2x*l2x*—r 
Pofito y — AULA , ent Zo "Ga -a4 q1)8. 


| ; —(6x! — TOTNM 5 ^ 3 
& ddy 2x? id 1845-172 X129...  Fa&o autem 


gat (x*— * — x? 4-1)? 


dm o, erit x^—-2x*——2x*-|1-:2—o, quae diuiía 
per xx-|-1 dat x* — 3x? -1:-—0, haecque vlterius 
refolutur in xx—x—1:-—o & xx--y-—1i-o, 
vnde fequentes quatuor oriuntur radices reales: 


L, e EA CHWASTI 5 rii Corno percadi 
UL «—- e zen aa i—Vg 
Ee : S usen 


enam 
Quae cum omnes in aequatione | x* — 3x4 -]- 1—0 
contineantur, pofito x*z223x«——1i fiet pro omnibus 


dd 








-—Á— 






MEC IIMMMNNNNNMNUSSMNU noo CEB—EEEM — 
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ddy  ^x(10—20xXx*) $(1-2xx) s(1-2xx) 


dx? 9x5 TTet 2x5  " ax(3xx—1) 


x——Xtr* XxXxr-——I 
SOLI UMIRB eec Hn ; 











2rX — 2x 


Pro duabus autem prioribus ex aequatione xx — x-- t 











MER ddy | — $(ax*1). | s(2xt1) 335 
on on GERE aigue )- a(sct3) 
| ] 
Prima igitur radix x — ir dat * i -.5G CET j ) 
ideoque eft ; maximum. Secunda rádix x — ; dat 
d4y.. .$GG8-V9.. XY5-2). 





dx* in LimRES 19 v. MEXTIL! ed 2-8 


erit wu maximum. Duae reliquae radices dant 
j— — & minimum. 


266. In his igitur exemplis exploratio, vtrum va- 
lor quispiam inuentus maximum an minimum producat, 


facilius inftitui poterit: cum enim fit 7 — o, valor ter- 
2. ddy 
mini 7—, eius aequationis ratione habita, fimplicius ex- 


primi poterit. Sit enim propofita fractio y — Ut cum 





25a ert 


qu «QiP—P4Q)  240(Q7P — P4Q) 
yt SRHDA PTATEM 


fit 5-9 3 & Q4P—P2Q— 


At 


vero ob Q7P —P4Q — o hic pofterior terminus euanes- 
Ggegg cit 
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d.(Q4P—P4Q). | QauP—Pa4Q 
RESI GM Ndho NE 
Quoniam vero iudicium ex huius termini valore fiue affir- 
matiuo fiue negatiuo petitur, denominator autem Q* per- 
petuo fit affirmatiuus ; ex folo numeratore negotium ita 


confici poterit , vt quoties Q42P — P224Q. feu 
4(Q4 rn 


Joe fuerit affirmatiuum , minimum pro- 


nuncietur, fin fit negatiuum maximum. Siue niis um 





cit, eritque Z7j — ——— 





dy 
inuentum fuerit cuius forma erit huiusmodi 


z: od 
: E. | E gsty 1v vo 
tantum quaeratur —-;  & quae radix huic expreflioni 


valorem affirmatiuum inducit, ex ea proueniet minimum, 
& contra maximum. 


267. Si denominator fra&tionis propofit tae fuerit 
ris feu altior poteftas quaecunque, ita vt fit 








dP——zPd 
y — Qs fet dv m - sre Kd. & pofito 
aper tuen. erit dy — Qn , & maxima 


minimaque yr uoo ex radicibus aequationis Ro, 
dR——(2-L:1)RZ 
Cum deindefit —— PAM. meni d a itd ob R —o, 
A "0m QS - 
dd; aR 
fit. — : 
dx Qe 
minimum, negatiuus autem maximum. — Perfpicuum au- 
tem eft,fi z fuerit numerus impar, ob Q*--! femper affir- 
mati- 


cuis valor affirmatiuus indicabit 





C——— "S — 
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matiuum, iudicium ex folo —- perfici poffe ; fin autem 
1] | 

fit numerus par, adhibeatur formula 77. ^ Ponamus 


autem porro proponi huiusmodi fraCtionem [ -- 
.(mQ4P —5P2Q)P»-* | 








erit 4dy— eI ; 11 itaque ponatur 
» ries Lt aequationis R. — o radices indi- 
teile jim is fundo y fit vel maximum vel 


d 8) —1 

minimum. Cum igitur fit T. C zn »- ;etit: 
ddy PTOR[(m-)0QZP—— (QD E ZQI, Por tdR 
de 7 Q"3 Q»-1 : 

ddy .— P»-12R 
& ob BIS, fiet X.A Ud acids 

PT 

quodcunque quadratum ——- diuidi poteft, ad iudicium 


; quac infuper per 


abfoluendum. ^ Praeterea vero quoque aequatio P — o 
dabit maximum vel minimum, fi » fuerit numerus par ; 
| 
atque fimili modo formulam inuerfam x fpectando, 
prodibit maximum vel minimum ponendo Q — o, fi 
fuerit numerus par, vti fupra $.257. oftendimus: hic au- 
tem ad maxima vel minima hinc oriunda non refpici- 
mus, fed tantum ad vfum methodi explicandum ea inda- 
gamus, quae oriuntur ex aequatione R — o. 


Gggg2 EXEM- 
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EXEMPLUM L 
LX LL quae, quo cafu fiat 


maximum vel minimum, quaeritur. 





Proponatur fractio 





Pofito Wiz primo quidem patet fore 
9 —o fi rm iy DB — ——L: quorum ca- 


füum ille dabit minimum, hic vero maximum, íi z 
E: 2 fuerint numeri pares. Praeterea vero erit: 

t ——-6x 
eig- — en ((m—)60x--m6y——-n2] , ideo- 
que R—(»-z)85àx-|- m6y — a8. Quare pofito 


RIO, em "a aa uid Deinde ob 


»(m—u)68 ' 
A m — (m—n) 68, difpiciendum eft, vtrum 








T m—n-1: 
p»—2R,. — m"—IÓ»- Tr: (s NR 
Q^ dx — g"--id"m-iN m—znz J dx 
fit quantitas affirmatiua an negariua? priori cafü formula 


propofita erit minimum, pofteriori maximum. Sic (i fuerit 





(y—1-33 p»-i4 i 
2 LG , fiet geris c Hz : ; ideoque formula 
(1-1-3)? 


fiet minimum, fi ponatur »——o. Sin autem fit 


(X-1-2)* 
(x — 1)» . P»-iÀ4R mwT- — nrw n-m-ra 
— (xii )»? erit quid: riseki los yc 


(m-—m), 


& 
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JA 

&. v ie Cum autem » & 5s ponantur nu- 

meri — , Iudicium petendum erit ex formula 
n—m . 

ers p feu (n—m) (m—»). Si igitur fuerit 

21-70 

"n—— m 








: n£:w,vdar erutus x— femper dabit maxi- 
mum; fin autem fit z 447, numerus z-—7 par dabit mi- 


. nimum, at impar, maximum: fi E ^ fet maximum 


(x 41)? 

| i 6? 2 
pofito x —-5; fit enim ym m-—. 

4 2 

EXEMPLUM IL 

| (12 - x9 
'oponattur 4uuila y -— ——-—-. 

dig f? y — G-i-xxj 


Erit 2-4 (3—4x—x x); 
& p d (G9 v334); 


Q^ "de 7T ^ (a rp-xx)* 
vbi cum (1-21—3)* & (r-2I-xx)? femper habeant valorem 
affirmatiuum, iudicium relinquetur formulae — x — 2, 
quae fi fuerit affirmatiua minimum , fin negatiua maxi- 
mum indicat. At vero ex aequatione 3 —4x— xx —o 
fequitur vel x —-2-1-Y7 vel x———-2-—Y7. Priori cafu 
fit - x -2———V 7, ideoque frattio propofita erit maximum, 
pofteriori vero cafü minimum ob — x — 2 —-YT. 
Pofio autem  —-—2-1-Y7, erit 1-1-xzz— 1-17 Y'7, 
& i--x«xzia — 47, vnde 

Gg gg.3 L 
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Éee 


LfckY2 WR (v OTYL2(Y 7-1). 1715Y7 
) af asi dos ba 7 rom dmt 1 
272:245 2804 


Pofito autem x——2—Y7 fiet y— TT ——0,0940. 


268. Dantur etiam fun&tiones irrarionalés & trans- 
cendentes , quae proprietatem fun&ctionum vniformium 
habent, & hancobrem maxima & minima eodem modo 
inueniri poffunt. Radices enim cubicae & omnium itm- 
parium poteftarum reuera fünt vniformes, cum nonnifi 
vnicum valorem realem exhibeant: radices autem qua- 
dratae atque omnium poteftatum parium , etfi reuera, 
quoties funt reales, geminum valorem indicant, alterum 
affirmatiuum alterum negatiuum, tamen vnusquisque fe- 
oríim fpectari poteft, hocque fenfü etiam maxima & mi- 
nima inueftigari poffunt. —Sic fi » fuerit fun&tio quae- 
cunque ipfius x, etfi Vy geininum habet valorem tamen 
vterque feorfim tractari. poterit. Scilicet ——Y/y maxi- 
mum vel minimum habebit valorem , íi 5 talem habue- 
rit, dummodo fuerit afhirmatiuus; quia alioquin Y/y eua- 
deret imaginarium. Vice verfa autem — Vy fiet mini- 
mum vel maximum , iisdem "cafibus , quibus -4-Y/y fit 
maximum vel minimum. . Poteítas autem. quaecunque 


7m 
3", iisdem cafibus fiet maximum vel minimum , fiqui- 
dem z fuerit numerus impar ; at fi z fuerit numerus 
par, ii tantum cafus valent, quibus y induit valorem 
affirmatiuum: hisque cafibus ob ancipitem valorem gemi- 
na prodibunt maxima vel minima. € 


269. 
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469. Quoniam áequatio differentialis, quae ex po- 


| 3 £x620*i T | yP-idy, : 
teftate funGtionis y^ nafcitur, eft —gZ 39, Cuius 


m 
radices fimul cafüs, quibus potefítas fürda y» fit maxi- 
mum vel minimum, indicant, ad hoc indagandum duplex 
.* d 
habetur aequatio, altera 5 7—'— o, altera E — o, qua- 
rum illa abit in y — o, atque tum folum maxima. & mi- 
nima exhibet, fi z»; —1 fuerit numerus impar, feu fi z 
fuerit numerus par, ob rationes $.257. allegatas. — Qua- 
re cum z fit numerus impar, fi » fuerit numerus par, 
fi numeros pares per 24 & impares per 2»——1i indice- 


n: 25:(2V—1 Pi * os . 
mus, fun&io y^" (2772). enadet maxima vel minima tri- 


buendis ipfi x valoribus, quos tam ex hac aequatione 
d) 
dx 
numerus impar, functio y 
tum folum fit maxima vel minima, cum loco x fübftituirur 


d ur dt 
ji o. Ac pofteriori quidem 


— o adipifcitur. Sin autem 7; fit 


(24—1):(25 —1) ja yen0 "we 


j — o quam ex hac 


valor ex hac aequatione 


(24 —1):2y 


cafu » maxima & minima tantum proueniunt, 


d ; | 
J—o valoribus, affir- 


fi y ab inuentis ex aequatione — 
y ab ex aequatione 7. 


matiuos recipiat valores. 
p* * - 2 *—w 
270. Sic ifla formula x? fit minimum , ponendo 


x —o, propterea quod hoc cafü x? fit minimum. Nifi 
au- 
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| B. | 

aurem formulam :x? ad formam x? redücamus, methodus 

anre tradita hoc minimum indicaret; propterea quod cafü 


d dd 3 43 
x —o, termini feriei )y-- T 4t adc. CAII RA. 


2dx? 6 dx? 
vnde iudicium peti debet, praeter primum omnes 


z as c » 2 * 
hunt infiniti. Facto enim yz—x* erit : 


dy -S.. Ud) "-«q Uy UU ATEN 
46704) dT 4) dar pue 
3X 9x : 27x3 


x . dy 2 ; 
Hinc neque aequatio Ag oftendit valorem 


3x* 
x — o, neque termini fequentes rationem maximi tni- 
nimiue indicant. Cum igitur affümíimus  feriem 


d 2 dd e. 
y -- T -L- — TT xd 4 -; — —- &c. fieri SORHPIPEDECRD, 


fi w ftatuatur quantitas dida parua; ii cafüs vtique me- 
thodum generalem effüugiunt, quibus haec feries fit di- 
vergens, quod euenit exemplo hic allato —a5, fi po- 
natur x —0o. Quamobrem his cafibus ea redu£tione, 
qua ante vfi fumus, erit opus, quo expreffio propofita 
ad aliam formam reuocetur, quae huic incommodo non 
fit fubiecta. Hoc autem tantum pauciílimis cafibus vfü 
24 
venit, qui in formula y 2v——: continentur, vel ad 
eam facile reducuntur. Sic (i requirantur maxima mini- 
am : 
maue formulae j 2v——1: s, exiftente s functione qua- 
curn- 














PPPT x 5o9 

. : T 2p 2?-—r 
cunque ipfius x, inueftigetur forma haec y ' « ; 
quippe quae iisdem cafibus fit maxima vel minima, qui- 
bus ipía propofita. 


271. Hoc caíü excepto, qui iam facile expeditur, 
functiones, quae continent quantitates irrationales, eodem 
modo quo rationales tractari, earumque maxima & mi- 
nima determinari poffunt, id quod fequentibus exem- 
plis illuftrabimus. 


Propofita fit formula V(aa-9d-XX)— X, quae quibus 
cafibus fiat maxima vel mimma, quaeritur. 


Es | Arv du» -- 
( vd: 
dX aei iua EAM ergo c pid , erit: 
dx? (aa—L-xx)):? dx 


| - .4dy ni 
x —V(sai-- xx), ideoque « — v, ac fit ;— —o. Si 


mili vero modo fiunt fequentes termini 


omnes —o; ex quo iudicium incertum relinquitur, verum 
fit maximum an minimum ? ratio eft quod reuera tam 
fiat x —— 0, quam x-——--«uw. Interim ponendo 


xÉc-r-u, ob V (aa 4- xx) 5-5, ft y — o, qui 


valor omnium eft minimus. 
* 
Hhhh | EXEM- 
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EXEMPLUM II. 


Quaerantur cafus, quibus haec forma V (aa4-2bx--mxx)-nx 
fit maximum vel minimum. 


— .. Pofito y— V (aad 20x 4 mxx) —nx, erit : 

2 Pepma tos 
Y(aa--2bx— bx--mxx) 

onlie dide. ran saa -L-annbx--mnnuürvx, 


abx(nn—m P znaa —bb ^ 
fe xc XUI MI EBS C , ideoque 
LHP — PHA i 
xL (m-—m 4- y [mmn merid aad ttrkhasal tare bb) 


m(m-—nmu) ; 


—", quo fatto —o, erit: 


| b 5" mag -—6bb 
fiue S2 — ——— LLLI 
rf P7: gH ——HH 


V (aa -3bx--mxx)— tst ida — -- Y maa— bb 


n m—nn. 


: vhde fit 


Hg odd —— bb 


| AN. |». dy. " 
Cum igitur fit j A LILMAU——, erit: 
^ (aa —- 2-4 x —— mx x) 
maa—bb 2 M (m— HERUM S rre, M 
gx? ^ — maa — li tim oz Una — DT) E 





pt ERE * * . 
Nifi ergo fuerit —,j quantitas affirmatiua, maxi- 


7l i1 (1l 


mum minimurmue plane non datur. Sin autem fit quanti- 
tas affirmatiua, fignum fuperius dabit minimum íi & zz, 
maximum vero n m-—nn: contrarium euenit, fi fienum 
inferius valeat. 


ergo fit —2, sc, & i—o, formula 
V (aa 
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VET EO. fit minimum RES eI z Vana 





— : 
at maximum ponendo x-—-— yz . Erit ergo minimum 
—aya- 7 & maximum —— «Y 2 -4- —— 3t 

Ya —yi Va Ya 

EXEMPLUM III. 
Quaerantur cafus , quibus haec expre[fo 
Y (3 A- mx* ) —- Y (1 — nx*) 
fiat maximum vel minimum. 
x d 12x x3 nx? 


(1-9 -m xt) (1—nx*)* 

5 x3 (172x*)* —nx* (1 mir. ideoque m*(1—7x*)3— 
n*(r--0x5), feu. n* — m*—- 3mn (n? —- m?) x* 
—— 3m?n*'(n* — m*)x8 —— m?z35 (m —L- m) x'? — o, 
Nifi ergo haec aequatio radicem pofitiuam habeat pro 
x*, maximum minimumue prorfus non datur. Quia 
haec aequatio generaliter commode refolui nequit, fiet 


4 4 


x. kj 3 3 
enim x* — feu x*— LV. my mum 
— ma(ym mam -4— yn) P T7) 


ponamus pro cafu fpeciali 7» — 87, eritque 
—— 409$3—24.5139x* — 3.63.6472^ x9 —— 9.512 5? x 1 *?—0 
feu 512 72?x!? — 1344 n? x* -1- 1368 ux* — 455 —o 
ponatur $87x*-— s, erit $? —215? —1712——-455—0 
quae diuiforem habet s — 5, alterque factor erit : 
| Hhhhza | 22 
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2$5—-162-]-91:—:0 radices , continens imagiqarias 
Erit ergo tantum $ — 8zx* — 5, ideoque. x — Yi : 


qui valor reddet expreíffionem PkUD ROPU: 
maximum vel minimum. | Quorum vtrum eueniat ? quae- 


dd mxx nx 
TT n rio EMEN dg —w Afob- m $87, 
(1-prix*)* (1 —zx*)^ 


| ddy 2 ; 
pofito Pen. erit 3-1 nr; n 7) xxl 
(js 8) 


360"nXX ., 
P TE ideoque negatiuum, ergo fiet YG T85x*) 
6 


ratur 











i L, » 
--Y(1—2x*) maximum pofito x — V T . Erit vero hoc 





4 
; 4 4 6 : 
maximum —Ye--y 2 e den. Si loco zx* pona- 






mus 4, patet hanc expreflionem Y (14- 82)--V( I-hÉ 





feri maximam, pofito « — 4 , huncque valorem maxi- 






" 
5V 6 








mum fore — —2,347627. Quicunque ergo valor - 









praeter : pro « fcribatur , expreflio minorem accipiet 


valorem. 






272. Simili modo maxima ac minima determina- 
buntur, fi quantitates quoque tranfcendentes in expres- 


fione propofia inünt. Nifi enim fünttio propofita fue- 
rit 
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rit multiformis, atque aliquot eius fignificatus fimul con- 
fiderari debeant, radices aequationis differentialis often- 
dent maxima vel minima, nifi affuerint radices aequales, 
quarum numerus fit par. Hanc ergo inueftigationem 
in aliquot exemplis declarabimus. 


EXEMPLUM L. 
Inuenire numerum, qui ad. fuum logarithmum 
minimam teneat rationem. 


Li * u * * L X - 
Dari huiusmodi : rationem minimam j- inde patet, 
quod haec ratio tam pofito x — 1, quam x-——« fiat 


infinita. "Viciíflim ergo habebit fractio z alicubi rmaxi- 


aya T » * 
mum valorem, eodem fcilicet cafa, quo jp. fit mini 


mum. Ad hunc cafüm: indagandum ponatur y — m 
: 4 y I lx 3 : 
fietque 7-. — —- — -—. Quo nihilo aequali pofito 


ert /x — 1, & quia hic logarithmum | hyperbolicum 
affumíimus, fi e ponatur numerus cuius logarithmus hy- 
perbolicus fit — r, erit& — e. Cum igitur omnes lo- 
garithmi ad hyperbolicos in data fint ratione, erit in 


! | : e M. le 
quocunque logarithmorum canone — minimum, feu — 
r4 & 


/ 
maximum. Quoniam in logarithmis tabularibus eft 
NNSC TE 0 4 " MBEOT- 

je —2 0,4342944819, fraCtio — perpetuo erit minor 


Hhhh 5 quam 
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4342944819 
27182818284 
lus inrur numerus, qui ad fuum logarithmum minorem 
teneat rationem quam 3o5 ad 47. Effe autem | hoc 





quam , feu proxime quam a neque vl- 


ESSE ' d 4. 
cafu - maximum inde patet, quod ob T Cup CHART 


- ddy r^ WO SEQ: CS 


— o, ideoque negatiuum. 


EXEMPLUM II. 
Inuenire uunerum x, vt haec poteflas xvx 
fiat. maximum. "" 
Dari huius formulae valorem maximum inde patet, 
quod numeris loco x fübftituendis fit 





1!:! —7 I,000000 | 
2:2 L7. Ej4142193: | | 
3") —— 1,442250 | . 
455 L5 1,414213 ns EE 

onatur ergo s** — 5, erique 2 — o (I 

Ponatur ergo xt* — jy, eritq j. € 

Quo valore nihilo aequali pofito, git / e ids dg exi 

| j« -: 
(tente e — 2,718281828. Et cum fit 9 es Lay. 
(i — Xl:x 
erc 2237 07. A (1712) 4 ——— - P obi-lso, 





Quare cum fi od ? quantitas negatiua, fiet 1:* maximum 
cafu 
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cafu x-—e. Cum autem fit e — 2,718281828, reperitur 
fore e aad 1,444667861009764, qui valor Arion fa- 
cile ex ferie e*— 1 -4- : 4-4. . --— - - ---&c. 


Hoc exemplum quoque ex praecedenti refoluitur: fi 
enim fit x::* maximum, quoque eius logarithmus, qui 


Ix : . 
eft TC debebit effe maximum ; quod quo fiat, debet 
efle x —e, vti inuenimus. 


EXEMPLUM ITI, 


L mienire arcum x, vt fit eius [rns maximus 
zt minimus. 


Pofito fin X — y erit zy .— cof, ideoque cof» —o, vnde 





dx 
A ST 
prodeunt fequentes valores. pro x : 4 yp cr. 
: dd y : n 
Fit autem 1 — — [in x. Cum igitur hi valores 


pro x fübftituti dent pro fin x vel —A— 1 vel —- rz , illi 
erunt maximi, hi vero minimi, vti conftat. 
EXEMPLUM. IV. 
Inuenire. arcum" x, vt reclangulum x. fm x 
fiat maximum. 
Dari maximum inde patet, quod pofito vel x —o vel 
x 180? vtroque cafü iino propofitum eua- 


nefcat. Sit Igitur y— x fin x ; eric 7? ! —(na —Q E 


ideo- 
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ideoque tg x—— x. Sit x — $0? 4, erit tp x —7— cotu, 
ergo cotz — 9o t4, Ad quam aequationem modo fü- 
pra tradito refoluendam pgatur 5 — 90 «—cot v, fitque 
dtu 
d —, 
f valor arcus « quaefítus. Cum (it 4s — 4x eas ; 
du — fnu* L2 dufnucofu 
erit P—3j4,— 1 Íinz? P— (1 4 fin v)? a 
dp... .— 2fin 23 cofv | 6dufinu? cofu*— 2 du(inu* 
dA (14 finu?)? dri ias — (t Íínz*)3 
 12dufinu* cfu? E d sies 6 inu* c(u*—2 finu* 
 (G-üna?)* ^ M daCT A (x4 finu?) Mec 
|. razfinu? cofu? — 6linu* —14fn«^-t 4finz* 
amu Minnie Enc T a oa. Ex qui- 
^ Qfna»)s (dünz*)s | 
bus erit f — 4 — ps-- 145s——irs)—L.&c. Ponatur, 
poftquam aliquot tentaminibus proximus ipfis f valor 
eft detectus, «4 — 269, 15^, erit 90 —|- 4 — 1169, 15, 
& arcus cotangenti « aequalis ita definiatur : 


ideoque 


A  lcot « — 10,3070250 
fübtrahatur 4,6855749 


5,62145am 


Ergo cotu — 418263, 7" 


feu cot 4 —. 1169, 11^, 357^ 


vnde * 3!, His" on43f, - 
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[am ad valorem termini p* inueniendutn, ifte inítitua- 
cur calculus : 

















lünws -— 9,6457058 
línw? — 9,2914116 
r4fins* — 1,19561 
l(1--fin 4?) — 0,0775895 
is 9,213822I 
Is — 2,3734637 
]ps — 1,5872858 
Ergo pe — 38,6621 fecundis 
feu ps — 38/^, 39l/l, 43!lll 
ab Au cm 32865. x4 
fiet f — 26?, 14! , 21", 20ll/ 17MM 
& arcus quaefitus x — 116 , 14 , 21 , 20 , 17 


E ^ 
. ; in 4? cof u 
'l'ertius vero terminus 14535 2-2———-— 5*5 inl 
1155 — e na?) infuper 
addi debet. 


Cuius valor vt inueniatur, vnum s in partibus radii 
exprimi debet , HÓc modo : 


[iii Is — 








G.4BRUT36$X 











| [s^ —— 2,3734637 
add. 4,6855749 


| 70590386 

dd ] fin :* 
add. 15-9 —1,458728,58 
8,6463244 
add. !fin « — 9,6457058 
lcofu —— 9,9527308 


 8,2447600 
fubtr. /(r4finu?)? — 0o,1551790o 











com 


27955 — 8,0895810 


Ergo 1452 — 0,012291 
feu - i455 — 44M, 54M, 
' Vnde & hoc termino adhibito fiet arcus quaefitus 


X —S'II69, 14^, 215 33/7 oiu 
maioribus. autem logarithmis adhibitis reperitur 
EX u69, 14/, ail, aofll, 354i, antt 


T jimem- 
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CAPUT XI. 

DE MAXIMIS ET MINIMIS. FUNC- 
TIONUM MULTIFORMIUM PLURES- 
QUE VARIABILES COMPLEC. 
TENTIUM. 


273. 


N y fuerit fun&tio multiformis ipfius x, ita vt pro 
vnoquoque valore ipfius x ea plures obtineat va- 
lores reales ; tum variato x plures illi ipfius y valores 
ita inter fe conneCtentur, vt plures feries valorum fucces- 
fiuorum repraefentent. Si enim y tanquam applicatam 
lineae curuae confideremus, x exiftente abífciffa, quot y 
habuerit valores reales diuerfos, totidem diueríi eiusdem 
curuae rami eidem abfciffae x refpondebunt: atque hinc 
illi ipfius y valores fucceffiui, qui eurdem ramum con- 
ftituunt, cohaerere cenfendi funt; valores autem ad di- 
verfos ramos relati erunt inter fe disiunCti. "l'or igitur 
feries valorum cohaerentium ipíius y habebimus, quot 
diuerfos valores reales pro quouis ipfius . valore rece- 
perit; atque in qualibet ferie valores ipfius y, dum x 
crefcens affumitur, vel crefcett vel decrefcent, vel poft- 
quam creuerint iterum decrefcent, vel vice verfa. Ex 
quo perfpicuum eft, in unaquaque valorum. cohaeren- 
dum ferie aeque dari maxima minimaue, atque in fun- 
&ionibus uniformibus. 
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274. Ad- haec maxima minimaue.---determinanda 
eadem quoque methodus valebit, quam capite praece- 
dente pro functionibus uniformibus - tradidimus. Cum 
enim, fi variabilis x incremento o» augeatur, functio y perpe- 

ody , w*ddy , w3d*y 


tuo recipiat hanc formam y 4- — 


dz '"2g2.c| slc 


tidie e ese - 0 dy 
neceffe eft vt cafu maximi minimiue terminus — — eua- 


dx 
d 2s , 
nefcat, fiatque 2: e a Radices ergo huius aequatio- 


re ; E Gt. 
his ER — o eos ipfius x valores indicabunt, quibus in 
íngulis valorum ipfius y cohaerentium feriebus, maxima 
minimaue refpondeant. Neque vero ambiguum erit, 
in quanam valorum cohaerentium ferie detur maximum 


minimumue. Cum enim in aequatione 22 —o ambae 
infint variabiles x & y, valores ipfius x definiri ne. 
queunt, nifi ope aequationis, qua relatio funé&tionis y 
ab x continetur, variabilis ; eliminetur ; antequam au- 
tem hoc fit, peruenitur ad aequationem, qua valor ip- 
fius y per functionem rationalem feu vniformem ipfius x 
exprimitur. Hinc inuentis valoribus ipfius x, cuique re- 
fpondens valor ipfius y reperietur, qui erit maximus vel 
minimus in ferie valorum füccefliuorum cohaerentium, 
ad quam pertinet. 


275. ludicium autem, vtrum iíti valores ipfius y 
fint maximi an minimi? inftituetur eodem modo, quem 
ante 








T — 
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rcs rio T EUN 
ante indicauimus. Scilicet quaeratur valor ipfius P fi- 


nitis terminis expreffus, in eoque loco x fubítituatur 
vnusquisque ipfius x valor inuentus fucceflive, fimul 
autem pro jy ponatur valor, qui ipfi pro quolibet ipfi 
us x valore conuenit ; quo facto difpiciatur, vtrum 
dd ! 
expreffto Js adeptura fit valorem afhrmatiuum an 
negatiuum ? priorique cafu minimum, pofteriori vero 


: i d. aie 3 a dd 
maximum indicabitur. Quodíi vero & m 


zi euanefcat, 


dà 
tum procedendum erit ad formulam o ; 


dem cafu non euanefcat, neque maximum habebitur 


we d? 
neque minimum: fin autem quoque Ji euanefcat, iu- 


quae fi eo-. 


d* y 


dicium formari oportebit ex formula j;. codem mo- 


do, quo ratione formulae 5—7 praecipimus. Atque fi 


dy 

dx? 2 
d^y 

quoque .— quopiam cafu euanefcat, ad difierentiale 

quintum ipf ius y erit progrediendum : perpetuo autem 


quousque progredi neceffe fuerit, iudicia ex diíferentia- 
libus ordinum imparium fimilia funt illi! quod de for- 


d? y SEM. 
mula — 125 ^. dedimus. His fcilicet cafibus in formulis 


ddy  d3y  d4* 
Jii? Jg$) 27 &c. eousque erit pergendum, quoad 


li ii 3j per- 
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perueniatur ad talem, quae propofito cafü non eua- 
nefcat; quae fi fuerit differentialis ordinis imparis, ne- 
que maximum neque minimum indicabitur, íin autem 
fuerit ordinis paris, eius valor affirmatiuus minimum, 
negatiutis vero maximum innuet. 


276. Ponamus functionem y determinari éx x per 
aequationem quamcunque: quae aequatio fi diíferentie- 
tur, induet huiusmodi formam P4x-1- Q4y—0. Facto 
ergo —o, erit — —o ideoque vel P—o velQ— wu. 
Pofterior quidem aequatio, fi relatio inter x & y expri- 
primatur per aequationem rationalem integram, locum 
habere nequit; quia vel x vel y vel vtramque fieri 
oporteret infinitam. Quare iudiciam relinquetur aequa- 
tioni P— o, cuius radices, feu valores ipíis x, quos 
adipifcitur, poftquam ope aequationis propofitae variabi- 
lis y penitus fuerit eliminata, indicabunt cafüs, quibus 
valores ipfius y fiunt maximi vel minimi. Ad iudicium 
vero, vtrum prodeat maximum an minimum? abíoluern- 
d dy 
dx*' 
rentiais PZx —— Q4y-—-o denuo differentiata, fi 
ponamus 2P— Rx —4- S4y & 4Q — T4x -- V 45, 
dabit ( pofito 2 conftante): 

R4x* —- Sdxdy —- T dxdy -A- Vdy? -- Q44y —o. 


z ; ü * a —- 
Cum autem iam fit t — 0o, aequatione per dx? diviía 


dd dd R 
fet KR -r d m - 





dum, examinetur formula Aequatio vero diffe- 











— 2——— —— IÀÀ — n 


CAPUT XL 625 


in aequatione differentiali PZx -1- Q4» — o, differen- 
tietur tantum quantitas P, ponendo y conftans, prodi- 


bitque R2», tum indagetur, valor fractionis Q qui fi fue- 


rit affirmatiuus , maximum, fin negatiuus minimum in- 
dicabit. 

277. Sit y fun&io biformis ipfius x, quae deter- 
minetur per hanc aequationem yy 3—- py-1- 4 — o, de- 
notantibus p & 4 funCtiones quascunque ipfius x vnifor- 
mes. Eritergo differentiando 2 y4y 4- pdy 4- yp 4 dz —o, 
ideoque P 4x — y4p —- 44. Pofito igitur P —^o erit 

d4 

ydp -1- d? — o prodibitque y — — 2 ficque y per 
funCtionem ipfius x vniformem exprimitur, ita vt, qui- 
cunque valor pro x fuerit inuentus, ex eo & y valorém 
dererminatum vnicum acquirat. Eliminatio vero nunc 
ipfius y erit facilis; nam íi in aequatione propofita 
33 — p) 4-4; — 0 loco y valor — » fubftituatur , ha- 
bebitur 47? pdpdq —— 4dp? — o, quae aequatio 
diuifa per Zx? & refoluta praebebit valores ipfius x omnes, 
quibus maxima vel minima refpondent: quod clarius 
fiet fequentibus. exemplis. 





EXEMPLUM .L 
Propofita aequatione yy 4-mxy-1-aa-- bx--nxx-—o 
definire maxima vel minima. funclionts y. 
Differentiata aequatione habebimus : 
24dy d- mxdy —A-mydx —A-bdx 4-2uxdx — 
vnde 
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vnde fit P2 5sy--5--a5sx & Q-osy--mx. 


b—2nx 


Pofito ergo P— o fiet y —— ——— ; qui valor 


7 





in ipfa aequatione fubftitutus dat : 
4nm | 42b. bb 
plu ro mm Tm 
—2ánxx — bx -——- aa 
--zxx —— bx 


4ubx-d-bb-Lmmas, 
ieu Adae mmmsu-——anmn vnde fit 


anb--V (mmnbb-6-mmn(mm-—4n)aa) 
| mms-—— anm EHAS. 
25b mV [nbb -1-n (mm-—4n)aa) 


Foren 





e 0H 








feu ; yb 


& Jot CECAET 
Tum pofito folo x variabili fit 7P —2742x, ideoque 
! (nbb- Ft — 71 
R-—ex. At eít Q-— yt me zs zc rr om aan). 
5148 
vnde q7 VHS aa)? 
2422 cum fit perpetuo affirmatiuus, fi fignum | füperius 


valeat, prodibit pro » valor maximus, fin inferius pro- 
dibit minimus. Vbi fequentia annotari debent. 


cuius numerator 


[. Sifuerit 2; —o, ex aequatione P—o ftatim fequi- 
tur x—— 71, Vt nulla eliminatione opus fit. Huicque va- 


lori 
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lori geminus ipfius y refpondet ob y VB amus) 


quorum alter affirmatiuus eft maximus , e negatiuus 
minimus. 


IL Si (it »—o, fit y ——- -, & x in infinitum excres- 


Cit, atque y per 2 "ibn infinitum eundem valorem re- 
tinet, ita vt neque maximus fit neque minimus. 


Ill. Si (it 9m-—47, erit 42bx-- Pb ——- mmaa —o 





| bi b— 2. 
feu x — dim tici ; fietque a4 ————— 
V 23) Winx. Mp --mmas mmaa -— bb 
| m sb m Po 
nmnaa—bb 





Huic ergo valori ipfius x — — alter ipfius y 


mmb — 

minaa—bb 

——[P— 

mus. Quia autem, vt ifte ipfius y valor prodeat, in expres- 

mb 2V [n5 u(mm— 47) maa) 
"nm——aAn 

inferius valere debet, erit valor ipfius y minimus. 


valor, qui refpondet , erit maximus vel mini- 


fione y— fignum 


EXEMPLUM IL 
Propofti ta aequattone yy —XXy-1I-X——x?-—o defire 
valores ipfius y maximos vel minimos. 
Differentiata aequatione prodit : 
2ydy — xxdy — axydx -- dx — 3xxdx Zz o. 


Kk kk Fit- 
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Fiique Pzzr——3xx—2xy & Q—2:y— xx. 


I—3rx E | 
;. .» ldeoque hoc 





Quare pofito P—— 0, erit y — 
valore fubítituto : 


I 3.5 94x s & 3 
—— — — L—————L —x3-- — XY? 79 | 
4xv* 2 4 2 2 - "i : 


feu 1— 6xx—-2x? 7 9x* A—2x5—0. Cuius vna radix 
eft x —-1, cui refpondet 5y —1. At pofito y conftante 
[^ 3 oye duod cafu 
x" 2y—xx 
x-—-—: & y-: abit in —4, ita vt valor ipfius y — 1 
fit maximus. Ipfi x —-—1 autem geminus valor ipíius y 
refpondet ex aequatione yy— y—— o : alter ergo eft y — o, 
qui neque maximus eft reque minimus. Quodíi aequa- 
tio illa quinti gradus per x-1-: diuidatur, prodit aequa- 
tio, cuius radices fimpliciter exhiberi nequeunt. 





fiti Rz— 6x— 25, ergo 





EXEMPLUM 
Sit propofita haec aequatio: yy 4- 2XXy -l- 4x —3—0 
ex qua maxum minimiue valores ipfius y 

requiritur. 


I1I. 


Per differentiationem ergo prodibit haec aequatio : 
2ydy —M-axxdy —- 4xydx ——- 44x —o 
Fattoque pi o erit xy Ru 0i ideoque y — — - ; 


N 
qui valor fubítitutus in ipfa aequatione propofita oritur, 
pi 
— — ax--4x— 31:2072a2x)—3xx-l: 


c€ Li * 
Cujus 
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cuius radices fünt x» — 1; x —1:; & rx —t.. 

; up y dac ^, sai qt 24j—2 
Quia nunc eft 7 — — 3ECIES y-p xz 
2 y 
y3d-*x 
ftant ob 4y— o s fatto xjy-- r—o. Quare ifti va- 
lores ita fe habebunt 
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erit differentiando - at L—— , pofito 9 con- 





ddy 
e: J d xà 
TX: 
I — I Un | 
I | — 16 3p. 
— - 2 — pro maximo. 
z 9 


.- .* " LI r d d 
Quoniam pro radicibus aequalibus fit T o, vtrum 

! | pa 
hoc cafü maximum an minimum prodeat? non determi- 
natur. Quia autem fimul fit y -- x x — 0; nequidem 


NN x | 
hoc cafu erit 4 -—À ys ob P—o & Qc-co in fra 


&ione - — — 9 ; quare cum. primaria proprietas 
defit, neque maximum nec minimum habet locum. 
Indicatur autem hoc cafü x — :, ambos ipfius y valores | 
inter fe fieri aequales. Quam indolem infra fufius fu- 
mus expofituri, cum ad vfum calculi differentialis in 
do&trina de lineis curuis perueniemus. ^ Etiamíi enim 
haec materia & huc pertineat; tamen ne eam bis at- 
tinpere opus fit, eam totam fequenti trattationi refer- 
vamus. 


Kk kk 2 278. 
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278. Datur vero infuper in functionibus multifor- 
ribus alia fpecies maximorum ac minimorum, quae me- 
thodo hactenus tradita non inuenitur, cuius natura ex 
functionibus biformibus facillime explicari potet. Sit 


enim y funétio quaecunque biformis ipíius x, ita vt, qui- 
cunque valor ipfi x tribuatur, pro y oriantur bini va- | 
lores vel ambo reales vel ambo imaginarii —Ponamus 


hos ipfius y valores fieri imaginarios, (i ponatur x z f, 
reales autem efle , íi ftatuatur x «f ; atque pofito 
x — f ambo ipfius y valores in vnum coalefcent, qui 
fit ; —5. Cum igitur fi füumatur x f ; fun&lio y nul- 
lum habeat valorem realem: (i eveniat, vt pofito x «f 
ambo ipfius y valores fiant vel maiores quam z, vel mi- 
nores quam £: priori cafü valor y —g erit minimus, 
pofteriori maximus ; quoniam illo cafü minor eft, quam 
ambo praecedentes, hoc vero maior. Neque hoc ma- 
ximum minimumue methodo ha&tenus tradita reperie- 
tur, propterea quod hic non fit i -—o. Sunt autem 
quoque haec maxima vel minima generis diuerfi , cum 
talia non fint ratione valorum antecedentium. & confe- 
quentum in ferie cobhaerentium ; fed ratione binorum 
valorum disiunctorum vel antecedentium vel fequentium 
tantur. 
















279. Euenit hoc fi aequatio propofita fuerit huius- 
modi y — p -- (f—x) V (f—2x)4, exiftentibus p&g 
functionibus ipfius x per f — x non diuifibilibus ; obti- 
neatque 4 valorem affirmatiuum, (i ponatur vel x — »- -" 
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aliquanto maius minusue. Fiat p —g pofito x —/: & 
manifeftum eft, cafü x —/f ambos ipíus y valores in 
vnum yg coalefcere; pofito autem x 7 f ambo valo- 
res ipfius y fient imaginari. Si igitur ponamus «x ali- 
quanto minus quam /, puta x —/ — v, functio p abibit 











odp , w?ddp tdg , 0 9? dd 
m g cipem e 2dxya -&c. & f l0 eene pio; Pos -—&c. 
| VS d  wdp ddp | 
vnde hoc cafü erit y — g — de uo & 
wdg wu*ddg | E 
-- «Y w (477- 2dx? — &c.) Ponamus 0 mi- 
nimum, vt prae c altiores eius poteftates euanefcant, erit- 


d. ; jened uidi 
que 3-4 — E -teYa; qui valores ambo ipfius N 


! dp ; 
minores erunt quam z, fi L fuerit affirmatiuum , ma- 


iores autem, fi negatiuum. ^ Vnde valor duplex ipfius 


y-cg ilo cafu erit maximus, hoc vero minimus. 


28o. Haec igitur maxima atque minima inde or- 
tum fuum habent, quod primo pofito x — f ambo ipfius y 
valores fiant aequales: pofito autem x  / imaginarii, at 
pofito x «f reales. Deinde quod pofito x — /— w alte- 
rum membrum irrationale praebeat altiores poteftates ipfius 
w, quam membrum rationale. Hoc ergo euenit quoque 
fi fuerit y — p a- (f—x)"V(f—x)27, dammodo fit » nume- 
rus integer z- o. Cum autem non folum radix quadrata 
fed etiam quaecunque alia radix poteftatis paris eandem 
ambiguitatem fignorum introducat; idem euenicet, fi fueric 
Kk kk 3 p - 








630 ; € mur x 
mit 

3 —p zi (/[—x)*"4, dummodo fit 254-12 2m, erit ergo 
(y —p)s* —(f— x) 42m feu (y— p)» —(f-x) HQ. 
Quoties ergo functio y per huiusmodi aequationem ex- 
primitur, ita vt fit 27——-1 7-2, toties pofito x — f, va- 
lor ipfius y fiet maximus vel minimus: prius — fi fue- 
rit E: quantitas affirmatiua, pofterius vero fi fc D - quan- 


titas negatiua pofito x f. Sin autem fiat - cafü 








er o, tum erit y m". ddp e— , Ni ergo 
dx — —4& 2 dx 2 — f [t 
(it - — -2, neque maximum neque minimum locum 





| : 21-1 
habebit; at fi zz 72,tum j—g erit maximum, fi 





ddp "de 

1 habuerit valorem negatiuum , minimum vero, fi 
. a d. 

affirmatiuum : ficque vlterius fi quoque LL. euanefcat, 


iudicium erit inftituendum. 


28:1. Si igitur y fuerit huiusmodi funClio ipfius x, 
fieri poteft, vt praeter maxima & minima, quae prior 
methodus exhibet, etiam maxima minimaue huius alte- 
rius fpeciei ad(nt, quae modo hic expofito explorari po- 
terunt. [d quod fequentibus exemplis declarabimus. 






EXEM- 














Eo ——YÓ 
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EXEMPLUM LL 
Determinare maxima ac minima funclioms y, quae defini- 
tur hac aequattone : 
yy —2xy —2xx—1-- 3x-- x! —o. ' 
Ad maxima minimaue primae fpeciei inueftiganda diffe- 
rentietur aequatfo, eritque 
25ydy—2xdy——253dx — 4xdx-|-3dx—— 3x x dx — o, 


d' s 
pofitoque m o, erit y à —a3:-2-i ex, 


qui valor in prima aequatione fuübftitutus dat : 

9x* —32x3-|- 43x x — 24x 2- 5 — o, quae refol- 
vitur in 9xx—-14x-5—a&& xx-—2x-L-1:-o. 
Pofterior bis dat x — 1, fitque y —:, vnde hoc cafu in 
fractione - e uM denominator quo- 
que euanefcit, ficque maximum minimumue primi generis 
non datur: prior vero aequatio 9xx—14x-—1- 5 —o dabit 


x—i& £— quorum valorum ille eodem incommodo 


laborat , quo pom e to autem x — f fit 


yL——— —-—. Etcum ic 2 ——————, 


2 9 54 2)—2xX 

| Jide i —4x42 | 

fiet r4 7 Mie carie ob dyco & nume- 
x 2) —2X y-x 


d d; 
20 , vnde hic valor 








dx* ^ 8 


A — 











x E. dat minimum primi generis. Deinde cum fit 


(y—x)* —(1—24)*, erit y— x -d-(r-x)V(1—2x); ideo- 
que pofito x 2x1 prodit maximum fecundae fpeciei: fatto 
enim .r — 1—0, erit y —1—w--wYw, quorum vterque 
minor eft quam vnitas, fiquidem « fumatur minimum. 


. EXEMPLUM Ik 
Inuenire maxima ac mimima funcliouis: 
y —2x-xXx-t- (1-x)*Y(1- x). 


Pro primi generis maximis & minimis differentietur 
aequatio; eritque » 
5 mus 
dx — 
qui valor pofitus — o prodit primo x — :, & cum fit 


T — a x Ya—2, erit y hoc cafu maximum 


: | IT d 
primi generis, fitque y — 1.  Aequatione vero DI 
per 1r—« diuiía erit 42-5V(1—2)—0 feu 162225—25», 
dd | 
vnde fit x — — Q& D —-—2-7-3. Quare fi fignum 


286 
fuperius E erit CT minimum; fin autem fig- 


Q2I 
num inferius valeat, erit y — "put quod maximum vi- 
deatur: at vero tantum fignum fuperius locum habere 
poteft, quoniam 4-2-5V(i—-x) nequit efle — o, nifi fit 
V (1 


2—2x x3 a—2)Y—2) 




















Y(-2)-—1 2 Primi ergo generis inuenimus maxi- 


x à - 8 . 9 
mum cafü x —i & y — 1, atque minimum cafu Yl 


& y — ——. Ex genere vero altero maximum quo- 


que prodit, fi x — 1, quo cafu fit y — :. Nam pofito 
x--cr1—5, erit y Zci—ww--w?Vw .vtroque cafu «4r. 
Hic itaque, fi x — 1, maxima duo primae & alterius fpe- 
ciei coalefcunt, maximumque quafi mixtum conítituunt. 


282. Ex his exemplis non folum natura huius al. 
terius fpeciei maximorum & minimorum elucet; fed 
eriam pro lubitu iftiusmodi functiones formari poflunt, 
quae maxima vel minima fecundae fpeciei admittant. 
Quemadmodum autem, fi propofita fuerit functio quae- 
cunque, explorari poífit, vtrum. eiusmodi maximis mi- 
nimisue íit praedita nec ne? id in fequenti feclione 
oftendemus : propterea quod natura linearum curuarum 
hac inueftigatione maxime illuftratur. | Ceterum vero 
facile intelligitur, fi fuerit y erusmodi functio ipfius x, 
quae maximum minimumue fecundae fpeciei recipiat, 
tum quoque viciílim x eiusmodi fore functionem ipfius y. 
Nam quia ex hac aequatione (y — x)? — (1 — x), 
facto . — r, obtinet » valorem maximum fecundae fpe- 
ciei; fi variabiles y & x permutentur, haec aequatio 
(4—)»)* — (1—5P exhibet pro y quoque eiusmodi 
functionem ipfius x, quae habeat maximum fecundae fpe- 
ciei. Fatto enim x — 1, fiet (1 — y)? 5 (1 — 3», 

ELI hinc. 
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hincque erit bis y — 1: & femel y--o. Sin autem po- 
natur x — 1 —- o, erit (1 --$-—— 9 — — (1—; 
vnde íi ftatuamus 5—1:-t( erit (»-0)* — (- 9) —- 
ideoque Q debet effe negatiuum. Sit ergo y — 1 —0 
ert (»——-0)* — 9?, atque cum fumto (Q minimo, 
Q? prae Q* euaneícat, debebit neceffario w effe neca- 
tiuum: hinc valori x — i: —- o nulli valores redlia 
ipfius y refpondent. At pofito x —1—w, & y—1- qt. 
ob (p-«)* — Q5, erit 0 — » - w Y v, ideoque 
y-cr—e-2-wYVw, vnde vterque valor ipfius y re- 
fpondens ipfi x — 1 — w minor eft valore y — :, qui 
refpondet valori x — 1; eritque confequenter ifte ipfius 
y valor maximus. 


283. Ha&enus tantum functiones biformes fumus 
contemplati, quarum maxima vel minima, quia ambo 
valores facile per refolutionem aequationis quadraticae 
exprimi poffunt, ad examen reuocari poffünt. Sin au- 
rem functio y per aequationem altiorem exprimatur, 
methodus ante tradita, qua maxima minimaque primae 
fpeciei indagauimus, eodem fucceffü adhiberi poterit. 
Inuentionem vero maximorum ac mihimorum fecundae 
fpeciei fequenti feCtioni referuamus. - Fun&iones erpo tri- 
formes ac multiformes, quemadmodum tractari oporteat, 
aliquot exemplis oftendamus. - 


EXEM- 





[ 
I 
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EXEMPLUM LL 
Definiatur. funclio y , cuius maxima. vel minima. quaertun- 
tur , per. hauc. aequationem : 
y! d-xX!-c3aXxy. 
Differentiata hac aequatione fit 35? 2y -1— 3x xdx— 
| dy &y—xx 
a xd -34ydx,ideoque —— — ——————. Ma 
3 ve cd PL ALASE e dir iim m Ma 
ximum ergo vel minimum dabitur, fi fuerit a y — x x, 


feu y — - qui valor in aequatione propofita fübftitu- 
tus dat: 

rad -—-ux I—gx* deu £49 2234989295: 

Erit ergo ter x — o, quo cafü quoque fit denominator 
yy — ax-o, ob ym — o. Vtrum ergo hoc 


cafü maximum minimumue prodeat? patebit íi ipfi x 
valorem tribuamus minime ab o difcrepantem. — Sit 
erpo x — tw, & y — (p, ob Q? —3- w? — 34w(, fet 
vel p—aYw vel p—6w*. Priori cafu erit a? wYy'« — 
3QawVv, ideoque « —V3«. Hinc pofito x — «c erit 
y-—c-- V3aw. Vnde etiamíi w negatiue accipi ne- 
queat; tamen binorum ipfius y valorum alter maior erit 
quam o, alter minor; hincque y —o neque maximum 
erit neque minimum. — Sin autem fítatuatur p — 6 w* 
60 


; ; bud I 12 
erit 9* — 3466?, ideoque 6 — "E & p— Ads Ergo 


hoc cafu fiue x capiatur — ——- » fiue — — e, valor 
LEDI 3 ipfius 





"rs 
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ipfius y — ( nihilo erit maior, ideoque hoc cafü 5—:o 
erit minimum.  Reftat ergo tertius cafüs ex acquatione 
x? — 24? examinandus, qui dat x —4y2, & y— —ay 4. 
Qui vtrum fit maximus an minimus ? ex aequatione 
d: ay — xx 
A mn Qni a quaeratur differentiale fecundum, 
dx yy — ax 
| | | VN P 
quod ob 4y — o & ay — xx — o erit — — 
. : 2 y2 2 2 
cuius valor praefenti cafu eft — —-—3,— uo m 
2 "Wa »— - aya ü 
qui indicat valorem ipfius y effe maximum. 








EXEMPLUM Il. 

S; funclio y defintatur. per. hauc. aequationem : 

y* 4- x* -J- ay? -- ax? — b?x -— b?y, 
inuenire eius maximos minimosue 
valores. 

Cum per diíferentiationem oriatur 
453dy——3ayydy— b3dy — b39dx —3axxdx——4x? dx 35 
dy — P —3axx—4x? 
dx; 4 43 -4-34yy— 3 
j? — 3axx-— 4x3. — Quaeftio ergo huc reducitur, vt 
fun&tionis vniformis 73 —— 4x3 —— x* maxima ac: mini- 
ma indagentur, quae fimul erunt maxima feu minima 
fun&tionis ». | Sit 4 —2 & b-—:3 Ííeu proponatur 
haec aequatio . 3* -]- x* 4- 253 1-23 — 27 x -4- 27) 5 

dy- 27— 37 — 6x £— 4x3 


erit —--— & 4x? 6443—27—0 
dx — 4y!-r 69) — 27 i: (EE Us dl 


erit ,  ponique oportet : 








quae 
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quae diuifa per 2x——3-—o dat 2xx-1-6x—1-9 — o, 


cuius pofterioris radices cum fint imaginariae, erit x — LI 


—4 59 





& kg: 29*——3229,.—— 81 cuius fingulae radices 
erunt vel maximae vel minimae. Cum aurem fit 
dy | 27——6xx—4x? . ddy | —12x——12xx 

de ay 2 6p — 37) 0 dx — 4 e 6yy- az! 


qui pofito x zm , fi fuerit affirmatiuus, indicabit mini- 


mui, contra vero maximum. 
* 
EXEMPLUM III 
Sp fuerit. yn -|-axn— by?x4; defmire maxima 
ev minima ipfius y. 

Per differentiationem fit e — e // ic Mera hl 
de mym-i — pbyb—ix4? 
quo pofito — o, erit primo x — o, fi quidem » & 2 
fuerint vnitate maiores ; atque fimul y — o. Quo caíü 
an detur maximum vel minimum, valores proximi funt 
inueftigandi, quoniam quoque denominatór fit —0; quae 
inucíligatio ab exponentibus potiffimum pendebit. Prae- 

dy 


: nu 
terea Vero quatr y Qm — — xy 9 : 
| aequatio yi dabit y?— : Lt 71, qui 


valor in propofita fubítitutus ponendo 7i — g dabit 


s MM P mp) 


g^ P deast mam feu g?x ? NL 


L111 3 vnde 














639 CAPUT. 


vnde fit * — (eco mom Nc ev 


f(imulque valor ipfius y innotefcit. ^ Deinde difpicien- 
dum eft, vtrum differentio - differentiale 2 ues 
q(q-1) 9 yf x13 — n(n—1))ax"—3 ; Hs 

CLUMSSTUEUSIREDSI. obtineat valorem affirma- 
tiuum an negatiuum ? vt ex priori minimum, cx pofte- 


riori vero maximum pronuncietur. 


EXEMPLUM. IV. 
$; fuerit T RRMRYZ 4Xy —2 , maxima fninima 
funcionis y. aff QUI. 


Differentiatione inftitura fit 2 : -; hincque oritur 


y222x?, erit ergo x*? —3x* —2 feu RR 3x* 2-2 — 
quae aequatio refoluitur in has x*-1—0o & x?4x*-2—0,. 
pofteriorque in x*—1—0 & x*42—-o. Hinc erit bis 
vel xL: vel x—-1:; vtroque vero cafü & denomi- 


d | 5 [ * * 
nator fraCtionis » euanefcit. Ad inueftigandum ergo, 
vtrum his cafibus maximum minimumue locum habeat? 
ponamus x— i-e & jy-i-0; erit: 


1—4( --1——49—4——49——40—2 


--.6Q?*-3- 6w* -L-4€0 
— 40? — 4 0? 
-4- Qm ww 


ideo- 
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ideoque: 46 — 60! -1-69* —4(03—403-2- 0*—-w*, 
& ob » & Q minima 4€ — 6(Q* -1-6w*. Valor er- 
go ipfius ( erit imaginarius, fiue w capiatur affirmatiue 
fiue negatiue. Seufi y & x defignent coordinatas curuae, 
ea cafü x — 1 & y—:1 habebit punttum coniugatum. 
Neque ergo hic valor pro maximo neque pro minimo 
haberi poteft, propterea quod antecedentes & confequen- 
tes, cum quibus comparari deberet, fiunt imaginarii. 


284. Si aequatio, qua relatio inter x & y exprimi- 
tur, ita fuerit comparata, vt functio ipfius y aequetur 
fun&lioni ipfius x, puta Y — X; ad maxima minimaue 
inuenienda poni debebit 7X — o: fiet erpo y maximum 
vel minimum iisdem cafibus, quibus X fit maximum vel 
minimum. Simili modo fi x tanquam funtlio ipfius y 
confideretur , fiet x maximum vel minimum fi 2Y — o 
hoc eft fi. Y fuerit maximum vel minimum.. Neque 
tamen hinc fequitur y & x fimul fieri maxima vel mini- 
ma. Nam fi fuerit 24y — yy —— 2x — xx, erit y 
maximum vel minimum, fi fuerit x*— 7; eritque 


y-ccac-V(aa—bb). Contra vero x fit maximum vel 


minimum, fi fuerit y —2, fitque x —2--V(2$—a24), ne- 
que ergo fiet y maximum vel minimum, fi x—— t V (22—aa), 
quo tamen cafü x eft maximum minimumue. Ceterum 
hoc cafü, fi y habeat valores maximos vel minimos, * 
hac indole prorfus carebit: namque y maximum mini- 
mumue fieri nequit, nifi fit «2-2, quo cafü maximum 
minimumue ipfius x fit imaginarium. 


285. 
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285. 'Tum vero etiam euenire poteft, vt non om- 
nes radices aequationis 4X — o praebeant maximos mi- 
mimosue valores pro y; fi enim illa aequatio duas ha- 
buerit radices aequales, exinde neque maximum neque 
minimum confequitur; hocque idem euenit, fi quotcun- 
que radices numero pares fuerint inter fe aequales. Sic 
fi proponatur aequatio ^(y—4)* — (x —2)?-- c3; quia 
fumtis differentialibus fit 224y(y — 42)—254x (x— )?, func- 
tio y neque maxima fiet neque minima pofito x — 7, 
propterea quod hic occurrunt duae radices aequales. Sin 
autem x tanquam funtlio ipfius y fpeCtetur, ea fiet maxi- 
ma vel minima, fi ftatuatur y —245 eritque x — ^ —— c 
minimum. Quia denique in huiusmodi aequationibus 
Y — X variabiles .x & y inter fe non permifcentur, fi 
ipfi x tribuitur valor, qui fit radix aequationis 7X — o, 
.omnes valores ipfius y, quotcunque fuerint reales, erunt 
maximi vel minimi; quod non euenit, fi in aequatione 
ambae variabiles fuerint permixtae. 


286. Quae praeterea fuperfunt de natura maxi- 
morum àc minimorum exponenda, ea in fequencem 
fectionem referuamus, quoniam commodius ope figu- 
rarum menti repraefentrari atque explicari poffunt. / Per- 
gamus ergo ad funétiones, quae ex pluribus variabilibus 
funt compofitae, atque inueftigemus valores, quos fin- 
gulis variabilibus tribui oportet, vt ipfa fua&tio vel ma- 
ximum vel minimum valorem obtineat. Ac primo qui- 
dem patet, fi variabiles non fuerint inter fe permixtae, 
ita vt functio propofita fit huiusmodi X 7 Y ; m 





LA wc tcI 
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X fun&Hone ipfius x, & Y ipfius y tantum, tum fun- 
&ionem propofitam X -- Y fore maximum, íi fimul X 


«& Y maximum euadat: minimumque, fi fimul X & Y 


fiat minimum. Ad maximum ergo inueniendum inqui- 
rantur valores ipfius x, quibus X fiat maximum, fimili- 
que modo valores ipfius », quibus Y fit maximum: 
hique valores pro x & y inuenti efficient. funCtionefi 
X —- Y maximam, quod fimiliter de minimo erit te- 
nendum.  Cauendum ergo eft, ne duo valores ipfarum 
rx &»y diuerfae naturae combinentur, quorum ille reddat 
X maximum, hic vero Y minimum, aut contra. — Hoc 
enim fi fieret, functio X —— Y neque maximum foret 
neque minimum. At huiusmodi functio X — Y fiet 
maxima, fi X fuerit maximum fimulque Y minimum ; 
contra vero X — Y fiet minimum, fi X fuerit minimum 
& Y maximum. Sin aurem vtraque functo X & Y 
ftatueretur vel maxima vel minima, earum differentia 
X —Y neque foret maxima, neque minima; quae om- 
nia funt ex natura maximorum. ae minimorum ante ex- 
pofita clara & perfpicua. 








287. Si ergo quaerantur maximi minimiue valores 
funtctionis duarum variabilium ; quaeftio multo magis 
cautioni obnoxia eft, quam fi vnica fuerit variabilis. 
Non folum enim pro vtraque variabili cafus, quibus 
maximum minimumue producitur, diligénter fünt diftin- 
guendi; fed etiam ex his bini eiusmodi funt coniungen- 
di, vt functio propofita fiat maximum vel minimum ; id 
quod ex exemplis clarius patebit. 


Mm mm EXEM- 
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EXEMPLUM I. 


7 ofit c duaritm  variabilium » "In. 
Sit propofita haec. duarum  variabilium x. qo» y fundio; 


y! — 8y! 4- 18y* — &y -3- x! — 3xx — 3X 
C quaerantur valores pro y c x fübflituendi, vt. haec 
funclio maximum vel minimum obtineat valorem. 


*Quoniam haec expreílio in duas huiusmodi partes 
Y —- X refoluitur, quarum illa eft functio ipfius y, haec 
vero ipfius x tantum; cafüs quibus vtraque fit maxima 
vel minima, inueftigentur. Cum igitur fit Y ——-——— 

. dY | 
3784-189 * 85 quo rr ms 
qua expreíione nihilo aequali pofita, fiet per 4 diuifo 
y? — 65y* —4- 99 — 2 — o, cuius radices fünt y:—2, 


| | .- dd 
& y—2-tY3. Cumergo fit ES np ny-6-9] 





4 dy* 
cafü y — 2, prodibit maximum. Pro reliquis binis ra- 
dicibus y ——— 2 -- V3, quae oriuntur ex aequatione 


ddY 
yy —4y -- 1 — 0 fiet —— — yy — 49 H-3 za, 


124y* 
vnde vtraque dat minimum. Erit autem his cafibus vt 
fequitur. 





y— 2 — Ys | Y-——-——1 minimum 

y-—3-rT r3 Y — — 1 minimum 
Simili modo cum fit X —x3 — 3xx —— 3 x, erit ^ 
34x —-6:x—— 3, vnde oritur haec aequatio xx —2 x4 1 


& 








——————————— Ó €—— —"" 








& x—:-t Va. Eft vero —— — $ —1 — b Ya 


Ergo radix x—1:4-V2 dat minimum, nempe X——5—4V2 
& x-—:— Va dat maximum, nempe X—-— 5-4 4V2. 
Quocirca formula propofita X -- Y — y* — 8y 
— 18y y — 8y M X? — 3xx — 3x fiet maxima, 
fi ponatur yzz 2 & x-—:——YV23, prodibitque X 4- Y 
— 4 -1- 4 V2. Eadem autem formula X -- Y fiet mi- 
nima, fi fumatur vel y —2 — V3 vel y —2 -4- V3 
& xzczi-r-YV2, vtroque cafü erit X -1- Y ——6—4V2. 


EXEMPLUM Il. 

Si proponatur haec funclio duarum  variabilium : 

y* —8y? -- 18y* —8y —X! 7 3XX--3X 
quae quibus cafibus fiat imaxima. vel mimi- 
ma mue[ligetur. 

Pofito vt in praecedente exemplo habuimus, Y ——— 
yf—85'--18y!-—8y & X-x—34x— 35, 
formula propofita erit Y — X ; ideoque fiet maxima, fi 
Y fuerit maximum & X minimum — Cum igitur hos cafus 
iam ante eruerimus, patet Y— X obtinere valorem ma- 
ximum, fi ponatur y —2 & x-—-r-i- V2; fietque 
Y-X-—13-- 4V». Minimus vero valor ipfius Y- X 
euadet, fi Y fit minimum, & X maximum, quod euenit 
ponendo jy—2--V3 & xL—i1—Xa2, fiet autem Y - X — 
4—4V2. Cetérum in vtroque exemplo patet hos valo- 
res, quos inuenimus, neque omnium efe maximos ne- 
que minimos : nam fi vtrinque poneretur verbi gratia 
y-i1o0 & x — o, (ine dubio maior prodiret valor eo; 

Min mm e quem 
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quem inuenimus: fimilique modo ponendo y—o & vel 

x —-—100 vel x —-4-100 minor prodiret valor. quam 

funt illi; quos pro cafü minimi inuenimus. Probe ergo 

tenenda eft idea fupra expofita, quam de natura maxi- 
morum ac minimorum dedimus. Scilicet eum valorem | 
vocari maximum , qui maior fit valoribus tam antece- 

dentibus quam confequentibus contiguis proximis; mini- 
mum autem eíle eum, qus his valoribus tam anteceden- : 
tibus quam confequentibus fuerit minor. Sic in hoc 

exemplo eft valor ipfius Y — X, qui prodit ponendo 

y—2 & x—i-LY2 maior eft iis, qui refültat fi po- 

natur j—2--« & x—i-LV2--Q fumtis pro » & o 
quantitatibus fatis exiguis. " 


288. His exemplis expeditis facilior erit via ad fo- 
lutionem generalem indagandam. ^ Denotet V fun&tio- 
nem quamcunque duarum variabilium x & », (intque 
pro x & y valores inueniendi, qui fun&tioni V inducant 
maximum vel minimum valorem. Cum igitur ad hoc 
efficiendum vtrique variabili x & y determinatus valor 
tribui debeat; ponamus alteram y iam habere eum va- 
lorem , qui requiritur ad functionem V vel maximam 
vel minimam reddendam: hocque pofito tantum opus 
erit; vt pro altera x idoneus quoque valor inueftigetur, 
quod fiet, dum funGtig V differentiatur ponenda fola x 
variabili, differentialeque nihilo aequale ftatuitur. Simili 
modo fi fingamus variabilem x iam eum habere valo- 
rem, qui aptus fit ad funCtionem V vel maximam vel 
"minimam eíliciendam, valor ipfius y reperietur differen- 
tlan- 
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tiando V pofita fola y variabili, hocque differentiale ni- 
hilo aequali ponendo. ^ Hinc fi differentiale fun&tionis 
V fuerit —P4x 4— Q4y, oportebit effe & P—o & 
Q-— o, ex quibus duabus aequationibus valores vtrius- 
que variabilis x & y erui poterunt. si 


289. Quoniam vero hoc pacto fine difcrimine re- 
periuntur valores pro x & y, quibus functio V vel ma- 
xima vel minima redditur; cafüs, quibus vel maximum 
vel minimum oritur, probe a fe inuicem funt di(tinguendi, 
Vt enim functio V fiat maxima, neceffe eít vt ambae 
variabiles ad hoc confpirent ; namque fi altera maximum 
exhiberet, altera minimum, ipfa functio neque maxima 
neque minima euaderet. Quocirca inuentis ex aequatio- 
nibus P—o & Q —o valoribus ipfarum x & y inqui- 
rendum eít, vtrum ambo fimul fun&tioni V vel maximum 
vel minimum valorem inducant ; atque tum demum, cum 
compertum fuerit vtriusque variabilis valorem hinc eru- 
tum pro maximo valere, affirmare poterimus fun&tionem 
hoc cafü maximum valorem induere. Quod idem de mi- 
nimo erit tenendum, ita vt functio V minimum valorem 
adipifci nequeat, nifi fimul ambae variabiles x & » mi- 
nimum producant. Hinc ergo omnes illi cafus reiici de- 
bebunt, quibus altera variabilis maximum , altera vero 
minimum indicare deprehendetur. Interdum vero etiam 
euenit, vt alterius vel etiam vtriusque variabilis valores 
ex aequationibus P —o & Q— o oriundi neque maxi- 
mum neque minimum exhibeant, qui cafüs proinde pa- 
riter tanquamr prorfus inepti erunt reiiciendi. 

Mmmm 3 290. 
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290. Vtrum autem valores pro x & y reperti va- 
leant pro maximo an minimo? de vtroque feorfim fimili 
modo inueftigabitur, quo fupra, cum vnica adeffet va- 
riabilis, fumus víi. | Ad iudicium fcilicet de variabili x 
inftituendum confideretur altera y tanquam conftans, & 


| dV | hes | 
cum fit V —P4x feu 4b differentietur P denuo 
| ddV dP 
jnftante, vt prodeat —— — —-, ac difpicia- 
pofito y co te, vt prode P dz? difpicia 
: dP 
tur, vtrum valor ipfius 7.» poftquam loco x & y valo- 
res ante inuenti fuerint fubílituti, fiat affirmatiuus an nc- 
gatiuus ; priori enim cafu indicabitur minimum, pofte- 
riori vero maximum. — Simili modo cum pofito x con- 


H d 3i | 
ftante fic ZV— Q4y feu 7 Q, differentierur Q de- 


nuo pofita fola y variabili, & examinetur valor AS (üb- 


ftitutis loco x & y valoribus, qui ex aequationibus P— o 
& Qo fünt inuenti; qui fi fuerit affirmatiuus, decla- 
rabit minimum, contra vero maximum. — Hinc ergo col- 


JEN a * . : dP 
lizitur, fi ex valoribus pro x & y inuentis formulae — 
. dx 


4Q . i : : 
& 23 induant valores diuerfis fignis affectos altera fci- 
licet affirmatiuum , altera negatiuum , tum functionem 
V neque maximam neque minimam efíhci; fin autem 
a4P QV. : : NN 
vtraque formula Jt & 2. fiat afhrmatiua, minimum re- 
x y 


fultabit: contraque, fi; vtraque fiat negatiua, maximum. 
291I. 














4Q 


Fun dD 
291. Quodíi vero altera formula 1 & P vel 


etiam vtraque, fi pro .» & y valores inuenti fübftituan- 
tur, euanefcat, tum progrediendum erit ad diílerentia- 


4dP . 44Q 
—— & —-—, quae nifi pariter euanefcant 
dx? » dy? d P : 
neque maximum neque minimum habebit locum; fin au- 
tem zuiy ru iudicium ex formulis diíTerentialibus fe- 


3 ^Q 


quentibus or 153 erit petendum ,  fimilique modo 


lia fequentia 


aia d 
inftituendum , quo pro formulis 24 & 2 eft fa&um. 


-Quo autem, quibus cafibus hoc víü veniat, clarius 'ex- 


ü 
ponamus, prodierit valor x — «4, qui fi formulam  - 


PP 
reddat euanefcentem, neceffe eft vt i. fa&torem habeat 


x—a; qui fa&tor fi fuerit folitarius, neque fimul alium 
fibi habeat aequalem focium , neque maximum neque 

qe pe pK . "Pm 
minimum indicabitur, quod idem euenit f1 PP fattorem 
habuerit (x—&)?, vel (x—a)5, &e& Sin autem fa&tor 
fuerit (x—2)*, vel (x—a)*, &c. tum quidem maxi- 
mum vel minimum indicabitur ; at infuper videndum 
erit, Vtrum cum cafu, per y indicato confentiat. 


292. Labor autem his cafibus ad differentialia vl- 
teriora progrediendi mirifice fübleuari poterit: íi enim 
ponamus, vt rem generalius complettamur , inuentum 
efle 
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effe 4x -]- 6 — 0, atque formulam z factorem habere 


(ax-]-6)*, ita vt fit - — (ux-I-6)'T, quia eft 


ax-1-6 — o, fiet TT aT, hincque ob 22? affir 


matiuum, ex ipfa quantitate 'T' iudicium abfolui poterit; 
quae fi induet valorem affirmatiuum, pro minimo, con- 
era vero pro maximo pronunciabi. Hocque idem fub- 
fidium in maximorum minimorumque inueftigatione , fi 
vnica infit variabilis adhiberi poterit, ita vt nunquam 
opus fit ad altiora differentialia afcendere. ^ Quin etiam 
nequidem ad differentialia fecunda procedere opus erit: 
fi enim ex aequatione P — o, fiat ax-- 6— 0 , neceffe 
eft vt P dh habeat esp. d P—(tx-6)T, 


* * L. * s & —4 à AR 3 * 8 X*» *» Qc! qM A —— A — G3 —». s x5 — Xs—AS —9 ^» 5 X» f Na s ^ à 34  " à 





cum üt I. —.T-Fs Ee). ; ob ax 4-6— o, 
dP. 


erit 7- — eT, hincque iam ipfe alter fa&or (T, prout 


valor ipfius e'T' fuerit vel affirmatiuus vel negatiuus, fta- 
tim vel minimum vel maximum Andicabit. 


, 

293. His igitfür traditis praeceptis haud difficile 
erit, fi funt&tio quaecunque daas variabiles inuoluens fue- 
rit propofita, cafus inueítigare , quibus haec funttio fiat 
vel maxima vel minima. $Si quae infüper notanda fue- 
rint, ea ipfa exemplorum euolutio fuggeret, quamobrem 
aliquot exemplis regulas datas illu(trari expediet. 
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EXEMPLUM TL 


* 

Sit propofita ifla functio duarum  variabilium 
y—xx--xy--yy-——ax-— by, quae 
quibus cafibus fiat vel maxima vel 
minima inquiratur. 

Cum fit dV -——2xdx t ydx Laxdy T 23dy—adx —b dy, 
fi comparetur cum forma generali V — P4x -- Q4y 
erit P—2x-1-5y—«4 & Q-—2y --x — ?: vnde for- 
mabuntur iftae aequationes 2x--y—4--o & 2y4x—5——co, 
quibus coniunctis eliminando y fiet x——/ — 4x — 2 4, 














. 24——hb 2b- 
ideoque x — "wf & ya—24rc5 
! 3 
A dP dQ. 
Cum igitur fit Jj. 2 Jy 7, vtraque 


oftendit minimum ; ex quo concludimus formulam 
x x--xy--y-——ax-——5by fieri minimam, fi pona- 
28—b " 2b——a 
tüir X —— ——— & yz ——— 
3 3 
q2-1—-3a0b —— 53bb ta-—ab—bb 
modo V — — 3450-71-30 etes »H zi iuad 
9 3 
qui cum fit vnicus, omnium erit minimus. — Vnico ergo 
ta J- ab —bb 
TAI GNVITILISM D 
" . A » 3 
& quia minor fieti nequit, erit haec aequatio 
aa—-ab——bb 
3 


, prodibitque hoc 





modo fieri poteft xx -xy-FEyy—ax-5y — 





xx--2axy--jyy——a4x—by— 
impoffibilis, 


ec 


Nnnn 
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EXEMPLUM II. 


$; proponatur. formula N — x? —- ys — 5ax y, quae- 
rasur cafus, quibus NV. adipifcatur. valorem maxi- 
mum cel minimum. 


Ob 42V — 3xxdx —- 3yydy — 3aydx — 3axdy 
erit P—3xx—3a4y & Q—35y — 3ax, vnde fit 
ay—xx & ax—yy. Cum ergo fit yy-—2x*: aa—ax 
erit x* —4?x —0; ideoque vel x—o vel x— «s. 
Priori cafü fit y — o, pofteriori vero y — z. — Quoniam 


dE. : ddPi , 5 Qc: .d4dQ 
ergo e(t 7- — 6x, ji 6 y — 6 y atque iyi —5) 


priori ergo cafu, quo .c —o .& y--o, neque maxi- 
mum neque minimum  refültat. — Pofteriori vero cafü 
quo & x—^2 & y--« minimum prodit, fi quidem 
fuerit quantitas affirmatiua, fietque V — —- 43, qui au- 
tem valor tantum minor eft proximis antecedentibus & 
confequentibus: nam fine dubio V multo minorem in- 
duere poteft valorem, fi vtrique variabili x & y valores 
negatiui tribuantur. 


EXEMPLUM III. 
Propofita fit haec funciio NV —x? -l-ayy —bxy -- cx, 
cutus calores maximi feu minum "quiranmtur. 


Quia eft VL 3xxdx 1 2aydy -bydx — bxdy Lex 
erit P— 3xx —?y-- c & Q— 24y — ?x, quibus 


valoribus nihilo aequalibus pofitis erit y — — ideoque 


3xx 
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) xy abbx—aA4a 
zi 


4 
ft z— pom Vene Lei, Nifi ergo fit /*—182ac 2 o, 


I2 d 
neque maximum neque minimum habet locum. — Pona- 
" a bb —g) 
tnus "E effe /*—48aac — b bf, vt fit c — Rc 
BER S.L POTE 


erit x—--———- — uonia 
I2 4 AE 244 - "n Pone 


um dF IZ 6x & A. fiec c LX) ON 
dx dy 


a 


b (b 2f) anti ius l 
fi ergo 24 & qvo fint quantitates eiusdem figni, 


neque maximum neque minimum habet locum. At fi 
fint ambae vel afhrmatiuae vel ambae negatiuae, quod 
euenit, fi earum productum /(^ 3- f) fuerit affirmatiuum ; 
tum functio V euadet minimum, fi 4 fit quantitas affir- 
matiua; contra vero maximum, íi z fit quantitas nega- 


: 
tiua. Hinc fi fuerit /— o feu c — As ob 2? quan- 


titatem aflirmatiuam, functio V euadet minima, íi « (it 
h3 


—— 





quantitas pofitiua, ponaturque x — E ione ; 
I2 2444 

contra vero fi 4 fit negatiuum, iftae fuübítitutiones pro- 
ducent maximum. Si fit f — ^, duobus cafibus oritur 
vel maximum vel minimum: at (fi / 2 », tum cafus tan- 
tum x — incar &y- cl iae praebebit maxi- 

2 2404 

mum minimumue, prout « fuerit vel negatiuum vel af 
Nnnna fir- 


vnde 
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firmatiuum. Sit 27—:1,2-3 & f—1, vt habeatur 
haec formula V — x3 4—-yy — 3x y 4— $ x,. haec fiet 
minima ob 4 affirmatiuum, fi ponatur vel x— 1 & y—à 
vel x — 4 & y—$. Priori cafü oritur V — 1, pofte- 
rioi vero V — yy. Interim tamen patet loco x nu- 
meris negatiuis ponendis multo minores valores pro V 
oriri poffe. Ita ergo intelligi debet valor ipfius V — x 
a" effe, quam fi ponatur x — 4 4-09 & y— 3-- 0; 
ummodo (int » & Q numeri parui, fiue affirmatiui 
fiue negatiui; limes autem quem transgredi non de- 
bet eft — 5; nam íi e «4 — *? fieri poterit vt V 
fiat minor quam 4i. 


EXEMPLUM Iv. 


lIuwenire maxima cel minima huius funclionis : 
V — x* 4- y*— axxy — aXyy 4 ccexx 4- ccyy. 


Sumto differentiali erit P—4x3—24xy —a4yy-d-2ce* 
& o 43 — axx —2axXy -L-2accy, quibus valori- 
bus nihilo aequalibus pofitis , fi a fe inuicem fübtrahan- 
tur erit: 4x?——49?——- 4x x — ay y 4-2 cc x — 2 ccy —o, 
quae cum fit diuifibilis per x —y, erit primo y— x, atque 
4x3—3axx42ccx — 0, quae dat x —o & 4xx— 34x — acc 

2a T V(9aa— 32cc j 
feu a— E . Si fumgmus x—o, erit quo- 
dP 
que spsem O3 & ob 2x — I2 v ——2u0y --2cc ; atque 


un 4X -- 2cc, fiet funCclio V minima —:o. 
Siu 






















GM PU UXR $36 


342E V (94a— 32 cc) 
ae 


fuerit 9202 32cc, ob 4xx—3ax — 2 cc, erit 


Sin ftatuamus x —y-— , fi quidem 


qPOUWg. 
2140-32cct- 74V (940-3 2c) 


— E HEIC COCA CENE X— CNN AN G0 0 0M 0o ou 0c XR 7 Au —— E E 


I2xx—2ux 4 2cczz74x — 4007 


qui valor cum fit femper affirmatiuus ob 32cc 4924, 
valor V hoc quoque cafu fit minimus, eritque V —— 


I a ; "m 
dt -— acc — et "T (944—32cc)'. Diuida- 


mus autem aequationem 4x? —4y? -Faxxeayy - 2ccx-2c0y—0 

per x— fietque 43x —— 4xy -4— 45y —I- ax -1— 4) ——-2cc—0. 

At ex aequatione P— o, erit yy —-22y-4-43 pip ; 
quo valore in illa fubítituto fit 

| 16x3—L4axx -L-aax--g8ccex 4-7 24cc 


| Xx? Foxx --2ccx | ; 
Verum illa dat y ———3 3-V T Ir — , vnde efficitur: 








16x3 4- gaxx J-4cex - 24e — (4x —a) V (aax? 4 aaxx T 24ccx), 
quae ad rationalitatem perdu&ta , dat 
25635-]1-1924x5-]- 8044 ,——- 443  ,——a* d 289cc 
B x 0X x x44? c*—c0 
-128c6€  —L-96acc -—L-484acc | —L16ac* 
-L-16c* 
cuius radices, íi quas habet, reales indicabunt maxima 
dP 


vel minima funttionis V, fi quidem  — & d fiant 
d dy 





quantitates eodem figno affectae. 
Nnnns EXEM* 
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EXEMPLUM V. 


Iuuenmire maxima (minima huius expreffionis : 
x* 4 mxxyy t y* t aaxx 4- naaxy -aayy — V. 
Facta differentiatione erit : 

P—24x*-—-2mxyy--2aax —-naay —o 

Q — 45? -H—2mxxy--2aay -4- 2a2ax —o 
quae aequationes inuicem vel fubtra&tae vel additae dant: 
(4.-x 2—4 x3 — 4 — 2 mxy—— 24a — 2aa)(x — y) —o 
(4x x —4xy——4y 4-2 mxy—- 22a naa) (4-4-y) — o 
quae diuifae per x — y & x -j- y, & denuo vel addi- 
tae vel fübtrattae dant: 
4xx-—-74y9y3- 2440 & 4xy—2amxy—naa — o. 


nud 


Ex quarum pofíteriori fit y — , prior autem 


| a(a—m)x 
reales valores non admittit. 'T'res igitur habemus cafus: 

L Si yx, eritque 44? 2 mx? 22ax E naax — o, 
vnde fit vel x — o vel 2(24-5»)xx--(242)aazco. | Sit 


; d 
X—o, erit quoque 7—0o, atque ob Jj; —12*X-imyydiad 
dQ . a - . 
& di —2129y--2amxx--2aa, hoc cafu fiet V ——-0o mi- 
" 
nimum, fi quidem coefficiens «« fuerit affirmatinus. AI- 
(24 2)aa 
2 (m4-2)' 
- numerus negatiuus. Sit 





ter cafus dat xx — quae realis effe. nequit 


5-2 
m -—-23 


nifi (it jJ 








——akki 


2j -—-—2 


Íeu 





i| 
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feu »——2kim—4klk —2, erit x— t £a & yh. At 
dP 
d 
quae cum fint aequales, erit V vel minimum vel maxi- 
mum, prout iftae quantitates fuerint-vel affirmatiuae vel 
negatiuae. 


— 12Ekaa 2mkkaa t 200. & P. —ürakkaa 4 2mkkaa 4 224, 


Il. Sit y——2x, eritque. 2 (231-2)? — (n —2)aax 
(2—2) a 

2 (m--2)' 
r-—9 recid in ) Prepegetm Pofterior vero erit 





ergo vel » —o vel xx — Prior radix 





realis * fuerit quantitas affirmatiua : & cum 


E zi. 5 
dP oM 


fiat -— — Jy prodibit vel maximum vel minimum... 


zd mu?^a* 


IIl... Sie 9»— wy Jar mal erit 4.0? —2—- — 3 c 


zna* ng* 
-L-2aax 4 — ^ Maec eu 4x*-L2aaxx- (amy —5z 


cuius aequationis nulla radix eft realis, nifi fit 2 quanti. 
tas negatiua. 











m)*x 2x 


OC". . —— C CX 7 "UIT women 


EXEMPLUM VL 
Propoftta fitt haec. funclio determinata 
VOR: poat XX epoy ME y y, 
euius valores maximi vel minimi 
mueflgentur. 

Cum hinc fiat P—A44x3 —22a44— o & Q—47? —2y4-x—o 
erit eX priori y — 2x —4 x?, qui in altera fübítitutus 
dat 2561? — 384x? —- 192 x5 — 40X? -I- 3. —o. 
Cuius 
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Cuius vta radix eft »—-0o, vnde fit quoque y —— o. 


4P 
Ergo hoc cafu ob 7. qe I21Y—2 & A 12yy—2 


prodit maximum v- im 
Diuifa autem aequatione inuenta per x erit: 


256x9? — 384x? —L- 192x* —— 40xx*x -- 3 —0, 
quae factorem habet 4x x — 1r, vnde fit 4x x — 1 
& x-—23-i;atque jy—--4, tum vero cric 7. m Tt, 


: xd I 

vtroque ergo cafü oritur minimum V — — - 

Diuidatur illa aequatio per 4x.x— r, atque obtinebitur: 
64x5 — 80x* —- 28xx — 3a —o; 

gae denuo bis continet 4..x— r——-o ; ita vt praece- 

ens cafus oriatur. Praeterea vero inde fit 4x.x — 3 —o, 

of urde pe - 3 - V: » * oo 

Kr D—— cui refpondet y — T. Erit igi- 


dP. 4Q ; 
tur quoque 5 —7, —7,ideoque fierV minimum —- — ; 


qui eft valor omnium minimus, quos quidem functio V 
; «f 0*5 G 
recipere poteft: & hanc ob rem ifta aequatio V—— - —cc 


femper eft impoffibilis. Hinc autem patet via determi- 
nandi maxima & minima funtlionum, quae tres plu. 
resue variabiles inuoluunt. 
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CAPUT XII. 
DE FSU DIFFERENTIALIUM IN 


INUESTIGANDIS RADICIBUS REALIBUS 
AEQUATIONUM. 


294. 
N | | atura maximorum ac minimorum viam nobis pa- 
tefacit ad indolem radicum aequationum , vtrum 
fint reales an imaginariae, cognofcendam. Sit enim 
propofita aequatio cuiuscunque ordinis : 
x"— Ax" LE Bx5-3: — Cx^—-3 4 Dx"-4— &c. —o 
cuius radices ponamus efle p, 2, , s, t, &c. ita vt p 
fit minima, 4 ea quae ratione magnitudinis fequitur, fic- 
que & reliquae radices fecundum ordinem quantitatis 
fint difpofitae : fcilicet fit] 22»; r4; **; tz s&c. 
Aífümamus autem omnes radices aequationis effe reales, 
eritque exponens maximus z fimul numerus radicum 
p, 4 *, &c. Confiderémus quoque has radices omnes 
tanquam inter fe inaequales; hinc tamen aequales ra- | 
dices non excluduntur, propterea quod radices inaequa- | 
les, fi earum differentia abeat in infinite paruam, fiant 
aequales. | 


295. Quoniam propofita expreffio x" — Ax*- 4- &c. 
tum folum fit nihilo aequalis, cum loco x aliquis valor 
ex p,4, r, &c. fübftituitur, reliquis vero cafibus omni- 
bus non euaneícit, ponamus generatim : 

Oooo0 x"— 
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x"— Axn—i —- Bx^-: ——,C x2—5 —L- &c. — 5 
ita vt 2 fpectari poffit tanquam functio ipfius x. — Fin- 
gamus nunc pro x fücceffiue fübítitui valores determi- 
tos, incipiendo a minimo x — —u», atque continuo 
maiores in locum ipfius x collocari; perfpicuumque eft 
z nacturum hinc effe valores vel nihilo maiores vel ni- 
hilo minores, neque prius effe euaniturum, quam pona- 
tur x —p; quo cafü fiet $ — o. Augeantur valores 
ipfius x vltra p, atque valores ipfius s vel affirmatiui 
vel negatiui fient; donec perueniatur ad valorem x— 7; 
quo cafü iterum erit s— o.  Neceffe ergo eft, vt cum 
valores ipfius s ab o iterum ad o accefferint, interea s 
habuerit valorem vel maximum vel minimum ;. maxi- 
mum fcilicet fi valores ipfius s, dum x intra limites p 
& 4 verfabatur, fuerint affirmatiui, minimum, fi fuerint 
negatiui. Simili modo dum x vltra 7 ad r vsque au. 
getur, fünctio s maximum vel minimum attinget : 
maximum. nimirum fi ante.fuerit minimum, & contra, 
Supra enim vidimus maxima & minima fe mutuo alter- 
natim excipere. 


296. Quare cum inter binas quasuis radices ipfius x 
exiftat cafus, quo. functio s fit maximum vel minimum ; 
erit numerus rmaximorum & minimorum, quae in "fancio- 
ne 5 implicantur, vnitate minor, quam numerus radicum 
realium; atque ita quidem alternatim fe excipient, vt maxi- 
mi ipfius 2 valores fint athirmatiui, minimi negatiui. Quod 
fi viciffim functio s habeat maximum vel faltem valorem af- 
firmatiuum cafu——/,atque minimum feu faltem negatiuüm 
cafu 








- NI cer iri 
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cafu. c —— p; quoniam dum valores ipfius x ab f ad g 
transeunt, fun&tio 2 ab affirmatiuo abit in negatiuum ne- 
cefle, eft vt interea per o tranfierit, & hancobrem dabi- 
tur radix ipfius x intralimites f & £g contenta. Nifi au- 
tem haec conditio ad(t, vt valores maximi minimique 
ipfius s fiant alternatim affirmatiui & negatiui, illa con- 
clufio non fequitur. Si enim dentur functionis s mini- 
ma, quae quoque fint affirmatiua, fieri poteft vt valor 
ipfius s a maximo ad fequens minimum traníeat, cum 
tamen interea non euanefícat. Ceterum ex dictis intel- 
ligitur, etiamfi aequationis propofitae non omnes radices 
fuerint reales, tamen fem inter binas quasque dari 
maximum vel minimum; etiamfi propofitio conuerfa ge- 
neratim non valeat, vt inter bina quaeuis maxima feu 
minima radix realis contineatur: valet autem adiecta con- 
ditione, fi alter valor ipíius s fuerit affirmatiuus, alter ne- 
gatiuus. 

297. Quoniam ergo fupra vidimus, valores ipfius x, 
quibus functio : 
$— x»— Ax»-i1-I- Bx 5-73 — Cx^—3-- Dx ^7 4 — &c. 
fit maximum vel minimum, effe radices aequationis dif- 
ferentialis huius : 
PS — ux 7-1 — (n —1)Ax"——L- (n-2)Bx 1^ — (2—3)€x n—4 

- &c.-—— o 

manifeftum eft, (i aequatioDis s— o omnes radices, qua. 
rum numerus eft — 7 fuerint reales, tum quoque om- 


eoo d1 ih 
nes radices aequationis d. ———9 fore reales, Cum 


Ooooa2 enim 
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enim fun&io s tot habeat maxima vel minima, quot nu- 
merus z——1 continet vnitates , neceffe eft vt- aequatio 


ds | E d 
4. 0 totidem habeat radices reales; ideoque omnes 


eius radices erunt reales. Ex quo fimul perfpicitur, func- 
tionem s plura maxima minimaue habere non poffe, quam 
z7—1. Habemus ergo hanc regulam latiffime potentem ; 
fi aequationis s — o omnes radices fuerint reales, tum 


il. AD ^ : | 
quoque aequatio ;-— o omnes radices habebit reales. 


r * * [LN * * - ds; 
Vnde viciffim fequitur, fi aequationis 2;-- 9 non om- 
X 


nes radices fuerint reales , tum quoque non omnes 
aequationis z — o radices reales fore. 


298. Quia inter binas quasuis aequationis s — o 
radices reales datur vnus cafus, quo functio s fit maxi- 
mum vel minimum ; fequitur fi aequatio s — o duas ha- 


beat radices reales, tum aequationem o neceffario 


DE. 
vnam radicem habituram effe realem. Pariter íi aequa- 


d 
ax 


tio $ — o tres habeat radices reales, tum aequatio j.——0 
A 

certo duas habebit radices reales. Atque generatim fi 
aequatio 2 — o habeat z radices reales, neceffe eft vt 


VM C tdg x i 
aequationis - — o ad minimum fint »—r1 radices rea- 
. d$ aee a 
les. Quare fi aequatio j,-- 9 pauciores habeat radices 


reales quam 7 —1:, tum viciffim aequatio $— o certo pau- 
ciores quam zz; habebit radices reales. — Cauendum au- 
tein 
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tem eft, ne propofitio conuerfa pro vera habeatur; etiamfi 
| d | 

enim aequatio differentialis m —o aliquot vel adeo om- 


nes radices fuas habeat reales , tarnen non fequitur , ae- 
quationem s — o vllam habituram effe radicem realem. 

I Titus UI id 
Fieri enim pote(ít, vt aequationis j,-- 9 omnes radices 
fint reales, cum tamen aequationis s — o ofnnes radices 
(int imaginariae. 


299. Interim tamen, fi conditio füpra memorata 
adiiciatur, propofitio conuería ita proponi poterit, vt ex 
LN. TI . » d s "x 
radicibus realibus. aequationis j,; —- e, numerus radi- 


cum realium ae uationis s — o certo cognofci poflit. 


Ponamus enim. ; y; 9, &c. effe radices reales aequa- 
d £ .* 


tionis 2 s o, inter quas « fit maxima, reliquae vero 


ordine magnitudinis fe inuicem fequantur. ^ His igitur 
valoribus loco x fubftitutis fun&io s obtinebit vel maxi- 
mos vel minimos valores alternatim. Cum autem func- 
tio s fiat — v, fi ponatur x — &», patet eius valores 
continuo decrefcere debere, dum valores ipfius x ab ca 
vsque ad « diminuuntur; ex quo, cafu x —a, fiet & 
minimum.  Quodíi ergo hoc cafu. x — a fun&fio 2 Vd- 
lorem induat negatiuum, neceffe eft vt ante alicubi fue- 
rit — o, ficque aequationis s — o radix dabitur realis 
x 2 a; fin autem pofi to x—& funttio s adhuc reti- 
neat valorem affirmatiuum, ante nusquam potuit effe 
Oooo 3 mi- 














662 CU PUTS'YIL 


minor, alias enim quoque daretur minimum antequam 
x ad «& vsque diminueretur, quod eflet contra hypothe- 
fin; hinc aequatio s — o nullam habere poterit radi- 
cem realem maiorem quam &. Si ergo ponamus pofi- 
to —« fieri s — 3I, hoc modo iudicari poterit: fi fue- 
rit 9 quantitas affirmatiua, tum aequatio s — o nullam 
habebit radicem realem «4 maiorem; f(íinautem 9f fuerit 
quantitas nepatiua, cum aequatio 2 — o vnam perpetuo 
habebit radicem realem « maiorem, neque plures. 


300. Ad hoc iudicium vlterius perfequendum 





fi ponatur fiat 
doc "n a mc 
nc $ -—m $5 
E Y Ss E 
e cm $9 — 
2ü woo oq s^ eed 
Tw o &e. &c.. 





Quia ergo 9[ fuit minimum, erit $5 maximum, & qui- 
dem fi 9| fuerit affirmatiuum, erit quoque 95 affirma- 
tiuum, neque ergo ingér limites a & 6G dabitur radix 
realis aequationis s —.o. Quare fi haec aequatio nul. 
lam habeat radicem realem «& maiorem, feque vllam 
habebit, quae effet maior quam G. Sin autem 9Í fuerit 
quantitas negatiua, quo cafü vna datur aequationis ra- 
dix x7 a; difpiciarur vtrum valor ipfius 95 fit affirma- 
tiuus an negatiuus? priori cafu dabitur radix x 2 6, pos- 
teriori vero nulla dabitur radix intra limites « & & con- 
tenta; Simili modo cum 29 fuerit maximum, erit (9 mi- 
nimum ; quare (i 93 habuerit valorem negatiuum, mul- 
to 
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to magis G erit negatiuum , nullaque. hoc cafu dabitur 
radix intra limites G &y contenta. Ad'íi 98 fuerit affir- 
matriuum, radix dabitur realis inter limites & & y, (i 
fiat negatiuum : fin autem (€ quoque fit afhrmatiuum, 
tum nulla dabitur radix inter limites & & 'y contenta, 
fimilique modo iudicium vlterius erit inftituendum. 


301. Quo haec iudicia facilius intelligantur, ea in 
fequenti tabella complexus fum : 

Aequatio z — o vnam 
habebit radicem rea- 
lem, quae continetur 
intra limites 


Si fuerit 





X LR.) Arta c B o0 — — 

X RV Ar uq 9 — — & '5—-- 

x-—— 6 & x—y | 5-—--& € —-— 

«—.t*de xm G——— & $9-—-r- 

X 9j x- qj—-—-. & GG LlIlb— 
&c. &c. 


| 

Harumque propofitionum conuerfae & in negantes trans- 
mutatae pariter in omni rigore locum obtinent. Scilicet 
Aequatio 2 — o 
nullam habebit radicem | 
realem, quae contineatur | 
inter limites : 

x zn 






.o* 
fi non fuerit 


e xa »4 —— 
x-—«4 o oxrlIz-é 9 (— — & 96 —-- 
x-6 & xL—y |mB-—--&G&-—— 
MI. dX 45d G—— & $S— -, 
£é 4 C 4L oO-—--E& G-—-— 
"OO &c. 


e 
"3 
& 
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Ope harum ergo regularum ex radicibus aequationis 
ds 
dx 
radicum realium aequationis s — o colligitur, fed etiam 
limites innotefcunt, intra quos fingulae iítae radices con- 
tineantur. 


— o, fi eae fuerint cognitae, non folum numerus 


EXEMPLUM. 
Si propofita ifla aequatio: x* — 14XX t 24x — 12 —0 
quae an habeat radices reales C quot 
quaeritur. | 
Aequatio differentialis erit 4? — 28x -1- 24 —o 
feu x3 — 7x—-6 —o, cuius radices funt r, 2, & — 5, 
quae fecundum ordinem magnitudinis difpofitae dabunt 








vnde erit 
peus 2 € q — — 4 
gi Dat I 96 — —.r 
y — — 3 G — —— 129 


Ob 9[ negatiuum ergo aequatio propofita habebit radi- 
cem realem m 2, at ob 35 negatiuum, neque inter li- 
mites, 2 & 1, neque inter limites 1 & —— 4j radicem 
habebit realem. Cum autem. pofito x —— —— 3 fiat 
& —( —-—129, ac fi ftatuatur x ———u, fiat 2—-1- c 
neceffe eft, vt radix detur realis inter limites —3 & —«A 
contenta.  Habebit ergo aequatio propofita duas radi- 
ces reales, alteram x7 2, alteram x 44——3; ex quo duae 
ràdices erunt imaginariae. Simili modo ergo ex vlimo 
aequationis propofitae maximo vel minimo iudicari m 
et, 
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bet, quo ex primo folo. Scilicet (i aequatio propofita 
fuerit ordinis paris, vltimum (iue maximum fíiue mini- 
mum (erit autem hoc cafü minimum), fi fuerit nega- 
tiuum radicem realem, fin affirmatiuum radicem imagi- 
nariam indicat. At pro aequationibus imparium eraduum, 
quia pofito x — — uw» fit 5 — — c, fi vltimum maxi- 
mum fuerit affirmatiuum , radix realis, (in negatiuum, 
imaginaria indicatur. 

302. Regula ergo pro cognofcendis radicibus rea- 
libus & imaginariis hoc modo commode exprimi pote- 
rit. Propofita aequatione quacunque 2s — o, confidere- 


* " & & : 25 * r] 
tur eius differentialis j; — 9» cuius radices reales fe- 


cundum ordinem quantitatis difpofitae fint a, G, y, 9, &c. 
mum pof(to e We, Mods 45; «. 

füt. » -— 9LOUS.€8, QD. C. NL ro. 
lam (i figna fint:  — —4- —— -- —— -L- &c.*9 
tot aequatio s — o habebit radices reales, quot haben. 
tur litterae &, 6, y, &c. & infuper vnam. — Sin autem 
vna ex his literis maiusculis non habeat fignum inífra 
fcriptum, tum binae radices imaginariae indicabuntur. 
Ira fi 9[ haberet fignum -1-, tum nulla daretur radix 
intra limites vo. & 6 contenta. Si $8 habeat fignum —, 
nulla dabitur radix inter limites « & y; &, fi ($ habeat 
fignum -i-, nulld erit radix inter limites G6 & 9, & ita 
porro. Generatim autem praeter radices imaginarias hoc 
modo indicatas, aequatio s — o infüper tot habebit ima- 
ginarias , quot aequatio j —o. 


Pp pp $03. 











666 Cd PUTNII 


303. Si eueniat, vt valorum 9f, 95, €, $5, &c. 
aliquis euanefcat, tum eo loco aequatio s —o duas ha- 
bebit radices aequales. Scilicet fi fuerit 9| — o, tum 
habebit duas radices ipfi a aequales; fin fit 95 — o, 
duae erunt radices — 6. Hoc enim cafü aequatio «— o 
vnam habebit radicem communem cum aequatione dif: 


2. d8 | ; 
ferentiali 7- — o; fupra autem demonftrauimus, hoc 
effe indicium duarum radicum aequalium. ^ Sin autem 
1 d " bs 
aequatio 7;- — o duas pluresue radices habeat aequales, 


tum íi earum numerus fuerit par, neque maximum ne- 
que minimum indicabitur : vnde pro praefenti iníti- 
tuto radices aequales numero pares neglipi poterunt. 
Sin autem numerus radicum aequalium — aequationis 
d. SN a 

de 9 fuerit impar, tum omnes praeter vnam in 
formatione iudicii reiiciendae funt; nifi forte hoc cafü 
ipfa quoque functio s euanefcat. Si enim hoc eueniat 
aequatio ? — o quoque habebit radices aequales & qui- 


| QNESCU is (m. 
dem.yna plures, quam aequatio 7; — 9. Sic fi fue. 


. 9 d | : 
nt — (£.— €)^ R, ita vt haec aequatio habeat z 


radices aequales ipfi à, fi pofito x — ? quoque euanes- 
cat 2, rum aequatio ?—o habebit 7 —— 1 radices aequa- 
les ipfi £. 


304. 
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3404. Applicemus haec praecepta ad aequationes 
(i mpliciores, ac primo quidem a euni incipiamus, 





Sir ipitur propofita haec aequatio: s—x?— AxB—o: 
erit eius differentialis J.A A, qua fatta —o, 


erit x —£ A, feu a— £A. Subfítituatur hic valor loco x, 
fietque 2 — —— 1A A --B-231; vnde colligimus, fi 
ifte valor ipfius 9[ fuerit negatiuus, hoc eft fi fit 
AALa4B,aequaionem x x — A x --B— 0 habitu- 
ram efle duas radices reales, alteram maiorem quam i A 
alteram minorem. Sin autem valor ipfius 9[ fuerit af- 
firmatiuus feu A A. — 4 B, tum ambae aequationis pro- 
pofitae radices erunt imaginaria — At fi fuerit 9| — o 
íeu A A— 4 B, cum aequatio propofita habebit. duas. ra- 
dices aequales, vtramque fcilicet — $ A. — Quae cum 
ex natura aequationum quadraticarum fint noti(lima, ve- 
ritas horum principiorum non mediocriter illuftratur , 
fimulque eorum vtilitas in hoc negotio perfpicitur. 


. . 80$. Progrediamur ergo ad aequationes cubicas 
m modo inquirendas. Sit ergo propofi ta aequatio 
— Ax? -- Bx — C-2z5s-—o: cuius diflerentialis 


| d 5 

cum fit 3xx—2AÀx-- B— T fi haec ponatur —o, 
E z Ax—B : : 

fiet xx — morc aequationis vel ambae ra- 


dices funt imaginariae, vel aequales, vel reales inaequales, 
A-C Y (A? — 5 B) 
wi cu 


Cum igitur hinc fit x — 


—-, ambae radi- 


Ppppa ces 
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ces erunt imaginariae, fi fuerit AA «3B: hoc ergo 
cafü aequatio cubica propofita vnicam habebit radicem 
realem, cuius alii limires non patent praeter -t  & —c. 
Sint iam ambae radices inter fe aequales, feu A A— 3B, 


A j 
entr 5 Nií(i ergo fimul fiat s — o, hae duae ra- 
dices pro nulla reputari debebunt, habebitque aequatio 
vt ante vnicam radicem realem; fin autem cafü x — T 


imul fiat «—o, quod euenit, fi fuerit — ,, A? H£AB-C—o, 
feu C— $ AB — 4^4 À?; hoc eft fi fuerit B— 2 A2 
& C —;, A?, aequatio. habebit tres radices aequales, 
fingulas fcilicet — $ A. — Euoluamus nunc tertium ca- 
fum, quo ambae radices aequationis differentialis fünt 
reales & inter fe inaequales, quod euenit fi A A '— 5 B, 
Sit ergo AA — 3B —- f, feu B— £X AA — 1 f£, erunt 


| -— 
ambae illae radices x — A - Fiet ergo a4 — 2 A 4 if 





& 6—5$ A — $f.  Quaerantur ergo valores ipfius 
his refpondentes 9| & 298; & cum ambae radices con- 
tineantur in haec aequatione x x —— $ Ax —— r B, 
fiet s—- $Axx 1 $Bx - C—-$AA t$ ABH2 Bs C, 
Hinc itaque oritur: 
9| —— 7;;À? HRIAB- 7, À?/1 ;B/-C—44 A3 -1A5—,. /3 -C 
—-—4A3 44ABEALASJ-?BI-C—4.A* -PAFF£-C 
ob B— $AÀ-— £f. Si igitur fuerit 9| quantitas ne- 
gatiua, quod euenit, fi fuerit C 2, A*—4 A f— 2,75, 
aequatio & Zo vnam habebit radicem realem 7 a, hoc 
eft 
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eft maiorem quam 4 À-- $/.  Ponamus ergo efle 
C» 4A3-i1Af-j,ffeueíle C—4,A?-$Af—MfP ge; 
atque, vt vidimus, aequatio propofita cubica habebit ra- 
dicem realem 2 4; A-3-i/. Quales autem futurae fint 
reliquae radices, ex valore 95 intelligetur: erit autem 

|— 4f —gg5; qui fi fuerit affirmatiuus, aequa- 
tio infuper duas habebit radices reales, priorem intra li- 
mites & & 6, hoc eft intra 43 A -- 2, & 12 A— 1f 
contentam , alteram vero minorem quam 1 À——zF 
Sin autem fderit v7 2 .5/?, feu 95 negatiuum, tum 
aequatio habebit duas radices imaginarias. At fi fuerit 
95 — o feu ,*5 f? —— gs tum. duae radices euadent 
aequales, vtraque — 6721 A — £7. Denique fi fit va- 
lor ipfius 9| affirmatiuus feu C 4, A? —1 Af— 2 5, 
tum aequatio duas habebit radices imaginarias, tertiaque 
erit realis & - $A — 3f. Atque fi fic valor. ipfius 
9| — 0o, duae erunt radices aequales — «, manente ter- 
dua «3$ A $ | 


306. Quo igitur aequationis cubicae x? - Ax? -Bx-C—o 
onmes tres radices fint reales, requiruntur tres condi- 
tiones. Primo vt fit B-£AA«: fit ermeo B—1AA-15 
Secundo vt fit C 24,4 A* — 2 AF — f. Ter 
tio vt fit C 4 4,4 A? — 1: A f—— 4 f£. Quae duae 
pofteriores conditiones eo redeunt, vt C contineatur in- 
tra hos limites ;; A3-IAf-/,/ & J,A?-1ATL Jf 
feu intra hos limites (A /)* (A-2/) & &(A-)* (A4 2/). 
Quod fi ergo harum conditionum vnica defit, aequatio 
duas habebit radices  imaginarias. Sic íi fuerit A — 5, 

Pp pp 3 B--- 
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B—s,eritt4if-— 4AA—B—i: & £f— 35; vnde ifta 
aequatio: x? — 3 xx 4- 2x — Cro omnes radices 
reales habere :nequit, mniíi C contineatur intra limites 





Xx £X agua 2: Quare fi fuerit vel «4-23 
feu C 4 — o, 3849, vel C- 29 feu CZ o, 3849 


aut coniunctim CC 7 ;*,, aequatio vnicam habebit radi- 
cem realem. 

307. Quoniam in omni aequatione, fecundus ter- 
minus tolli poteft, ponamus effe A — o, ita vt habea- 
mus hanc aequationem cubicam x? —- B. — C —o. 
Vt igitur huius aequationis omnes tres radices (int rea- 
les, neceffe eft vt primo fit Bo, feu B debet. effe 
quantitas negatiua. Sit ergo B— —— ££, erit f — 3££, 
atque infüper requiritur, vt quantitas C contineatur in- 
tra hos limites —— 4, /* & ——- 4,/?; hoc eft inter 
hos — £k Y3k£ & -—-3tkVsa&£K. Eri ergo 
CC -;* feu CC «4 — , B5. — Vnica ergo condi- 
tione natura aequationum cubicarum, quae omnes tres 
radices habeant reales comprehendi poterit, dum dice- 
mus effe oportere 4 B? —— 27 CC quantütatem  nega- 
tiuam. Sic enim iam poftulatur, vt íit B. quantitas 
negatiua, quia alioquin 4 B? -- 27 CC negatiuum fieri 
non poffet. ^ Quocirca generatim affirmamus, aequatio- 
nem x? —4— Bx 23- C — o omnes tres radices habituram 
effe reales, fi fueric 4 B? —1— 27 CC quantitas negatiua. 
Sin autem haec quantitas fuerit affirmatiua, tum vnicam 
fore realem , reliquas binas imaginarias; at fi Ue 
4 
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4B? -I-27 CC — o, tum omnes quidem radices futu- 
ras effe reales, at. binas inter fe aequales. 


308. Progrediamur ad aequationes biquadratas, in 
quibus etiam fecundum terminum deeffe ponamus. Sit 
I 

ergo x* -- Bx? — Cx -- D — 0o. Statuamus x ——, 


Hu 
eritque 1 -3- Bu? — C? 4- D»* —0, cuius aequatio 
differentialis eft 2 B» — 3C»? -T- 4 D u? — 0, quae 

| 6Cu—4B 
vnam habet radicem 4—0, tüm vero erit «4u— —— 


;C2- Y(sCC—s2BD) 


& 4L ——— —DETT Vt igitur om- 


nes quatuor radices fint reales, primo requiritur, vt fit 
9CCz232BD. Ponamus ergo effe 9CC--352 BD 4 9/5 


erit « — T 3 Hic C femper pro quantitate af 





firmatiua  fümere poterimus, nifi enim talis fuerit, po- 
nendo z — —— v talis euadet.. Mox autem demonftra- 
bimus omnes radices reales effe non pofle, niíi fit B 
quantitas negatiua. Sit ergo B: — £27, eritque 
| C 4-5 
9 CC-cc9f—32ggD, & «— Su. Atque duo 
cafus erunt perpendendi, prout D íit quantitas affirma- 
tiua vel nepatiua. 
l. Sit D quantitas affirmatiua, eritque / 2 C, ac 
tres ipfius z radices fecundum quantitatis ordinem dis- 
2CT3f 1C-3f 
ofitae erunt 195 «zz — 29; «L0, 39; u— ————. 
p ^ :s$D ; 4—953 5 27D 
Aequa- 
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3 2 
Aequatio autem v —- Ls -L es -- 5 —5 0;- Dis 


valoribus loco « fübftitutis dabit P cH tres valores. 
27 (C-2.-/? (€ — 3f) 








9 — 4996D* T D D 
! I 
5 — D 
G — 37 (C — f) D Ne 
EN 4096 D* 


quorum primus ac tentus debet effe negatiuus: vter- 
que quidem ob Caffirmatiuum & C «f fit minor quam 2 


D 
mA LUI (3f) 


Oportet itaque efle — 5 72096 Di & 


a7 (f—C)*(C 
p^ Era EN feu 4096 D? «27 (£1 C)! (4-C) 


& 4096 D? 427(f — C) (C-3-3/). At prior quan- 
titas femper ge maior eft pofteriori; vnde fufficit, fi 


(f£— C»? (C-1-57), exiftente 





fuerit D? -— 


p— 9 A n- US f C, atque Dro Si igitur 


fuerit D quantitas dlfirmatiua, E affirmatiua, B negatiua, 


vti f C, aque D? «4 7. (f — Cy (C255), 





es 


hoc eft D «€ T (f — C) VGf-- C), tum aequatio 





Omnes 
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omnes radices habebit reales — Sin autem fuerit 
D» 3. (/- C) y Gf/1O) attaren D « 4 C/EO) (37-0); 
tum. duae radices erunt reales & duae imaginariae. — At 
(i adeo fuerit D ^ (f 2— C) y(sf— C), tum om- 
nes quatuor radices erunt imaginariae. 

II. Sic D quantitas negatiua puta — ——- F, manente 
"mE AES 
39 7. 


uo ei erit Cz f Cum igitur fit «—— Dis 
u— — 3 E 3J tres valores ipfius « fecundum ordinem 
magnitudinis mem erunt 1, 4—9; 25, q—— ——g*; 
E se ^] 
"^. — 
-— - 
"m oou 
$c xxcC-—D mr EG--3) x 
CST 4096 F* EF 
(CAE: 
pis 4096 F* n 
Cum igitur 9| fit quantitas negatiua, aequatio iam certo 
vnam, ac propterea quoque duas habebit radices reales. 
Vt autem omnes radices íint reales, oportet vt $5 fit 
Qa4qq quan- 


C affirmatiua ac B negatiua, ob B — 


, qui dabunt fequentes valores 
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quantitas affirmatiua, ideoque 27(C—/)* (C5 £^) 4o96F*: 
rum vero necefle eft, vt, fit € quantitas negatiua feu 
27 (C 24-£)* (CC — 3/) «4096 F?. Quocirca vt om- 
nes radices fiant reales, requiritur vt F? contineatur in- 


! TRTOWE- FÉ! (C-3f) & X. (f 

tra hos limites pe (C--/)3 (C755) & do96 (C—/)? (C4 37) 
feu vt F contineatur intra limites 4 (C-4- f) y (C—3f) 
& — (C—jf) y(C-2-37/); & nii F contineatur in- 
tra hos limites, duae radices erunt imaginariae. 


III. Ponamus iam B effe quantitatem  affirmatiuam, 


& D pariter affirmatiuam, ob B — rad , erit C» f; 


;-d- 
& cum fit « Lit radices ordine magnitudinis 
difpofitae erunt 19, vs 3A) "aW — 3 (C7 





8D am. 39 : $D 
& 3?5; £—o, vnde fequentes oriuntur valores; 
ME ritu Pal red 1 
E -40996D* hu: D 
A 27 (6 —— Fr COT (CE s 
A 40960D* — 


I 
vbi cum € fit quantitas affirmatiua, certo duae radices 
erunt imaginariae. Sin autem fuerit 9| negatiuum, 

: quod 


CAPUT XII 67; 


quod euenit, fi 4096 D3 «27(C 4f (3f — O, duae radi- 
ces erunt reales: fin fuerit 4096 D? 2 27 (C -/)? (3/—O), 
tum omnes quatuor radices erunt imaginariae. 


IV. Maneat B affirmatiuum, fit autem D necatiuum 





—-F, ob pcm , erit /z- C & ob «4 — E, 
tres ipfius « radices fecundum ordinem magnitudinis difpo- 
fitae erunt. 1?, 4.— E 29, M —205 &3?,u——— CD 
vnde ifti valores nafcuntur, 

"PH IMBRE y A oaa 23 gf Seca T8 r 

zu 4096 F* y 
| I 

m LU T 

Gm LC (Sf C) I 

dioc 4096 -Caoo6 F^ TSRTM 


vbi ob 9[ & € negatiua aequatio certo duas habet radi- 
ces reales, at ob $5 negatiuum, duae radices erunt 
imaginariae. 


309. Si igitur ponamus lirteras B, C, D quanti. 
tates affirmatiuas denotar, fequentes oriuntur cafus di- 


verfi diiudicandi, qui ob / — V (CC — r B D) huc 
redeunt. 

L Si aequatio fit x* — B x? -- Cx -i- D — o, 
Omnes radices erunt reales, fi fuerit 


D «€ 2; (V(CC 15? BD) - C] P (3W(CC 4 3? BD) 4C] 
Qqqq 2 Duae 













L 
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Duae radices erunt reales, duaeque imaginariae, fi 
fuerit 

D» 6 (V(CC-5?BD)—C] y (3V(CC4 3?BD)-L-C] 
at D «c (V(CC4 5? BD) C) y(sV(GC4- S CD) —c) 
Omnes autem radices erunt imaginariae, íi fuerit 

Dz- fs (V(CC4 5*BD)£C] y (3/(CC4 39BD) —C]. 


IL. Si aequatio fit x* — Bx? -- Cx —— D — o, 
Duae radices femper fünt reales , reliquae binae quo- 
que erunt reales, fi quantitas D contineatur intra hos 
limites, 

D 26$ (YCCISBD)C]) P (C—3Y(CC—57BD)3 


D «j£ (C-Y(CC-3*BD)] y (C43 Y(CC4 52BD)) 
nifi autem D contineatur intra hos limites, duae reli- 
qua radices erunt imaginariae., 


Ill. Si aequatio fit x* —— Ba? d-Cr-LD-sg 
Duae radices femper erunt imaginariae. Reliquae vero 
duae erunt reales, íi fuerit 

D « £(V(CC-3?BD) 4C] y (3V(CC— s?B D)—C] 
Reliquae vero duae quoque emunt imaginariae, fi fuerit 

D 7 f«(V(CC-?BD)4C] y (5Y(CC— 33 BD) —c) 

IV. Si aequatio fit x* -- Bx* -- Cx — p — o, 
Huius aequationis duae radices femper erunt reales, 
duae reliquae vero femper imaginariae. 


EXEM- 
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i EXEMPLUM IL | 
$i propouatur baec aequatio X*— 2 XX -4—3x -- 470 
* quaeratur matura radicum, vtrum fmt reales an 
mmaginariae. 
Quia hoc exemplum ad cafüm primum pertinet, eft 


B—--2; aao: & D-a4; vnde bpacndeie 


vnde NOME a omnes radices fint Adis. funt 


«3 PHTyO/ss7-5— 61V 3173(3 37—3) 


4 «3. DE -3 Y'a 43X— (733779) Q/337 t3) 


I6 * 
A dhibitis, boiisdba ubi examinari debet ergo, vtrum 
fit 4 «23 & 4-4 - ; quare cum prior tantum condi- 
tio locum habeat, aequatio habebit duas radices reales, 
& duas imaginarias. 
EXEMPLUM Il. 
Propoftta fit haec aequatio : 


X' — 9XX —- I2X — 4 7o. 


Quae cum pertineat ad cafüm fecundum, duas habe- 
bit radices reales; Ad reliquarum naturam inueftigan- 


Q3gq3g 3 dam 
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dam, ob B—5, C—:2 & D —4, erit Y(Cc -3*BD) 
mexii di 144 — 32.4)— 4. Ideoque videndum eft, vtrum fit. 
4». 16 y o, hoc eft 4 7 o | 


& 4L. 8 y 24 hoc eft 4 «4:3 y/3 
quorum vtrumque cum eueniat, aequatio propofita qua: 
tuor habebit radices reales. 

EXEMPLUM Iit. 
Propo[ita ftt haec aequatio : 
X* —A— xXx — 2x —- 6 — O0. 
Quae cum pertineat ad cafum tertium, duae radices 
certo erunt imaginariae.  l'um vero eft B- E 


C—2 & D—6, ideoque V (cc- 2: nbyv(4- 9), 


quae quantitas cum fit imaginaria, & duae reliquae ra- 
dices certo erunt imaginariae. 
EXEMPLUM. IV. 
Sit propofita aequatio. haec : 
X* — 4X? -]- 8x? —. 16X —4- 20 -—— 0. 
Eliminetur primo Bip terminus, fubítiruendo 
x — y-r fiet 














yi y* -- 4»! -- 63» wu 4 y p 

-— 4 ER CI P NP tagooee 1qy —— 4 
4-8 x? — -- 83* 4-165 3- 8 

—16x — — 16y — 16 

--20 | LI bé Luar 
Ego ^ 3-220) — 8) -d- 9 ——e 


quae 














quae cum. pertineat ad cafum tertium, duas radices ha- 
bebit imaginarias. "lum vero ob B—2, C—8, D— 5, 


erit JC zT BD)-YV(é4— 64)-—o. Com- 


— 9 cum -.8 $—8 ——. 
paretur ergo D— 9 cum —.8 y, —8 ——-5. Cum 


ergo fir D— 9 7 — 3, etiam duae reliquae radices 
erunt imaginariae. 


EXEMPLUM V. 
Sit propofita haec aequatio : X*—42x3—7x? 4- 34x —24—o 
cuius radices conflat effe, 1,2, 4. & — 3. 


Quod íi autem regulas applicemus, füblato fecundo 
termino ponendo x——y 1 fiet: 335—13yy T 12y - o 0o 
quae cum cafü fecundo comparata dat B— 1:3, C— 12, 
D—o. Debet ergo effe Dz- 45.24. /-24; feuoz- —9y3 
& D «o; cum igitur D) non fit rmaius quam o, aequa- 
Ho quatuor radices reales habere indicatur. |Si enim fit 


D — o, altera aequatio abit in D -« $5 C C) V 4C 


ideoque 1 « H Y 4C, feu 27 C C c 4 B?: eft vero 





27. 144 «1-4. 13? feu 36. 237 «€, 13*. 


310. Opus foret maxime difficile, fi fimile iudi- 
cium ad aequationes altiorum graduum transferre velle- 
mus, propterea quod aequationum differentialium  radi- 
ces. plerumque exhiberi non poffünt; quoties autem 
has radices aílgnare licet, ex traditis principiis facile 

colli- 
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colligitur, quot aequatio propofita habeat radices reales 
& imaginarias. Hinc omnis. aequationis, quae tantum 
ex tribus terminis conítat, radices, vtrum íint reales an 
imaginariae? definiri poterunt. Sit enim propofita haec 
aequatio generalis : 

xm" —J— Ax» -- Bzco-s 


Sumatur eius differentialis - — (mu) xm-*-1—- 2A x81, 


qua nihilo aequali pofita, erit primo x»-' —o; vnde 
fi z; fuerit impar numerus, nulla radix maximum mini- 
mumue exhibens oritur: íin autem fit z numerus par, 
vna radix in computum ducenda erit x—o. Tum vero 
erit (m —L-2)x" 4-727 À-—0; quae aequatio, fi s. fit 
numerus par, & A affirmatiua quantitas, nullam habet 
radicem realem. — Hinc fequentes cafus erunt. expendendi. 


|l Su m munserus par q9 n numerus impar, & radix 
x — o non valebit. Si igirur fuerit A quantitas aflir- 
mariua, nu]la prorfus habebitur radix maximum  mini- 
mumue exhibens; vnde ob »--7 numerum imparem 
aequatio propofita vnicam habebit radicem realem, Sin 
autem fuerit À quantitas gegetins puta A — — E, 


"^E gpgE- uu 7 "NE 
erit qe Vers vnde & —I & 6—c— s" 
Ex quibus valoribus fit: 

| m CAE x1 
T— ade v3 av eat —) --1 





atque $5 2 -—- - A T ae 21622 -4-B. $i » 
Crit 
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mE mim 
fuerit igitur ?[ quantitas negatiua, feu - -—R I - B, 
aequatio vnam habebit radicem realem 2 «. $i infuper 
fuerit B z- — I NET. i , hoc eft ambas 
conditiones in  vnam- comple&endo ; fi fuerit 
(m-- 2)" B^ — m" s" E"--^, tum aequatio tres 
habebit radices reales: &, nifi haec conditio locum ha- 
beat, aequationis vnica radix erit realis. — Valent haec 
de aequatione x"»--^ — Ex*» ——- B—-o, fi fuerit m 
numerus impar: vbi fi E fuerit numerus negatiuus, 
aequatio femper vnicam radicem habebit realem. 


Il. Sint ambo numeri » & z impares, vt fit &; -—z 
numerus par, nullaque radix ." — o in computum ve- 


niat. Quia eft (--2) x" —4— 2 À ———-—o, erit 








x ——o— V — L2 quae vnica radix (i fit ——— a, fiet 


m mA 

T ed mL n n eam mA. Ay. -t- B. Qui 
valor fi fuerit negatiuus, aequatio propofita duas habebit 
radices reales, contra nullam. Aequatio ergo propofita 
x"-F" -L- Ax" —- B— o duas habebit radices reales, 
fi fuerit z!^ 2" Av" E (m--2)"--» B»; fin fuerit 
z? jy Anc" «4 (m--2)7--". B^", nulla prorfus radix 
erit realis. 


III. Sint ambo numeri » & z pares, erit s;——7z pa- 
rier numerus par: vnaque radix x — o maximum mi- 
Rr rr nimur- 
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nimumue praebebit: quae erit vnica, fi A fuerit quan- 
titas affrrnatiua, vnde facto « — o, erit 9| — B. Quare 
fi fuerit B quoque quantitas affirmatiua, aequatio nullam 
habebit radicem realem ; fin autem B fit quantitas nega- 
tiua, duae habebuntur radices reales, neque plures, fi 
quidem A fuerit quantitas .affirmatiua. — At ponamus 
effe A quantitatem negatiuam feu A ——— —- E, erit 


"M CSE 


ry urit habebimusque tria maxima vel mi- 
CHER qu ES d OM OP eUUMA DERI I 2 
nima: nempe a — —- V uS 6-—o; fce 


Quibus ipfius s — x»-c-"— Ex»-L.B—o refpondent 
K Miri uk mE j "Ek VEM FUA : [rU 
valores 9| — (— m--n Nm-)-8 -L- B; d: 
e m E 2E vil 


-—- " 


m--s Nu--2À  "7—- P. Si igitur B fit 


quantiras negatiua, ob 9| & (€ negatiuas, aequatio duas 
tantum habebit radices reales, propterea quod quoque 
45 — B fit negatiuum. At fi B fuerit quantitas affirma- 
tiua, aequatio quatuor habebit radices reales , fi fit 
(m-—-z)"--" B" — m" ;^ E"v--". Nullam autem ha- 
bebit radicem realem, fi fuerit (m-pz)n--» B» e n7» Em-4-», 


IV. Sit » numerus impar & z numerus par: atque 
radix x — o dabit maximum vel minimum. Praeterea 


" nÀ 


vero erit x————Y ——. Si ergo A fit numerus 


affir- 


f—- 











SD ORAND, et a —o & em—Y E PE hincque 
VA 2A | DE. 
9| — B, & $5 — xx "LA. Quare fi fit B 


quantitas negatiua, puta B — — P, atque infuper fuerit 
m n^ Àm--" e» (m—-5)7--* F7, aequatio tres habebit ra- 
dices reales ; contra vnica tantum erit realis. — Sin au- 
tem fit A quantitas negatiua puta A—-— E, fet 


SUME c E & ay " & G-o, qui 


m-- | m-—" 
bus refpondent 9[—— —— (7 —) B & $8—B. 
us Te penevue etn mc RE NIPSESH 


Quare aequatio tres habebit radices reales, fi fuerit B 
quantitas affirmatiua, & mm;nEm-9n--2--"Bm»,. 
quae proprietas nifi locum inueniat, aequatio vnicam 
habebit radicem realem. 


431r. Sint omnes coefficientes — 1, atque denotan- 
tibus y & v numeros integros, aequationes fequentes ità 
diiudicabuntur : » 
x War --x -J-1zzo vnicam habebit ra- 
dicem realem : 
re —X --r-2-o, tres habebit radi- 
ces reales, fi fuerit 
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quod cum nunquam fieri poffit, aequatio femper vni- 
cam radicem realem habebit : 


- 
24-729. 29——E 005 : : 
x sa —-1—:20 quas habet radices 
2p--—2v 2y—1I al | : 
x n gita -1--o nullam habet radicem 
realem. | 
»2u-3-2v , ay | | dde | 
x --*x  --:i-o nullam habet radicem 1 
realem. 
2 -2y 2y ia . 
is ue -——-x  —-1--o0 duas habet radices 
reales. 
2p 2y--r 2y t 
x 7t --*  zti-cco vnicam habet radicem 
realem. 
2p——-2»——-1 2y : 
x |o—* rkicco vnicam habet radicem 
realem. 


Ceterum quia in cafü tertio ambo exponentes fünt pa- 
res, is ponendo xx — y ad formam fimpliciorem re- 
duci poteft, ideoque hic cafüs praetermitti poffet. Quo 
fatto affirmari poterit, nullam aequationem tribus termi. 
nis conítanrem plures tribus habere pofle radices reales. 


EXEMPLUM, 
Quaerantur. cafus, quibus aequatio haec x52- Ax*H- B—o 
ires habeat radices reales. 

Quia haec aequatio pertinet ad cafum quartum, patet 
quantitates A & B, effe debere fignis contrariis affeCtas. 
Quare nifi huiusmodi habeat formam, vnicam habebit ra- 
dicem realem: fin autem aequatio propofita fuerit huius- 

modi 
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modi *53-Ax* 3: B— o, quo ea habeat tres radices reales, 
necefle eft vt fit 3'2* A s5B? feu A1. Tp. 


Quodfi ergo fuerit B — 1, oportet effe, Asp S, 
feu AÀrL1,960:32. Si ergo fit A —2  iíta aequatio 
45——2x?—-1:-—co tres habet radices reales, quarum 
cum vna fit x — :; fequitur hanc aequationem biqua- 
dratam x*—-x3-— x?—— x — 1—0, duas habere ra- 
dices reales. Quod quidem tum ex his datis praeceptis 
intelligi poteft, tum ex iis, quae in libro füperiori funt 
demonfítrata, manifeftum eft, vbi oftendimus, quamuis 
aequationem.- paris gradus , cuius terminus abfolutus fit 
numerus negatiuus, habere femper duas radices reales. 


312. Ex his principiis quoque aequationes, quae 
conftant quatuor terminis, diiudicari poterunt, dummo- 
do aequationis difierentialis radices. commode exhiberi 
queant, quod euenit, íi exponentes ipfius x vel in tri- 
bus anterioribus, vel in tribus pofterioribus terminis fint 
in arithmetica progreílione. Cum autem haec diiudica- 
tio in genere fufcepta ad plures perducatur cafus, eam 
in nonnullis exemplis abfoluamus, 


EXEMPLUM .LI. 
Sit propoftta baec aequatio X? —ax5 4x?—a— o. 
A . ds 
Fatto z—x'—2x5-x3—a, erit 4 ——7x5—10x*43xx 
: dx  ' ; 
quo valore ruhilo aequali pofito fiet primo x.x — o, 
Rr rr 3 qui 
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qui duplex valor pro nullo reputandus. "'Tum vero erit 


$72 


P4 — - qaum lm 1 4 e— * T2 
7x* — 10x?——3, vnde fit x?—: ; & quatuor 
valores pro x emergent, qui fecundum | magnitudinem 


ordinati, fequentes pro s praebebunt valores : 


—uayi | omiescity a 
| fM 
EMT v — 748 
—-—Vi visent a 
suem. d —-— 78M d. 


Si ergo fit « numerus affirmatiuus, erit vel 4 SE Y, 


vel a Y priori cafü ob 9f, 95, G, D, omnes 
negatiuas, aequatio propofita vnicam habebit radicem 
realem xz :.  Pofteriori cafu fi «YS aequatio 


tentam inter limites 1 & 3i, & tertiam intra limites 


--Y$ & —Yi. 


Sin 4 fit quantitas negatiua ponendo x — — y, ae- 
quatio perducetur ad formam priorem. ^ Quo ergo ae- 
quatio propofita tres habeat radices reales, necefle c(t 
vt fit 4«10,0916134 vel a«& ir. 


tres habebit radices reales, primam 7 :, fecundam con- 
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EXEMPLUM II. 


$;t propofitta haec aequatio : 
ax5—3x^4 IOX?—I12-—:0. 

Quia hic exponentes trium pofteriorum terminorum 
funt in arithmetica progreffione, ponatur x —— atque 
aequatio transmutabitur in hanc: 1 

4—35*—3— 1055 — 125? — 0, ponatur ergo 
$— 12y*—— 10)5—-33*—— 5 — 0, eritque differen- 


tiando T — 96)!—— 505*-- 65 — 0, ex qua aequa- 

« — 39) —$ 
—— 

GG. 4 Z2 S, ideoque vel y — j- vel y—y4. 

His ergo tribus radicibus fecundum magnitudinem dis- 

pofiris, refpondentes ipfius s valores ita fe habebunt : 


dione primo fit y —— o; tum vero erit y» 


34 t1 $ 
a cmm SM Feed) cie sues a 
y^ j- 
MON MEI Iu 89414 9 2. 99.99 
y, 22:0 G ——a 





Quodü ergo fuerit & 2 j- aequatio ,propofita duas 


: : ps | I 
habebit radices reales, alteram 2 y- alteram. «& o: 


at 
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at praeter has infuper habebit duas radices reales, (i 
fimul fuerit 35 quantitas affirmatiua, hoc e(t, (i fuerit 
a arr 14 Quamobrem aequatio propofita quatuor 
habebit radices reales, íi quantitas « contineatur intra 
limites e & Sy i qui limites proxime funt : 


0,48075 & 0,50674. Pofito ergo 24 — 1, haec aequatio 
x9 —26x5—- 20x? — 24-0 quatuor habet radices 


; au 416 
reales intra limites c; Y V35 03 — v ergo tres 


erunt affirmatiuae & vna negatiua. 
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CAPUT XIIL. 


DE CRITERIIS RADICUM 
IMAGINARIARU M. 
313. 

I; capite praecedenti modum exhibuimus naturam ra- 

dicum cuiusque aequationis explorandi, ita vt eius 
beneficio, fi proponatur aequatio quaecunque, inueniri 
poffit, quot ea radices habeat reales, & quot imagina- 
rias; Plerumque quidem haec inueftigatio difficillime 
inftituitur, cum aequatio differentialis ita eft comparata, 
vt eius radices exhiberi nequeant. | Quanquam autem 
his cafibus eadem operatio ad aequationem differentia- 
lem ipfam aggommodari, eiusque radicum natura ex 
ipfius differentiali indagari, hincque illius radices proxi- 
me afífignari poffent; camen labor nimium faepiffime fie- 
rer moleftus. — Quamobrem in hoc negotio faepenume- 
ro fufficit eiusmodi criteria nofle, ex quorum praefentia 
tuto concludi poffit, ineífe in aequatione propofita radi- 
ces imaginarias ; etiamíi ex eorum abfentia viciffim in- 
ferri nequeat, omnes prorfus radices efle reales. Quae 
cognitio etfi eít imperfecta, tamen frequenter vfu non 
de(tituitur : quocirca his criteriis explicandis praefens ca- 
put deftinauimus. 


* 
LJ 


314. In capite igitur praecedenti vidimus, fi 
aequatio quaecunque : 
SSSS dena 
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& zc a?— Aat Ba Ca Dit-4— &c.—o 
omnes radices habeat reales, eum etiam eius differentialem 
2*2, gri (y 1) Ashe (aa) Bin 1 (o 3) Cin &c.—o 

omnes füas radices habituram effe reales. — Simul vero 
 oftendimus, etiamfi aequatio differentialis omnes habeat 
radices reales; tamen inde non fequi, ipfius aequationis 
propofitae omnes radices futuras effe reales. Interim ta- 
men, fi aequatio differentialis habeat radices imagina- 
rias, tum femper rette concludimus, aequationem ipfam 
propofitam ad minimum totidem habere debere radices 
imaginaria. Ad minimum dico: fieri enim poteft, vt 
ipfa aequatio plures habeat radices imaginarias. ^ Hoc 
ergo modo ex aequatione differentiali plus concludi 
non poteft, quam, fi ea habeat radices imaginarias, ip- 
fam propofitam aequationem eiusmodi jadices quoque 
habere debere, & quidem ad minimum totidem. 


315. Si aequatio propofita multiplicetur per po- 
teftatem quamcunque x^, denotante » numerum inte- 
grum affirmatiuum ; tum quia haec noua aequatio om- 
nes radices habebit reales, fi quidem propofi itae radices 
omnes fuerint reales: tum quoque eius differentialis, 
poftquam per .x7-: füerit diuifa, radices erunt reales 
omnes. Hinc fi haec aequatio : 

x? — Aa5-3i1—L. Ba»: — Ca7:3 -- Dx7-4 — &c. —0 
omnes radices habeat reales, tum quoque ifta aequatio 
(mz)x" — (m-n-1) A x" 4 (42-2) Ba? — &c. — 0 
om- 





- iuam d —À i a | — -———— A dA o RE RÉEL. e 
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omnes radices habebit reales. Ob eandem rationem, (i 
haec multiplicetur per «* & denuo differentietur, aequa. 
tio refultans : 


(mr) (Ep) xn— (nrbi) (£111) Aet (mio 2) (Epr—2)Bac 1— &c. —e 


omnes adhuc radices habebit reales : ficque quousque 
libuerit, vlterius progredi licet. Sin autem huiusmodi 
aequatio radices imaginarias habere deprehendatur, tum 
(imul certum. erit, ipfam aequationem propofitam faltem 
totidem radices imaginarias effe habituram. 

: Ld 


. 816... Si aequatio; propofita, antequam differentiatur, 
per nullam poteítatem ipíius x multiplicetur, tum 1iudi- 
cium ad aequationem vno gradu inferiorem . deducitur. 
Ita. (i aequatio propofita 

X? — A x"-a -— Bx*-: — Cx"-: -— &c. — 9 
omnes radices habeat reales, tum quoque eius differen- 
tiales omnium ordinum omnes radices habebunt reales, 
Quare & fequentium aequationum omnium radices erunt 
reales : kc | 
nxn-1—(n—1)Àx"-3 F(n—2)Bx*7— (1-53) C 1*74 - &c. — o 
n (n-1)2 (n gia) Aat 3 4 (1-2 (n3) Ba*-4 - &c.—o 
"(n—1)(n—2)x "3 —(n—1) (27-2) (n—3) Ax*7-* -1- &c. — 0 
(n1) (n—a Yn-3)-4- (1-2 (n 3 (1-4) Aa"-54 &c.—o 

&c. 


* | | 
quae aequationes ad fequentes formas reuocantur: 


Ssssa23 yn 
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eic (7D js aca 717) gus (nao) 








«UE p. 1 aine rP nc) C74 &c. — o 
na  V72). A oai 4 U172X9—3) q,-4 072) (00-3) (74) 
v WT NAME TORO n(n-i1) pee " m(n-1)(u-2) uer Ac. — 
* e 3) A nca 1 07722 (1-4) (-3)9-4)(0-5) e... 
ei EOM ag t enr rcr Gent e. 


E (n- 4X5) ue. (I7 -6) 
diim te. SRI d.  2-1)(-2) (n—2) Cre? &c. co 
&c. : 


317. Hoc igitur modo iudicium ad aequationem 
dati gradus inferioris, quam eft ipfa propofit ta, reduci 
poteft. Sic fi » fuerit numerus quicunque minor quam 
2, tum fi aequatio propofira omnes radices habeat rea- 
les, tum quoque huius aequationis gradus » omnes ra- 
dices erunt reales: 


EE prom "nr gm, (m —ry(m—a) Cx 0-1] &c.— 








n(n—1) 2(n—iY(n—a2) 
Quia Íi ponatur &—2; mer ifta aequatio : 
dir rs vi "gt Sn 


cuius radices debebunt effe reales, fi das aequatio 
propofita x*——A x»-:-- B.x»-: — C x^—-3—— &c, — o, 
omnes, habeat radices reales. Cum autem iíta aequa- 


tio quadratica radices reales haberg - eden nifi fit 
AA, 303 
" b Pa TIR S (8-1) B, fequitur, aequationis propofi itae radi- 





CCS 











CAPUT  ÁXIIÀ 693 
ces omnes reales effe non poffe , nii fit AA P B. 


| : 2n ACTA 
Quamobrem fi fuerit AA « — B, hoc certum erit 


fignum, aequationis propofitae ad minimum duas radices 
fore imaginarias. 


318. Hinc ergo affecuti fumus affeCtionem neces. 
fariam , qua coefficientes trium primorum terminorum 
affetti effe debent, (1 quidem aequationis propofitae om- 
nes radices Cer reales. — Hocque eft eiusmodi cri- 
terium , vti initio meminimus : fcilicet etiamíi cafu 


AA —— B, nihil pro realitate radicum fequatur, at fi 


| AE. "Wut 
fit AA « — B, hoc tamen certum fit fignum duarum 
fl . 
faleem radicum imaginariarum. Sic vt omnes radices fint 
reales, fücceffiue pro » numero 2, 5, 4, 5, &c. fubfti- 
tuendo requiritur , vt. fequitur : 


g'-—Ar BITS. €... . A'x 4B 
xr—HAx?-9 Bx —C -—0 ..... A's 
x5:—— Ax3—L-Bx*—— Cx --D — 0 . . . A?*z £B 
x1— Ax*-- Bx? — Cx* 2 Dx —E—0 S. À* . LeB 
Hinc fi terminus fecundus defit, tertiique coefhciens B 
fit afhrmatiuus, vt aequatio fit huiusmodi: 
x5—-Bxr7-:—Cx7—-:-- Dx^-4— &c. — o, 

haec omnes radices reales habere nequit, fed ad mini- 
mum duae erunt imaginariae. 

5S5sS 3 319. 
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319. Huiusmodi vero criteria pro coefficientibus 

lequenrium terminorum erui PN EC ts nda 

aequationem hanc: . | 
1—4A y -4- B)? — Cy 4- D^ dre, 

totidem habere radices tam reales quam itingiliéas 

quot ipfa aequatio propofita contineat. Haec enim ae- 


quatio ex illa oritur, fi ponatur x— m , ia vt ex radi- 
cibus huius aequationis fimul rdices illius habeantur. 
Quare fi aequatio propofita omnes radices habeat rca- 
les, tum quoque reciprocae iftius diferentialis, fcilicet 
"s —A--38j— 3 Cy?-- 4D ys — &c.— 0. 
radices omnes erunt reales. —Subftieuatur in hac iterum 
X. pro j atque emerget iíta aequatio : 


Ax-1— 2Bx7-:——3Cx5— — 4Dx»-4 ——- &c. — o, 
cuius radices propterea omnes erunt reales, íi radices 
aequationis propofitae fuerint tales. . Hinc. im ! puer, ft 
fuerit 5 r3, neceffe effe vt fit BB- 3 AC. 


320. Diflerentietur autem ifta aequatio Manat 
atque. prodibunt :. 


j. V. AE EHES 2 i 2 4875) 8.383 jj s 3(n-2X2—3). Ca5-4 — &c. — 


(u-iXa-2) | 

iS ioa E Lacy 30-3Y91—4) eu bd 
Ax*'—— Ba qu AA zm "(n 1Xa— cry uae P — '&c.— Q 
ius d TS -n a(n-4X975) sc Ric 
Ax5—4—— Bxs-5-2- ———— (n—1 Push: jim &c.—*0 


cC. — Gene- 
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nb m Áo 


t ie) Ape d. 
AT pui ym Meran 2 c gs ai: 


Si iam ponatur L2, habebitur ifta aequatio : 


RIDE. 
Voprwtr elena B dcassiis) 


4BB ABB, 6AC 
(n—)*" (z-1(2-2) 
Quare fi aequatio propofita omnes habeat radices reales 


erit BB Ta — AC. Atque fi fuerit BB 7 102 AC, 


hoc certum eft fignum; aequationem propofit tam ad mi- 
nimum duas habere. radices imaginarias. — Si igitur fit 
EA, at criterium erit BBz- sig fi fit »—245 erit 


BB» 3 2-3 AC; fi 2—5 erit t BB 7— ; AC, & ita porro. 


C o. 


cuius radices vt fint reales, oportet effe —— — 





. 321. Vt haec criteria ad fequentes  coefficientes 
cansferamus, refumamus aequationem  differentialem in 
» inuentam : 

— ÀA-1-285— 3C5* -- 4D5? — ;E* -- &c. — o 
hancque denuo differentiemus, vt habeamus: 

2 B— 6€ 4- 12D5* — 2o E55 -- &c.— o 


; 1 - 
quae reftituto — loco y dibit: 


Bx»: — 3 €x73-L- 6Dx7-4 — 1:0 Ex^-t —L- &c. — o 
ex cuius vlterioris differentiatione fequuntur hae aequa- 
tiones : 


Bx-3 
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Bx-;— Mem s "- 6(2—3)(n— -42p "p " 
puis c mmn d i 

& generaliter 

ete Led. 6 m(m-— D) 
- zs inm. cp 3) 
Quodíi igitur ponamus z—2 — ibus quadrata : 

Nen Re 
Bx Us Cer Es Aem D 

cuius radices erunt reales, fi fuerit EOS CC 6.2 BD 

" (22-3) 


fu CCP ÍC-2BD. Quare fi aequatio propofira 


3(2—3) 
omnes radices habeat reales, erit CC ME -— BD, 


que fi haec conditio deficiat, aequatio certo duas ad mi- 
nimum habebit radices imaginarias. 


Dx7-: — &c. —0 








322. Siaequationem fuperiorem 2B — 6 Cy 4 12 D»* 

— &c. — o denuo differentiemus, prodibit : 

i — 6C -—- 24D y — 6o E»? —- &c. — D, fiue 

C — 4Dy -- 10 E5* — 20 F 55 -I- &c. — o, 

quae reftituto x loco — abibit in hanc: 
Cx^3 — 4D x"-4-——- 10 Ex ^-5 — 20 F x7-6 -L &c. — e 
ex cuius vlteriori differentiatione fequuntur : 

"ars L6 ^: 
4(1—4)D x . 1o(2—4X(7 5) E; APapqum 











Cx nH—4 — 


(h—3)'U* c (n—3)2-4) 


Cx»-; 








mule cdd mdi edam —— milies. itii 


CAPUT wXIII 697 
Ti n—ó - —6 
4 (7 D L 10(1—5) (n—6) Ex^-7— &c. 








Qx^-;— 





n— (1—3)(7—4) 
| & generaliter 
Nul T udiise pi. d cup t e PI Mg 
ih T 7 (03) (0-4) vadis &c. zo. 
P onamus 7: 72, ihe. E dag t Da4 FUP sey Ee 


ex qua fi eius radices fint reales fequitur fore: 


£3 pico iS ccE |. DD» LPS 
——— ————6b X DD 2 ——— CE. 
(n-3) ^" (n-3)(174) 41-4) 

323. Ex his iam fatis perfpicitur relatio omnium 
coeíficientium. — Generatim ergo fi aequatio haec: 
x"—Ax"ni4-Bx—— C x» -Dxn-4— Ex^-i T &c. T9 
omnes radices habeat reales; erit 











: 2H 
AA I(54——1) 
B Bonv- osea iAcQ 
2(2—2) 
4(2—:2) 
SUR 3(2— 3) PM 
DD-2 my C E 
s uiis.) p 
T » $(4— 5$) " 
&c. 


Y.C tt | Quarum 
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Quarum conditionum (i vna defit, aequatio ad minimum 
duas habebit radices imaginarias. ^ Atque fi ifta crite- 
ria a fe inuicem non pendeant, facile perfpicitur, quot- 
quot eorum non conueniant, totidem dari paria radi. 
cum imaginariatum. Quamuis autem hae conditiones 
omnes in quapiam aéquatione locum habeant, tamen in: 
de non fequitur, nullas dari radices Imaginarias ; quin 
potius euenire poteít, vt hoc non *obítante omnes radi- 
ces fint imaginariae. Cauendum ergo eft, ne his crite- 
ris plus tribuatur, quam ipfis vi principiorum, vnde 
funt deducta, tribui poteft, | 


324. Facile autem apparet non fingula criteria, 
quae deficiunt, binas radices imaginarias indicare poffe ; 
in aequatione enim » dimenfionum, quia habentur z—— 1 
termini, atque ex fingulis praeter primum & vltimum 
criterium  defümi poteft, omnino criteria habebuntur 
7——1; neque tamen fi fingula deficiant, aequatio 27—2 
radices imaginarias habere poterit, propterea quod om- 
nino tantum z habeat radices. Vnum autem criterium 
femper duas radices imaginarias patefacit, & quia fieri 
poteft, vt duo criteria huiusmodi radicum non plures 
oftendant, videndum eft vtrum haec duo criteria fint 
contigua nec ne: priori cafuü numerus radifum imagi- 
nariarum non augebitur, pofteriori vero, quia criteria 
litteras prorfus diuerfas muoluunt, vnum quodque bi- 
nas radices imaginarias monftrabit. ^ta etiamfi fuerit 
AA «27. Bo& BBe1—. AB, 

I(n— 1) 2(45—2) 
Incn 
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men hinc non neceflario quatuor radices imaginariae in- 
dicantur, fed vtrumque um easdem binas indicat. 


Quod(í vero fuerit AA «2 Tid i T & CC «1e- 2 BD 
3(n— 1) 


exiftente BB - vitm A C, quatuor radices ima- 


ginariae indicabuntur. 





325. Ex criteriis ergo radicum imaginariarum fe 
immediate infequentibus plus non fequitur, quam ex vno; 
fin autem ea ordine interrupto procedant, vt inter bina 
quaeque criterium vnum vel plura contraria interiaceant, 
tum ex vnoquoque binae radices imaginariae concludi 
poterunt. Quae conf(ideratio fequentem regulam fuppe- 
peditat. Aequationis propofitae fingulis terminis, prae- 
ter primum & vltimum, infcribantur coefficientes crite- 
riorum ante inuenti, hoc modo : | 

2n u-1) Q2) s(-3) 
————À RC, 
(z—1)  2(5—2)  sa(n—3)  4(—34) 
y?— Ax": -|- Bx*-* — Cx7-5; -- D3i?-4 — &c.—o 
-d- e. "n d ^ &c. 


Tum  examinetur quadratum cuiusque  coefficientis, 
vtrum fit maius an minus, quam fractio infcripta per 
productum adiacentium coefficientium multiplicata, prio. 
ri cafu termino fübfcribatur fignum -4-, pofteriori fi- 
num ——; primo vero termino & vltimo perpetuo fi- 
gnum -- fubfcribatur. ^ Quo fatto, quot fignorum 

T Ott a3 horum 
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horum fubfcriptorum variationes occurrunt, totidem ra- 
dices imaginarias aequatio ad minimum habere: cenfen- 
da erit. 

326. Haec eft regula a Neutozo inuenta ad radi- 
ces imaginarias cuiusque aequationis explorandas; de 
qua autem probe tenendum eft, quod iam annotauimus, 
faepenumero fieri pofle, vt aequatio plures habeat radi- 
ces imaginarias, quam hac methodo deteguntur. Hinc 
alii operam dederunt, vt fimiles regulas alias inuenirent, 
quae numerum radicum imaginariarum exatlius praebe- 
rent, ita vt verus iftiusmodi radicum numerus minus 
faepe eum, quem regula oftendat, excederet. In hoc 
genere imprimis proftat regula Campbell Arithmeticae 
Neuton: vniuerfali fübiuntta , quam propterea hic expli- 
cari conueniet, etiamíi non fit perfetta. —Nititur autem 
hoc lemmate: Si fuerint a, 6, y, 2, e, &c. quantita- 
tes, earumque numerus fit », ponatur fümma harum 
quantitatum .& —- 6 -—- y -- à -- &c. — S, fümma 
quadrarorum a? 4-6? —- y? 4- à? —J- &c. — V, erit 
vtique Vi» o. Sed cum fit produ&tum ex binis 
a6 —- ay 4—aó -2—6y —— 60 —— B cs. 
erit (m—iÀ1)V2»SS—V feu mV-SS. Nam 
fi differentiarum inter binas quantitates quadrata fuman- 
tur, erit eorum fumma 
— (a-5)* 4- (a-y)* -1- (a-0)* —- (£-)* 4- (6-09)? ML &c. 
— (m-1)(a? 46? y? 40? -E&c.) - 2 (a84-a y pa04-6 y - &c.) 
—(m—1)V—2a P —mV ——SS. Cum 


igitur 
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igirur fumma quadratorum realium fit femper afhrma- 
dua, ert 5 V— SS 2o ideoque s VzSS. 


327. Hoc lemmate praemiffo íi habeatur haec 
aequatio : 
x?— Axn3-L- Bx» — Cx "fev Duke Ex-i-—-Px-6 
TT M &c. Z2 0 ? 
eiusque omnes radices fuerint reales numero z, quae 
(nt 4, 2, c, d, e, &c. eri vtl conftat ex natura 


aequationum : numerus termin. 
A — a --4--6-r-4-- &c. n 
B — 4b -L-ac ^- ad bc--34 4- &c. ed ) 
ien 


C. — abc A- abd ^ abe -— acd -- bcd --&c. 
| aC IE CPC 3) 


| I. 2. 3- 


D zc abced ÀA- abee -d—abde —L- &c. 
&c. 
Sumantür iam fingulorum harum ferierum terminorum 
quadrata, ac ponatur : 
Pa --?--c? -? -L &c. 
Q— 213)? —— a?c? —I- a? d* —L- 1? c? —— &c. 
R — a*42c2 -L- à? 924? -- a? 92262 —— a2 c2d* —- &c. 
S — abs -LEap6;5 .L-apdg9--&.. 
&c. 


I PTIt3 erit 
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eiit ex natura combinationum : 
P —A*'-——aB 
Q — B —3AC--23D 
R-—C?—23BD--3AE —3F 
S —D'—a3CE--23BF —23AG-L-353H  &.c. 


328. Vi igitur lemmatis praemiíli habebimus : 


"7 P-AA 

25d 

uo (7 —2) R»CC 
903 S-DD  &c. 


Quodf ergo loco P, Q;, R, &c. valores ante inuenti 


fubftituantur , atindibius fequentes radicum realium 
proprietates : 





4AA—35BÉfAA [feu AA - B 
— T 
"(n—1!)nn- unn) tn —1) 
TUTTA —AC-F- D$ BB, 
fiue 
22(n—1) 
BB»-——- VV BP: dira 


" (0—1) — 


l. p 








: 
| 
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fimilique modo aequationes fequentes praebent : 


2 n2(8——1) (n — 2) 
CC LL i———— (BD — AE --F) 


: (0 — 1) (a— s -2) —1 


* 





P. dh 3. 
22 (n —1)X(n— 2) — 3) 
yide code rond i it z 
VES CL GIO SPEED RET 


dat 3. 4. 

Hinc ergo cuiusque coefficientis quadratum non folum 
cum producto proxime adiacentium comparatur, fed 
etiam cum rectangulis binorum quorumque vtrinque 
aeque diftantium ; ita tamen vt horum re&angulorum 
figna alternatim mutentur. 


329. Singulis igitur aequationis terminis praeter 
primum & vltimum infcribi debent fra&tiones, quarum 
numeratores ít vnciae binomii ad (imilem dignitatem 
eleuati duplicatae , denominatores vero eaedem vnciae 
vnitate minutae. lta confiderando aequationes quadra- 
tas, cubicas, biquadratas &c. íi earum radices omnes 
fuerint reales, erit : 


4 
Y 
3? — ÀÁx -2-.B—o ; A*-4B 
Pro aequatione cubica : 


6 [-] 
Y 3 
x? — Azx?.-L- Bx — C — o 


eit  A*53B & B'25AC 
Pro 
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Pro aequatione biquadrata : 
$ Yi d 
Y* — Ax? —L- Bi? — €x -L- D m0 
eit, A* 5 $ B; B '? (AC— D) ; C*-3BD 


Pro aequatione poteítatis quintae : 
Lo 20 E s Lo 
x* — Axf zi- B»? — Cx? 34— Dx p EIo 
erit AA '?B ; b» 29 (AC—D) ; C^ z *(BD— AE) 
& D? i» Lp C E. 


Pro aequatione poteftatis fextae : 


uw 13 


| 13 11 Es 
r^—— Ax5-- Bx* — Cx? 2— Dx? — Ex-I-F —o 
cric A3» B; B H(AC-D); Ct i» $$ (8D-AE«F); 
D'*2i2(CE—BP); E*' 2 DF. &c. 


330. Si igitur quodpiam criterium faHar, id erit 
indicium duas ad minimum ineffe radices imaginarias 
in aequatione propofita. Cum autem íi fingula fallant, 
aequatio ideo non duplo plures habere queat radices 
imaginarias, fimili modo iudicium his cafibus erit abfol- 
vendum, quem ante pro Neutoniana regula indicaui- 
mus. Scilicet fi cuiusque termini quadratum maius fue- 
rit quam fra&tio infcripta per produ&ta terminorum adia- 
centium & vtrinque aequidiftantium multiplicata, tum iíti 
termino fubfcribatur fipnui -i-, contra vero fignum 
——; primo vero & vltimo termino conftanter fubfcri- 
batur figmum -4-. Quo facto infpiciatur ordo figno- 

rum 


CAPUT XII 70; 





rum hor fcriptorum , & quoties occurrit variatio, 
toties radix imaginaria indi icr Quoties ergo haec 
regula plures radices imaginarias indicat, quam Neuto- 
niana, toties quoque ad veriratém magis accedit.  Inte- 
rim tamen fieri poteít, vt aequatio plures habeat radi- 
ces imaginarias, quam per vtramque regulam  indi- 
cantur. 


331. Falleremur ergo, fi his criteriis tanquam per- 
fe&is fignis radicum realium & imaginarium vti velle- 
mus; propterea quod fieri poteft, vt aequatio plures 
habeat radices imaginarias, quam haec criteria indicant : 
error autem eo maior effe poffet, quo altioris gradus 
fuerit aequatio propofita. Nam in aequatione quadrata 
haec criteria ita veritati funt confenranea, vt fi nullas 
radices imaginarias indicent, etiam aequatio nullas fit 
habitura. Aequatio autem cubica duas radices imagina. 
rias habere poteft, etiamíi neutra regula, (ambae autem 
hoc cafü adhuc conueniunt) eas exhibeat. ^ Hos igitur 
cafus inueftigaturi, fit propofita haec aequatio cubica 
generalis : 3 3 
x — Ax? -J- Bx — C —o 
in qua fi fuert AA 3B.& BB23AC neutra re- 
gula radices imaginarias indicat. Supra autem (306) vi- 
dimus ad id, vt nullae radices imaginariae adíint requi- 
ri primo vt ft B-—4AA, quam conditionem quoque 
ambae regulae requirunt. Sit igitur B— $ AA — 3 f, 
atque neceffe eft vt C contineatur intra hos limites : 
SDAS— PAf— x4 & 4A — JA rs 

Vvvv Vtra- 
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BB 
3À 1 

hoc et C«& 7; A? i ing to Quae condi- 


tio locum habere poteft, etiamfi C non intra dictos 4li- 
mites contineatur. 


Vtraque autem regula tantum poftulat, vt fit [o 


" * 4 | 
332. Sit enim Cm ASA AFS TI T gg 


átque regulae nullas radices imaginarias indicabunt. [Inte- 
rim tamen in erunt duae Agro imaginariae, íi fuerit vel 
7; À3 — 4, Af-- D A 68 «d; ÀS—PAZ—dáMf 
vel 

| ^ 
75 À? —, Aff - — A 5$ -—- zy A3 — 1 Af-L—-.?f*. 
dT Ed 2* (AA -)* 

vel Eg 27 A ; 
aequatio cubica duas biabds x AE imaginarias, etiamfi 
neutra regula eas indicet. — Sumimus autem hic effe A 
quantitatem affirmatiuam, fi enim effet negatiua, ponen- 
do x—-— y aequatio in eiusmodi formam transmutare- 
tur, in qua A effer affirmatiua. Hinc infinitae aequatio- 
nes cubicae formari poffünt, quae habeant duas radices 
imaginarias, etiamfi per regulam non indicentur. Sit 
— UrAC) (f—AA)P — 

Ah, € a 
"RR -—p- erit C — e 


— Q4. A3—IAQF—XZ44/?—h4,& B—1AA—if$. Vel 











Si igitur fuerit vel gg z2- -———- 


enim gg-— 


fit gg— LE LU e —. ecxiftente M e LÁ A. erit 
U-— 
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C — 4 A3 —1Af--$f-4-45& B—14A—3y. 
Vtroque cafü prodibit aequatio duas habens radices ima- 
ginarias, neutra regula indicandas. Ponamus verbi gra- 
tia A—4, f/— 1, enit B—5; & ob £g — ey A- A: 

erit C — 224 — 6 —Ah — 4g — 4. Quare fi (it 
C-« i2, aequatio. x? — 4x* -4- 5x — C — o femper 
habebit duas radices imaginarias. Atc fumto gg—-4^ 
debebit effe 44 — X, fietque C — $4 — 4 4 Ah —2 4 A4. 
Sit ^4 — 44; atque aequatio x?—4xx--5x— 13 —o 
duas habebit radices imaginarias, etiamíi nulla regulis 
prodatur. 


333. Quin etiam eiusmodi aequationes generales 
formari poffunt, in quibus neutra regula radices imagi- 
narias exhibeat , etiamfi tamen faepiílime duae pluresue 
infin  Euenit hoc fi perpetuo duo figna fimilia fe mu- 
tuo excipiant, vti: 

x?— Ax"A— Ba»-3:4- C75 -Dx7-4— Ea7-:— Fx7-64- am -—D 
vel x^-- Ax"-i— Ba»: — Cx» 4 Da7-4 - Ex 7-7 — &c.— 0, 
hic vtraque regula nullam vnquam radicem imagina- 
riam prodi. Quod autem faepiffime huiusmodi radi- 
ces continere queant, vel ex aequatione cubica elucet 
x3 —— Ax? —Bx-L-C-0, quae pofito f-— AA ——35B 
femper habeiltduss radices imaginarias, íi fuerit 
vel- C 44, A3 IAZgf—Jf? vel - CZ 4, AS— IAE L5, 
Interim tamen & hos cafüs ex regulis elicere licet, fi 
aequatio ope fubítitutionis in aliam formam transforme- 
tur.  Ponatur x» — y —L- £, fietque : 


VY vv24 343-L- 











708 CAPUT XII 


yc 3E»* M 3kby "s 

— Ayy— 2Àby — Akkb 0.5 

— By e Bk 
quae fecundum regulas examinata dabit primo quidem 
fponte (34 — A)* 2- 3(3 4t — 2 Ak — B); at quo fit 
(34£—2 AR—B)* 7 3(34— A) (E — Ak&& — B£ —- C), 
quod eft alterum  criterium , neceffe eft vt (it: 
B B -- 3 AC 4- (AB— 9 C) -I- (AA 4-3B) ££ o, 
quicunque valor ipfi & tribuatur. Sumatur ergo £ ita, 


vt haec expreílio minimum valorem adipifcatur, quod. 


; .. 9C — AB 3 
fiet ponendo 4 — z(ÀAÀ-E3By & fi ifta expreflio ad- 
huc fuerit 2 o, probabile erit aequationem propofitam 
nullas habere radices imaginarias. Fiet autem 
| AB—sC)* (AB-9C)* | 
Bh. .AC 08 957, CABESEDS gd 
1 S(AA*3B) ^ «AA43B)" 9 feu 


T (AB -9€)* * x —1 I 


erit 4f (P -3AAFHA* 43AC)- (Af-3A9—9C)*. feu 


4/* -A8*f* 4A* fl 1o8SAC P A*/*-2A* P? -AACFTA*T54A5 C1 729CC 


vel 4/* f 9 A* f* —6A*f—162ACF FA". 54A* C729 CC 
vnde faCtoribus fumtis effe debebit: 

(2! HÀ? —3Af. 4.270) (23! -A3* 4-8 Af — 27C) I0, 
Hincque regulae radices imaginarias oftendent, fi fuerit vel 
CL —Q4,ASRIAKf—-Z4.P5 & CLB-—QJQ.ASBDAPEGZ./ vel 
CX -;AMBAA-D&C«-SA'tBAFTARD. 
| Quae 
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Quae fünt eaedem conditiones, quas fupra inuenimus. 
Patet ergo idonea aequationis propofitae transmutatione 
regulas hoc: capite traditas ita perfici poffe, vt a veritate 
non diffideant, etiamfi conuertantur. : 


534. Ex his principiis quoque regula Harriotti, 
qua quaelibet aequatio tot radices affirmatiuas habere 
praedicatur, quot dentur fipnorum variationes, tot vero 
negatiuas; quot dentur eiusdem figni füccefliones, de- 
monftrari poteff, quae quidem regula pro radicibus 
jantum realibus valet. ^ Ponamus ergo aequationem 
x? — Ax"—! LE Bx»-3 — Cav; 4. Da?-4 — &c. —o 
omnes radices habere reales atque affirmatiuas, atque eius 
differentialis zx^—1!— (u—1)Ax^—2 -(z—2)Bx7-3 — &c. —o 
non folum omnes fuas radices quoque habebit reales & 
affirmatiuas, fed eriam huius radices conítituent limites 


radicum illius aequationis. Praeterea vero pofito x — — 


haec aequatio 1 — Ay - By? — C5? 4 D5* — &c. —o 
omnes quoque radices habebit reales affirmatiuas, fed 
reciprocas illius, ita vt quae radices in illa aequatione 
fint maximae, hae in ifta fiant minimae. His pofitis fi 
illa aequatio propofita continuo differentietur, donec ad 
aequationem — primi ordinis perueniatur, quae erit 
X — — A — 0, (317) huius radix adhuc erit affirma- 
tiua, ideoque coefficiens fecundi termini habebit fi 
gnum —— vti affumfimus. — Sin autem ifte coefficiens 
haberet fignum —-, tum certo fequeretur, aequationem 
Vvvvs pro- 
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propofitam non omnes radices habere uiis fed 
vnam ad minimum fore negatiuun, &.quide 
quae limitibus hucusque perduttis refpondeat. 





335. Si aequatio propefita in fui reciprocam corr 
vertatur & differentietur, tum vero iterum x reftitua- 
tur, atque differentiationes continuentur, donec peruenia- 


tur ad aequationem fimplicem, quae ex $. 320. erit hu- 
iusmodi A. — ——Bz DB — o, cuius proptérea radix 
quoque debet effe affirmatiua, fi quidem propofita om- 
nes fuas radices habeat reales affirmatiuas, hincque fd 
cundus & tertius terminus diuerfa figna habebunt. 
Quodfíi ergo hi duo termini fimilia habeant figna, ad mi- 
nimum vna radix negatiua indicabitur, refpondens li- 
miri hac aequatione fignato, qui diuerfus erit a limite 
praecedente aequatione indicato, propterea quod hic ra- 
dices femel funt in fuas reciprocas conuerfae: vnde 
concluditur, fi tres termini aequationis initiales paria ha- 
buerint figna, tum duas radices negatiuas indicari. 


336. Simili modo fi conuerfíiones & differentiatio- 
nes fecundum $. 321. inftituantur, atque Mm conti- 


nuentur, donec ad aequationem fimplicem Br--3. Q—. 
H-— 


perueniatur, & huius aequationis radix effe deliee affir- 
matiua, fi quidem propofitae aequationis omnes radices 
fuerint tales; vnde íi termini tertius & quartus paria 
habeant figna, indicabitur vna radix negatiua. .. Sicque 
perpetuo, fi duo quicunque termini contigui aequalibus 
fignis 












—————————————— ——— —— € TM GU NK RARRRRM 
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fignis fuerint affecti, vna radix negatiua proditur ; ideo- 
que quotcunque £inint eiusdem figni fuccefliones, toti- 
dem ad minimum aequatio propofita habebi: nelicon ne- 
gatiuas, quoniam haec íingula criteria ad diuerfos limi- 
tes referuntur. Quod íi autem aequatio propofita om- 
nes radices negatiuas habere ponatur, tum quia radices 
omnium aequationum differentiaium ex ea dedu&tarum 
debent effe pariter negatiuae, omnes termini aequalibus 
fi ignis afflet&ti. efle debebunt. Quare fi (fi duo termini con- 
tigui diuerfa habeant figna, ex iis vna ad "minimum ra- 
dix affirmatiua concludetur. Atque fimili modo, quot- 
cunque in aequatione occurrant binorum terminorum 
variationes fignorum, totidem ad minimum radices af- 
firmatiuae ineffe dicendae funt. ^Cum igitur aequatio 
omnis tot habeat radices, quot dantur duorum fignorum 
contiguorum combinationes, neque plures, fequitur 
quamuis aequationem,.cuius omnes radices fint reales, 
tot habere radices affirmatiuas, quot fuerint fignorum 
contiguorum variationes, tot vero negatiuas, quot fue- 
rint eiusdem figni fücceffiones. 
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ab E Milo idit A Mn, 

DE DIFFERENTIALIBUS FUNCTIO. 
NUM IN CERTIS TANTUM 
CASIBU S. 

337- 


N y fuerit fun&tio quaecunque ipfius x, atque haec 
quantitas "variabilis x augeatur incremento wo, vt x 


abeat in x —- 9, cum functio y induet hunc valorem : e 


(4) ^ ddy t9? d? y t9* d* y 
y adx?* [MH Mage ^ Lf be 


ideoque capiet hoc incrementum : 


ody ab w^ddy , w3d3y q* d*y | 
P YS Lan on HOMER P age 


vti fupra demonftrauimus. Quare fi fiat o—— dx, ita 
vt x fuo differentiali 2x .erefcat , tum dE Jy incre 


mentum aecumet T im dycatb - ddy-- — d3 yrs ; ^y t&c. 


quod erit verum 5 diizrentiale ipfi ius . jj MAR vero 
huius feriei quilibet terminus ad fequentes habet ratio- 
nem infinitam, prae primo omnes euanefcunt, ita vt 4j 
more confueto fümtum praebeat verum differentiale ip- 
fius y. Simili modo vera differentialia fecunda, tertia, 
quarta, &c. ipfius y ita fe habebunt : 


dd. 















: 
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TI iy: qiias arose uta 
dd, y—ddy HP iz. aug ion "cA T &c. 


| Tn Tm 9o , 3O0I | 
d3.4— d3 y  —d* y 4. —— 455 ——— 463 4 — 9 — d'4.L&c. 
J »ts Nba T4575 410567 j1&c 


diii 65 350 
d*.y — d*y 4 —d5y 4 ——d5y .-—— d'y t &c. 
J T : AUT dues 31 * 
ds. — d5y Aat 477 4! 4. &c. 
* 
d5, y — d5y iei 4'y 4 &c. 


quae fequuntur ex $. 56. fi loco w ponatur 2x. Erunt 
ergo haec differentialia ipfius y completa, quippe in 
quibus ne ii quidem termini, qui refpectu primi eua- 
nefcunt, negliguntur. Inueniuntur autem finguli ifti ter- 
mini, fi functio y continuo differentietur, ponendo 4x 
conftans. Sic pofito y — «x—xx ob dy —a4x—2xdx 
& ddy— ——24dx^; erunt ipfius y differentialia com- 
pleta: 4y — 4dx — axdx — dx*; ddy———adx?. 
íequentia autem funt nulla. 4 





338. Quanquam autem generatim in his expres- 
fionibus diflerentialium fequentes termini prae primis 
pro nihilo reputantur ; tamen in cafibus fpecialibus, qui- 
bus ipfe terminus primus euanefcit, haec ratio ceffat ; 
neque terminus fecundus amplius negligi poterit. Sic 
in exemplo praecedente etiamíi formulae y — 4x —— xx 
differentiale in genere eft — (; — 2x) dx reieCto ter. 
mino ——-4»x*, quippe qui eft infinities minor quam pri- 

XX XX mus 
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ius (2—2x)2x: hic tamen ita conditio. manifefto füb. 
intelligitur, nifi primus terminus per fe eüanefcat. Quo- 
circa fi ipfius y — ax — xx quaeratur differentiale, cafu 
quo,x — $2, tum id dicendum erit efTe — dao : 
Ícilicet fi variabilis x diflerentiali 2x crefcat , tum lnc. 
tionis y cafü-« — 4 4 decrementum erit 2x?. — Hoc au- 
tem folo cafu biis perpetuo functionis y differentiae 
erit —(a— 2x)4x ; .nifi enim fit. x — 1, terminus 
fecundus — 4x? prae primo femper recte nepligitur. 
Neque vero negleclio termini 2x? etiam in cafu x — zz 
in errorem inducere poteft: comparari enim differentia- 
lia — inter fe folent; vnde quia dy — — dx* cafü 
x — i4, prae differeneialibus primis 2x euanefcit, per- 
inde eft (dc hoc cafu habeamus 4y — o fiue 2y— — 42?. 


5339. Denotante y fun&hionem quamcunque ipfius 
x, fit differentialibus continuis fumtis : 
dy—pdx; dp—4dx; dist, du s "dy pM &c. 
Hinc ergo differentialia completa, in quibus nihil negli- 
gatur, ipfius y erunt: 


d. y X-— pdx—Ligdx*-—. Rordx)—L—445:4x*—L &c. 


d?.y — qdx?-|-  rdx?—L y, s:dx*—L— $ tdx5s-L &c. 
d3,y — rdx?—L3 sdx*-]- £ tdx5-L&c. á 
d*.y — sdx*-L-2tfdx5—L- &c. 

ds.) — tdx*-L- &c. 


Nifi ergo primi termini harum expreffionum imeQal 
ii foli differentialia ipfius y exhibebunt; (in autem quo- 


piam 
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piam cafü primus terminus fiat — o, tum fequens difle- 
rentiale quaefitum exprimet. | Atque fi etiam fecundus 
terminus euanefcat, tum tertius terminus valorem diffe: 
rentialis quaefiti praebebit, fin autem & hic euanefcat, 
quartus & ita deinceps. Vnde intelligitur nullius func- 
tionis ipfius x differentiale Á— vnquam penitus eua- 
nefcere; etiamíi enim fiat p — o, quo cafü vulgo 4y 
ENNIUS cenfetur, tum hoc - differentiae per altiorem 
ipfius Zx poteftatem exprimetur. —Vti vel per 1424x?, 
vel fi etiam fit 4 — 0, per £r4x?, & ita porro. 


340. Quanquam autem his cafibus differentiale ip- 
fius y refpe&tu aliorum differentialium primorum, qui- 
buscum comparatur, recte negligitur , atque pro nihilo 
reputatur; tamen faepenumero eius veram expreílionem 
noffe iuuat. | Ex completa enim differentialis forma 
ftatim  perfpici poteft, quibus cafibus data funCtio fiat 
maximum vel minimum. Si enim fuerit : 

d.y — pdx —L- & gdx* ——- & rdx? — &c. 
quo y nancifcatur maximum minimumue valorem, neceffe 
eft vt fit p—o; erit ergo hoc cafü. 4y —144x*, & 
fun&tio y, filoco x ponatur x--4x, abitin y-1-144x?, 
eritque propterea minima, fi 7 habeat valorem affirma- 
tiuum, at maxima íi 4 habeat valorem negatiuum. — At 
fi fimul fiat ;— o, erit dy — &rdx?, & funGlio y po- 
nendo x 4x loco x abibit in. 5 3- £ rdx?, neque hoc 
cafü maximum neque minimum prodit; fin autem fiat 
& r—o, tum pofito x--4x loco x fun&io » euadet — 
y—- 24 sdx*, quae maximum exhibet, fi s fuerit quan- 

AE XX23 titas 
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titas negatiua, minimum vero, fi » fit quantitas affirma- 
tiua. Aliae occaíiones, quibus differentialium completa 
expreffio vfum habet, infra occurrent. 


. 841. Ponamus p repel een cafu x—14, quod eue- 
nit fi fuerit p — (x—2a) P. 'T'alis autem yalor prodit, fi 
fuerit y — (x—4)* P-I- C, denotante C quantitatem con- 
ftantem quamcunque. Cum enim fit pdx — (x —a)?4P 
T2i(x—a)PZr, erit vtique po, pofito x——«. "l'um ergo 
ob dpdx — 4dx* — (x—a)* ddP —- 4(x—a) 4Pdx— 2 Páx*, 

pofito x —«, fiet tis tide atque differentiale 
GRUSfi hoc cafu x — 2, erit 2. — P 4x?, ni(i forte 
& P euanefcat pofito x — 2, quos cafüs poftea contem- 
plabor. Praefens autem At generalius hoc modo ex- 
hiberi poteft. Sit s — (x—4)*P-L-C, atque » fit func- 
tio quaecunque ipfius s, ita vt fiat 4y — Ziz, denotan- 
te Z functionem quamcunque ipfius s—(x— 7)*P-1- C. 
Ent ergo 42 — (x—43)* 4P-I-2 (x-4)PZx, & pdx—7 
(x—a)4P—- 2Z(x—a)P4x, quod membrum fit — o f 
x-—a; eodemque cafü neglettis terminis, qui continent 
factorem x—2«, erit 44x? —2PZdx?, ideoque cafu 
x —a, fiet dy —PZ4dx*; poftquam in PZ vbique lo. 
co x pofitum fuerit «. Quare fi fuerit y fun&tio quae- 
cunque ipfius s — (x —4)*P-1- C, ita vt fit 4y — Z4s, 

erit cafü x — 2, differentiale 4y — — dx*. Fiet ergo 
haec functio 5» maxima cafü x——27, íi eodem cafü fiat 
PZ quantitas vimm minima vero, fi PZ fiat quanti 
tas affirmatiua. 


342. 
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342. Si fuerit p—(x-4)*P, cafu x—a quoque 4 eua- 
nefcit, talis autem exprefífio pro.» oritur, íi fuerit y — 
(x—a)9P.-C. Erit ergo pZx — (x—a) 4P- 3(x—a)* Px; 
gdx* — (x—a)ddP-4 6(x—a)*aPdx--6 (x—4) Pdx*^, quorum 
vtrumque membrum cafü x —42 euanefcit; at vero fequens 
erit rdx? —(x—-a)? 433P—- 9 (x—a)? dd Pdx ——18 (x—2a) dPdx? 
--6P4x3 — 6P4x?, pofito x —«4. . Quare cum & p 
& 4 cafü x — «4 euanefcat, fiet dy — Erdx? —P4x93. 
simili modo fi ponatur s — (x—4)?P-1- C, fueritque y 
fun&tio quaecunque ipfius s ,«ita vt fit. dy — Zidx, ob 
ds — (x—a)4P-I-3(x—a)?Pdx, fiet quoque p —o & 
47—o, eritque rax? — 6PZ4x?; vnde cafu x — a, erit 
dy — PZdx?. Quare ifta fun&tio y, etiamfi cafü x — 4, 
fiat p —0, tamen neque maximum neque minimum va 
lorem recipit. « 


343. Haec differentialia facilius inteniri poffunt ex 
ipfa differentialium natura. Cum enim differential ip- 
fius y oriatur, fi y a ftatu fequenti proximo fübtrahatur, 
qui prodit, fi loco x ponatur x-—2x; ponamus cafu pri- 
mo quo erat, y — (x-2) P2JI- C, x--Zx loco x, eritque 
y!—(x-atdx)* P'1C, vnde fiet y —(x-atdx)? P! -(2—4)? P. 
Cafuü igitur quo. x —2, erit dy — P'dx?, & cum P* 
ad P rationem aequalitatis habeat, erit 2y — P4x. Simili 
modo fi fuerit & — (x—a)* P—— C, erit 44—P4x?; quare 
fifit y functio quaecunque ipfius z, ita yt fit 2y — Z 4s, . 
erit dy — PZ4x? cafü, quo ponitur x — ;. Deinde fi 
fit »—(x—4)3P-4- C, erit s* — (-&—4-1- dx)! P -- C, & 
propterea cafu x — 4, fiet s! —4— 44 — P4x?. Hinc 
AE€XXr S, áü 














(i fuerit y functio quaecunque ipfius s, atque 457—242, 
erit quoque cafu x — a, differentiale 4y 7— PZ4x?, (i 
quidem in funCtionibus P & Z loco x vbique fübftitua- 
tur c, Quoniam vero hoc cafü fit s — C, atque Z eft 
funCtio ipfius s, euadet Z quantitas conftans, talis fcili- 
cet functio ipfius C, qualis ante erat ipfius s. 


$44. Si igitur generaliter fuerit y — (x—4)"P —- C, 
quia eft. )* — (x—«-L-4x)'P*-I-C, cafu  —, fiet 
dy —P4x"; vnde fi fuerit 22 1, hoc differentiale res- 
pe&u aliorum differentialium primorum , quae ipíi 2x 
funt homogenea, euanefcet. Ex praecedentibus ergo 
manifeftum eft, functionem y fieri cafü x — 4, vel ma- 
ximam vel minimam, fi fuerit » numerus par: tum enim 
fi pofito xx — «4 fiat P quantitas affirmatiua , fiet y mini- 
mum, íin autem P fit quantitas negatiua, fiet y maxi- 
mum.  Hocqué ergo modo ratio maximorum & mini- 
morum multo facilius inuenitur, quam methodo füpra 
expofita, quia non opus eft ad diflerentialia altiora pro- 
gredi. Quod fi vero fit s — (x——4)"P—-C, atque y 
fuerit functio quaecunque ipíius s, vt fit y — Z4s, erit 
cafü x — 4 differentiale 4y — PZ4x*». | Notandum au- 
rem eft, hic 2» fumi pro numero affirmatiuo feu o maio- 
re, fí enim z effet numerus negatiuus, tum pofito x — o, 
non euanefceret (x —-4)", vti affumfimus, fed adeo fie- 
. ret infinite magnum. 








345. am vidimus hoc pa&o differentiale multo 
expeditius inueniri, quam ope feriei, qua ante differen- 
tiale 
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tiale completum. exprefüimus ; fi enim fit z numerus in- 
teger, tot. feriei illius termini perluílrari deberent, quot 
4 contineat vnitates. ^ Verum fi » fit numerus fractus, 
cum feries ifta nequidem verum — vnquam 


exhibebit. Ponamus enim effe y — (x — 24) t Lay a, fi 


feriem dy — pdx ——- 14dx-L- $rdx? —— v4 sdx* —- &c. 
: —311 gs 3 

fpe&emus, fiet. p —4Y(x—2), $— "ys , 

Merjira S onse Eun 

 iaoEE 8(x—a)V(x—a)" "- TYUSyGTS $559 
Quare (i ponatur x —« fiet quidem p —o, at fequentes ter- 
mini omnes 2, r, 5, &c. euadent infiniti; vnde valor diffe- 
rentialis y hoc cafu omnino definiri non poteft. |. At vero 


methodus ex ipfa differentialium natura deducta nullum du- 


bium relinquit. Cum enim fit La —(x— ay 4 aV, pofito 


x--dx loco x fiet yox — a4 doy! 4aVa, eritque, fi*v — 4 
ponatur, 2y —4xY dx. Euanefcit ergo hoc differentiale 
prae 4x, at vero differentialia fecunda cum 4Zx* homro- 
genea prae eo euancícent. 


546. Euoluamus hos cafus, quibus exponens z 

eft numerus fractus aliquanto accuratius , fitque 
— PY(x— 24)-- C, ob 5 —P'Y(x—a-- dx)-4- C; 
fiet 4y — PV 2x cafü x72; vnde hoc differentiale ad. x, 
& ad differentialia cum Zx homogenea rationem tenebit 
infinitam. — Hinc etiam patet, quid hoc cafu de ratione 
maximi ac minimi fit tenendum. | Cum enim pofito x-FZx 
loco x, abeat y in PV(x——4)-I-C-- PY dx, ob V4x 


$* ue€ 
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ambiguum, functio y geminum induet valorem, alterum 
maiorem quam C, quem recipit pofito x — 2, alterum 
minorem; vnde cafu x — 4 neque maximum. neque mi- 
nimum fiet. Praeterea íi 4x capiatur negatiue tum va- 
lor ipfius y adeo fiet imaginarius. — Idem tenendum eft 
fi fit ; — PY (x—2)--C, & y fun&tio quaecunque ip- 
fius 3, vt fit y — Zs, tum enim erit 4y — PZV 4x 
caíu ar m a. 


347. Si propofita fuerit ifta fun&tio y—(x—2)* P4-C, 
cuius differentiale quaeritur cafü x — 4, erit vti ex an; 
9" 


tecedentibus colligitur 2; — PZx". ^ Quocirca fi fuerit 
mu n hoc diflerentiale prae Z.* euanefcat, fin autem fit 


am d * * * F - 
" «n, ratio T erit infinite magna. Praeterea vero fi 


2 ít numerus par, diíferentiale 7y geminum habebit 
valorem, alterum affirmatiuum, alterum ;negatiuum; fic- 
que functio y, quae cafü x — 2 fit — C, fi ponatur 
x —a-dx binos habebit valores alterum | maiorem 
quam C alterum vero minorem; fin autem poneretur 
x —a——dx, tum jy adeo fieret imaginarium ; vnde 
hoc cafü y neque maximum fit neque minimum. Po- 
namus nunc denominatorem z effe numerum imparem, 
erir humerator z; vel par vel impar. Sit primo z nu- 
merus par; quia Zy eundem valorem retinet, fiue 4x 
fümatur affirmatiue fiue negatiue, perfpicuum eft, func- 
tionem y cafü x —a fieri fiue maximam fiue minimam, 
prout hoc cafu fuerit P vel quantitas negatiua vel affir- 

. mati- 


^ 
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matiua. Sin autem vterque mumerus » & » fuerit im- 
par, differentiale Zy in fui negatiuum abibit, pofito 2x 
negatiuo; hocque ergo cafü functio y neque maximum 
erit neque minimum, íi ponatur x — 4. 


348. Si fun&io y ex pluribus huiusmodi terminis, 
quorum finguli (inr diuifibiles per x ——^, conftet, ita vt 
fit y — (x— a)" P -- (x—«y» Q-L-C, tum eius 
differentiale cafü x — 4 eric 2 y — P4x» —- Q 4x"; in 
qua expreflione, fi fuerit 7» 2 zz, terminus fecundus prae- 
primo euanefcit, ita vt tantum prodeat 4 y — P 4, 
Sin autem 7 fit fratctio denominatorem habens parem, 
tum etiamfi Q Zx^ prae P 4x? euanefcat, tamen omni- 
no negligi non poteft. Ex eo enim apparet, íi capia- 
tur dx negatiue, valorem ipfius 25 fieri imaginarium, 
quod ex folo termino primo P4»x" non patet. Cum 
ergo fi z fit fractio denominatorem habens parem, 4x 
negatiue accipi nequeat, fin autem affirmatiue capiatur, 
terminus Q x^ geminum praebeat valorem : fun&tio 
y 22 (x—a)" P -- (x— 2)» Q --C quae cafü. x—2a 
fit —C, fi ponatur x—a--4x, erit y-— C-1- PZx» --Q7x», 
quorum valorum vterque cum vel maior fit vel minor 
quam C, prout P fuerit quantitas vel affirmatiua vel 
negatiua, erit functio y cafü x —2 vel minimum vel 
maximum fecundae fpeciei. 


349. His igitur cafibus differentialia fun&tionum 
vera non per regulas differentiationis confüetas inueniri 
poffunt; quippe quae tantum valent, quamdiu differen-, 

Yy yy tiale 
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dale fun&ionis eft homogeneum cum 4x. | Sin autem 
cafü quopiam fingulari differentiale fun&tionis exprima- 
tur per eius poteítatem 4a", tum regula praebet pro 
hoc differentiali o, fi 7 fuerit numerus vnitate maior; at 
vero differentiale exhibet infinite magnum, fi z fit expo- 
nens vnitate minor. Sic fi ipfius y — Y (a—-»x) difle- 
dx 
7 Vücay 
dx 
fado x — 4 prodit 2y — — —-- Atque fi differentia- 


lia fequentia in fubíidium vocare velimus, omnia pari- 
ter ob denominatores — o in infinitum excrefcunt, ita 
vt inde nihil concludi poflit. ^At vero hoc cafu vidi- 
mus effe Zy—— V ——4 x, atque adeo imaginarium. Sin 
autem loco . ponatur x—— 4 x, erit dy — Yd x, atque 
adeo erit infinities maius quam Zx, ita vt dx prae 4y 
euaneícat. Quare regula confüeta etiam hoc cafu in er- 
rorem non inducit, cum valorem ipfius dy infinitum 
exhibeat. 


rentiale quaeratur cafü x——2, quia eft 2y — 


350. A regula ergo confueta differentiationis re- 
cedendum eft, quoties in ferie px 4- 17dx? J- irdx5 4- &c, 
qua differentiale completum functionis y exprimitur; pri- 
inus terminus p vel fit —o velin infinirum excrefcit, eo- 
que cafu differentiale ex primis principiis deriuari de- 
bet. Quoties ergo fun&tionis y differentiale quaeritur 
dato ipfius x valori refpondens, quo littera p vcl infini- 
te parua euadit vel infinite magna, toties recurrendum 
eft ad ipfa prima différentiatienis principia. Omnibus 

Vero 
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vero reliquis cafibus, quibus fit neque p—o neque p—cu, 
confueta regula veros differentialis valores praebebit, 
Interim tamen cafus ante (348) memoratus non eft ne- 
eligendus, fi functio y contineat huiusmodi membrum 
(x — ay Q exiftente 7 frattione denominatorem parem 
habente ; etiamíi enim adíit differentialia — inferiora 
quam Q Zx*, prae quibus hoc euanefcat; tarnen. quoniam 
Q4«^ fi fit 7x negatiuum, fit imaginarium, hoc mem- 
brum Q4" reliqua omnia, prae quibus euanefcit, quo- 
que transmutat in imaginaria: cuius circumítantiae ratio 
potiffügum in lineis erit habenda. ^ Huiusmodi ergo 
cafüs particulares, quibus verum differentiale communi 
regula non indicatur, in adiunctis exemplis explicabo, 


EXEMPLUM LL 
Quaeratur. differentiale. functionis 
y—a-d-x— V(xx-- ax — xV(2ax — xx)) 
cafu quo ponitur x —a. 
Differentiali iftius funttionis cafü x — ^ per regulam 
receptam non reperiri, ex differentiatione patet, fit enim: 
xdx-kadxt4dxV (2ax—xx)](axdx-xxdx): V(2ax-x1) 
PET V(rr-c-ax—xV(a2av—xXx)) |. . 
d , 
pofito enim x-—« erit y — 4x — — e. Ordiía- 
mur ergo a principiis differentiationis, ac primo qui- 
dem pofito x -j- 2x loco x fiet : 
y —apxpdx -V (xo[2xdxldx? fax Tadx-(x]dx)V (2a-xx]2adx-21dx-2x? )] 
Yyvyya Pofito 
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Pofito autem x — « erit : 
y!—2a4ddx—Y (2aa 4 3adx  dx* —(a dx) V(aa—dx?y) 

. | d x? 
Jam cum fit V(a4 — dx*) — 4 — 57, fequentes e- 
nim termini tuto negligi poterunt, quia non omnes, 
qui funt infinities maiores, deítruentur, vt mox patebit: 
erit y—aa 4 de-Y (aa aad 4.3 $dx?), dissi Sc 


extrahendo fiet y: — 2 24 dx - Gd 4 7 )-a-4 





At cafü x—a, erit y——« ; vnde cum Gt y -—y "t dy 
ud 
obtinebitur 7 y — — zs ex quo fimul perfpicitur func- 


tionem propofitam y fieri maximum, fi ponatur x-—z. 


EXEMPLUM IL 
Inuenire. differentiale | huius. funclionis : 
y — 2ax —xx--aV(aa — xx) 
cafu, quo ponitur x —a. 
Facta differentiatione more confüeto fit Zy — 244»— 
ax dx 


axdx — PICS quod pofito x —^« in infinitum 


abit, neque ergo hoc modo indicatur.  Differentialia 

Vero fequentium ordinum pariter omnia fent infinita, 

ita vt ex iis nequidem ex ferie px 4- 3 igdx? L irdy3 &c. 

verus valor diflerentialis inueniri queat. Ponamus ergo 

* t 4x loco x, atque habebimus 

y! c 2ax—xx q aadx—2xdx — dx? 4a V (aa xx—2xdx—dx?) 
& 
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& pofito x — 4 erit: 
y — 20 —dx* —-- aV(—2adx — dx?) 
At eodem cafu fit y x44; vnde erit y —— — 4 x* 
--a4Y — 2adx, & cum dx? prae Y —2adx eua. 
nefcat, erit dy — «V — 2adx. Quare fi differentaale 2: 
athrmatiue capiatur, erit d y imaginarium ; fin autem 
pro . fcribatur x — dx, erit Zy—-4WV2a4dx, cuius 
cum duplex fit valor alter affirmatiuus, alter negatiuus; 
fun&tio y cafü x—a« neque maxima fiet neque minima. 


EXEMPLUM III. 

Inuenire. differentiale fimélHonis : 
y—38aXx — 3aXX -- X? -- (a—x)* y (a? — X?) 
cuju quo ponitur x — a. 

Quoniam haec functio in i(ítam formam transforma- 
tur y — 435 ——(a— x)? -- (a —2)* y («a-- ax --x2x), 
pofito x Zc4--4x fit j— —a!cpdsi de yas 
eodemque cafu eft y —2?. Erit ergo dycc dao — dx? y/3aa, 
& cum 4x? euanefcat prae ax, erit 4y — — dx* y3 à à. 


cafü ergo x —2 funtlio y neque maximum fit neque 
minimum. 


EXEMPLUM. Iv. 
Inuemire differentiale. funclionis : 
y-— Vx-r Vx — us d -- Yx)Yx 
cafu x — 
Quoniam cafüs x—o Biogas eoque fit )»—o, loco x 
Tyyys tantum 
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tantum dx Aer & habebitur 7y — - dx d x*, 


feu dy — (1 -- Y4 x)Vdx; vnde primum patet 2x 
negatiue accipi non poffe. 'l'um vero etiamfi alias V Zx 
geminum valorem prae íe ferat, alterum affirmatiuum al- 


. a 1 * * *. 4 
terum negatiuum, tamen hoc cafü, quia eius radix V Zx 
LI ; NS 4 
occurrit, non nifi afhrmatiue accipi poteft. — Ar vero dun 
vtrumque fignificatum iis eritque 2y—— V 4x -- V/dx? 


Qr» —o-ud- V xcb Ydx3, ob y —o. Cum igi- 
tur vterqne ipfius 5/ valor maior fit, quam ipfius y, fe- 
quitur cafu « — o fieri y minimum. — Quod autem ve: 


tio y —Vx * Va non complectatur hanc y—-—Yy a-4- yat, 
vtramque ad rationalitatem perducendo T i Prior 


enim fufa in hanc formam y — V x — Ys, & quadrata 
dat, 5*— 25V x--x-—xVx feu y*--x — (x72) V x, 
quae denuo quadrata praebet y* -25?x — 4xxy 4r xx—x3 —o. 


4 
Alera vero y - Vx —YV x? dabit y? 4 x—— (»—2y) Vx 
& porro y* — 2*yx -- 4xxy -d—- x x — x3 —o 
quae ab illa eft diverfa. | At vero alterum membrum 


Yx? ambiguitatem figni retinet. Quamobrem ifta cim 
cumftantia probe eít notanda, quod etiamíi communi- 
ter radices poteftatum parium vtrumque fignum -4- & — 
includant, tamen haec ambiguitas ceffet, íi in eadem 
expreflione earumdem radicum vlteriores radices potefta- 
tum 
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tum parium occurrant; quippe quae fierent imaginariae, 
(fi radices priores negatiue acciperentur. Atque ex hoc 
fonte maxima & minima fecundae fpeciei fequuntur, 
quando ralia non locumt habere videantur. 


EXEMPLUM V. 
Inuenire  differentiale  funclionis : 


y Za-I-VG-f) -I- (x-£) V-f) --(-£) Yx-£) 


cafu quo ponitur X— f a 


4 $ 

Ponamus x —/—:, & cum fit y——a Vt tt Vt - ££ 
huius differentiale quaeritur cafü ?—0, quo fit y — a. 
Pofito Crgo £ -—-— dt Ííeu o —— dt ge E fiet [di —— 


9-7 dy c ar Vdt ——- dt Vi -L- d? v4, ideoque 


habebitur 2 — V4t ——- 4t yd tdt? y4 i v5 
primo patet differentiale 77 negatiue accipi. non poffe, 
quin dy fiat imaginarium. 'l'um verum non folum Y'4*, 


« - 208 
fed nequidem V 4t negatiue accipi poteft; fieret enim V 2t 
imaginarium : vnde differentiale d » geminum. tantum ha- 


bet valorem, d, —— un Vat —- E 27 E d £? V 4t, quo- 
rum cum vterque maior fit nihilo, fequitur functionem 
y fieri minimum fecundae fpeciei pofito ?—o feu x —j. 


i * * 4 * 8 : 
Quanquam ergo his cafibus termini 47 V4? & 4:2? y 4e 
prae primo Yt euanefcant; tamen eorum ratio eft ha- 
benda, fi multiplicitas valorum Ípectetur, vt imaginaria . 


euitentur, * 
EXEM- 
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EXEMPLUM VI 
Iuenire differential functions : 
y — ax -- bxx -- (x—£y —- (x—f)n4-ia 


cafu x —t. 


Si ponatur x —f fiet y —af -I- 2 f, & filoco x 
ponatur x —- 4x feu f——- 4x, prodibit valor proximus 
y'— af—- bff-—-adx —L—- abf dx —— b dx? —L dx»—L- d xm à", 
ita vt fit 2y —adx —— a/fdx —— bdx? —— dx» —— dum dx, 
Nifi ergo fit z numerus par, differentiale 2x negatiue 
fumi nequit.  Vltimus autem terminus 423" Y x^ fig- 
num habet ambiguum ; vnde valor ipfius 5/ erit du- 
plex vterque maior quam ipfius y, fi quidem 4-—2 2 f 
fuerit quantitas affirmatiua, atque exponentes z; & 
m -|- iz vnitate fuerint maiores. Fiet ergo valor func- 
tionis y cafü x — f£ minimus: hocque euenit five z fit 
numerus integer fiue fractus, dummodo numerator hoc 
cafü, & ipfe numerus illo cafu non fuerit par. 


351. Imprimis autem haec methodus differentialia 
ex ipfis principiis deducendi vfum habet in funGtionibus 
tranfcendentibus, cum quibusdam cafibus differentiale mo- 
re confüeto inuentum vel euaneícit, vel in infinitum ex- 
crefcere videtur. Occurrunt autem hic eiusmodi infi- 
torum & infinite paruorum fpecies, quae in alpgebraicis 
nunquam inueniuntur. Cum enim íi ; denotet nume- 
rum infinitum, /; fir quoque infinitus quidem, fed ta- 
men ad ipfum numerum ;, eiusque adeo poteítatem 
quamcunque ^, quamturmuis exiguus ftatuatur exponens z, 

ratio- 
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" [] ! r * , . /z á * 
rationem tenens infinite paruam, erit fra&tio — infinite 
| 1 


parua, neque ante finita effe poterit, quam exponens 
hat infinite paruus. Erit ergo /; homogeneum cum »», 
fi exponens z fuerit infinite paruus. — Ponamus nunc 


s I d ang i * * & 

i — —, eXiftente w quantitate infinite parua, erit — /o 
I * - 

homogeneum cum z5»» fi exponens z fit infinite paruus, 


, I . . 
ideoque — 7,; homogeneum erit cum w^"; hincque 


I id ac ma 
— 7;-; erit infinite paruum comparandum cum 4a, 


exiftente 7 frattione infinite parua. — lta (i fuerit y—— m 
X 


ditferentiale ipfius » cafu x ——-o, erit — — d 4^ 


I 
| ldx 
ideoque 4y ad Zx atque ad quamcunque ip(us 4x po. 
teftatem tenebit rationem infinitam: atque,prae — 77 

dax 
euanefcunt omnes omnino poteítares ipfius 2x, quan- 


tumuis exigui fuerint earum exponentes. 


3532. Deinde quoque vidimus, fi « fuerit numce- 
rus vnitate maior, & ; infinitus, tum «4! fore infinitum 
tam excelífi gradus, vt prae eo non folum ;, fed etiam 
quaeuis ipfius 7 poteftas euanefcat; neque ;* ante homo- 
geneum cum 24* euadet, quam exponens z in infinitum 


fuerit auus. Sit nunc ; — ;» ka vt w infinite par- 


5222 





vun 
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Us 
2" I 5 
vum denotet, erit «  homogeneum cum yet exiftente 


— 


een irse ag I 
2? numero infinitt magno: ideoque 4 feu ——— , erit 
PEL 

infinite paruum comparandum cum e", Hinc — : E 
^ GA 

erit infinite paruum, quod autem prae omnibus ipfius 
dx poteftatibus euanefcit; cum homogeneum fit cum 
poteítate 4x" exiftente 7 numero infinite magno.  Qua- 





. qn L] . mmm A—À I à Lim z 
re fi quaeratur differential ipfius y — —1— cafü «—o; 


* " " ilm | E. i n I * » E 
quoniam fit y—o, erit 2y— —7:,; ideoque infinities 


minus eft quam poteftas quantumuis alta ipfius Z.. 


353. Sin autem a fit numerus vnitate minor, tum 
* I " .* "* : : 
quia - fit vnitate maior, quaeftio ad cafum praece- 
I 


| ; ue : (o 
dentem reducitur. Scilicet fi habeatur expreffio 4 , ea 
I 


— 0 — 





. . o) I 
ponendo 2 ——— ::? transmutabitur in 2 , feu o 
! .* 
quae homogenea erit ob ^£ 1 cum «»*, exiftente » nu- 
mero infinite magno. His igitur praemiflis fequentia 
exempla refoluere poterimus. 


EXEM- 
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EXEMPLUM I. 


Inuenire differentiale funclionis : y —xx — Ix 
cafu x —o 


Quoniam pofito x — o fit y —o, fi ponamus x-1- 4t, 
I 
feu o—-I-Zx loco x, fiet y dy—dx?* — —-, 
| ldx 
: 
Cum autem — Tj homogeneum fit cum 2x», deno- 
tante z numerum infinite paruum, prae eo 4x? euanes- 
I 


cet, eritque dy — — TIL —— d x", At vero quia 
logarithmi numerorum negatiuorum funt imaginarii, 
dx negatiue accipi non poterit; eritque adeo cafu 
x ——co fun&dio y minimum, fed neque ad primam 
neque ad fecundam ífpeciem pertinens. Ad primam fci- 
licet fpeciem non pertinet, quia y nullos habet valores 
antecedentes proximos, fed tantum minus eft valoribus 
fequentibus, fi x nihilo maius ftatuatur. Ad fecundam 
autem fpeciem ideo non pertinet, quia valores fequen- 
es, quibuscum comparatur, non funt gemini: fic ita- 
que prodit tertia fpecies maximorum  minimorumue, 
quae in fun&hionibus logarithmicis & tranfcendentibus 
tantum locum habet, in algebraicis autem nunquam oc- 
currit; de qua in fequente parte de lineis curuis fu- 
fius agetur. 


44227753 EXEM- 
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Inuemre differentiale funclionis : y — (a-x)n -xn (la - Ix)n 
cafu quo x — a. 


Differentiale hoc fi z fit numerus integer, ex formu- 
la generali 2y — péx —- i44x? -L. irdx* -- &c. 
inueniri poteft, erit enim : 
páx — — n(a— xy dx — nx" dx (Ja Ix)n I nxo- (la- Ix y dx 
qui valor pofito x — vtique euanefcit: nam etiamfi 
fit »—1, erit pdx — — dx --.4x-o. Sj igi- 
tur vlterius progrediamur , erit : R2xRa L— 
2 (4—1) (1-1) 


2(? 
A 


1.2 


2 
7 die? (la- lr] gendae* (La. let 


-i- ai X^—31dx? (Ja Ix) - e) x9 dx? (In [xy )n-a 


i. dx* 
Hinc ergo fi fuerit z—r, erit 1 42x? — zr pofito x—a 


simili modo fi fit z—2, ad terminum tertium Lrdx? 
effet pergendum, & ita porro. Facilius ergo vtemur 
ipfis differentiationis principiis, & cum pofito x —-—a 
fiat y — o, fi ponamus x-i-2x feu a-1-4x loco x, erit 
y — (-dxy — (at dx (/—1 (4t-2x)]" — 5 dy — dy ob 3—o. 


E(t vero /(a-- 4x) —— Ja 4. tt. NT Gk — c. 


2* 3 13 





vnde fit dy —— (—dxy — 


j | - | 1 j442 VM 
(rns l D g-dx*) - M d dx 2) —Á (dye 


I & aa* 344^ 


Caíü 
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Cafü igitur x — 4 erit formulae propofitae differentiale 
quaefitum 4 y, vt fequitur: 





42 
á Bh scuk px : vt ante inuenimus 
2dx? 
I sz dy —— sim 
| 28 
dx* 
lh «9—5 dy — fis 
? J 24 
| dx* 
| d J Zo 
&c. &c. 


Si ergo 2 fuerit numerus impar, funCtio y cafü v —a« 
fit minimum, fin autem z fit numerus par, neque maxi- 
mum neque minimum: quod idem valet, fi » fuerit 
fra£tio denominatorem habens imparem. Sin autem z 
fuerit fractio denominatorem habens parem, tum d» 
negatiue accipi debet, ne in imaginaria incidamus; & ob 
ambiguitatem fignificationis fun&tio quoque neque maxi- 
ma neque minima euadet. 


EXEMPLUM IL 
Inuenire. differentiale funclionis : y — xx cafu x— i 
denotante e nimerum, cuius logarithmus 1y- : 
perbolicus efl — 1. 
Quia fit in genere 2; — X*dx(/x—L-1), hoc differen- 
uale cafü x — - feu / x — — 1 euanefcit. Compa- 


ZZ22 3 retur 
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rerur ergo hoc differentiale cum forma generali p 2 x 4 1 
qdx?^ 4 &c. erit p-—x*(/x 4 1) & 425 x*(Ix 1)? 4- x71 


E ica 
: I : "I e &É 
& pofito lx2z—: feu x— y erit r—() — e ^ 
S. 6 
Quare differentiale quaefitum erit 2y — 4 e(e70:*4x*, 
. . "^a. I 
euaditque ergo funCtio y—x* minimum cafü x — —. 
* £e 
EXEMPLUM IV. 


lIuuenire differentiale funclionis huius : y-cxn | ex 
cafu quo X — o. 


Quia fa&o x — o fit y —o, íi ponatur x—o-1-4x, 








I |y. 35 I 
rt y)4-—d4y-dx*'-- ——;. Vidimus autem — 
erit ) J amd autem —-7- 
e 
homogeneum effe cum poteftate ipfius 2x infinita, feu 
cum 4x'?, ideoque prae 4x^ euanefcet ; ica wt fit 


dy — dx*. 


354. Quod in differentialibus primis certis cafibus 
vfu venit, vt confüeta differenriationis regula non pro- 
deant, idem quoque in diíferentialibus fecundi ac ter- 
tii fuperiorumque ordinum euenit, iis cafibus, quibus 
in forma differentiali completa: 

d.y—pdx--i4dx*-L-irdx?-—-445:dx*-—L- &c. 
quantitatum 4, 7, *, &c. nonnullae vel euanefcunt, vel 
in infinitum abeunt. Scilicet cum fit : 

dd. —4dx*--rdx? ——-yp5dx* —- &c. 

| fi 
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fi quo cafü fiat ; — o, tum erit dy — dx? ; fin autem 
eodem cafu & x euanefcat, tum erit 44» — y4 sdx*, 
& ita porro. Sin autem vel 7 vel r vel s &c. fiat in- 
finitum , tum ex ifta ferie differentiale fecundum pror- 
füs inueniri nequit, fed confugiendum erit ad principia 
differentialium : fcilicet ponendo x -4- 4x loco x quae- 
ratur valor 5^, & ponendo x -1-242x loco x valor ip- 
fius y^, quo facto erit verus valor differentialis fecundi 
ddy — dy! —^ d — y! — 25! —-5. Simili modo fi de 
differentiali tertio quaeftio proponatur, tum praeterea in 
y lóco x fcribatur x -— 34x, inuentoque valore j^ 
erit 439 — y! — 35 ——- 55! — y, ficque deinceps. 
Quos cafus fequentibus exemplis illuftrabimus. 


EXEMPLUM I. 


dà--xx 





Inuenire differentiale. fecundum funclionts | y — 
: a 
cafa quo ponitur — x —Vi 


Quaerendo differentiale completum ipfius y, ex forma 
dy — pdx-L-iqdx!'--5rdx? -- 454 x* —- &c. 
prodibunt pro p, 4; v, *, &c. fequentes valores : 

— Add 2 nm uL AT E 1240xx : 
abeus (aa 4 x x)? ? rr quam (aaax) ; atque 

Miis 48a*x — 48aax3 
"m (aad xx)* —— 
Cum nunc fit. 42y — 44x? -- rdx3 —- $4 s4x*——- &c. 
ob 
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ob 4— 0 cafü x -y; , eodemque cafu fit y — T 
fi : * al i TW ovk a. Uarda?y s 
et differentiale fecundum quaefitum 445 — Y qu 
EXEMPLUM II. 
Iuuemire / differentiale. tertium. funclionig y — cUm 
a4a-c-xX 


caju x —c a. 
Quaerendo vt ante differentiale completum 
4y— igdx* —-irdx? ——-454x*——-& 
quia eft differentiale tertium 2?y Z-r4x* —— $:4x*, ob 
| 484*x — 48a4x? 
fug (aa—b-xx)* ^ 
ad valorem s eft progrediendum, qui erit : 





fiet r —o cafü x — 2; quare 











PE uu eabhcs SMS L e 1s dgio Pat 
(aa- x x)* (aa-]— x x)5 
fato ergo. x — «4, erit (— à Il-—-i MS 
ir 9dx* 
hoc cafu erit 4*y — ——-. 


EXEMPLUM III 
Inueuire differentialia. cuiusque. gradus. funclionis 
y—axm-L-bxn" cafu x-o. 
Ponendo füccefliue x-1—4x; x-—-24x; x--3 dx; &c. 
loco x valores fequentes fun&tionis y erunt : 
y! 2c a (xL dx)" —L b (x—r- dx)" 
y! — a (x -4-adx)n -- b (x-4-adx)* 
39! — a (x--34x)" -- À (x—L-34x)" &c. 
Pofite 
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Pofito ergo &-——o, erit y— o, eiusque differentialia 
erunt : 
dy — adxm-—-bdxn 
ddy — (2"7—2)adx" —-- (2*—2) b dx" 
d3y — (3"—3.2?43)adx " —- (3"—3.2*»—3.3^1- 5) Ldx* 

L2 
d*y — (4"—4.3"6.2"»— 4)adx "——-(47—4. 37-6. 25— 4) bd xt 
&c. 

Si igitur exponens z fuerit maior quam , termini fe- 
cundi in his expreffionibus euanefcunt prae primis. In. 
terim tamen eorum ratio erit habenda, fi » fuerit nu- 
merus fractus, vt cafus, quibus haec differentialia vel 
fiunt imaginaria, vel ambigua, diiudicari queant. Vlte. 
riorem vero horum cafuum euolutjonem in doctrinam 
de lineis curuis referuari conuenit, 


Aaaaa CAPUT 
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ULATDT NV. 
DE FALORIBUS FUNCTIONUM, 
QUI CERTIS CASIBUS FIDENTUR 
INDETERMINATI. 


* 355. 


N functio ipfius x quaecunque y fuerit fractio ü 


J 
cuius numerator ac denominator pofito loco x certo 
quodam valore fimul euanefcant; tum iíto cafu frattio 


P Aid ET o 
-— valorem functionis y exprimens euadet —— , quae 


expreffio cum cuique quantitati fiue finitae fiue infini- 
tae fiue infinite paruae poflit effe aequalis, ex ea pror- 
fus valor ipfius » hoc cafu colligi nequit, atque ideo 
videtur indeterminatus. — Interim tamen facile perfpici- 
tur, quia praeter hunc cafum functio y perpetuo valo- 
rem determinatum recipit, quicquid pro x fübítituatur, 
etiam hoc cafu valorem ipfius y indeterminatum efle non 
poffe. Manifeftum hoc fiet vel ex hoc exemplo, fi fue- 
rit LI , quo fatto x —a fit vtique y——. 


Cum autem numagratore per denominatorem diuifo fiat 
y—ca4-1-x, euidens eft f1 ponatur x — « fore y — 24, 





ucc rh. Bio. tua a 
ita vt hoc cafu fractio illa 5 Requiualeat quantitati 2 z. 










356. Quoniam ergo füpra oftendimus, inter cyphras 
rationem quamcunque intercedere poffe, in huiusmodi 
exer- 
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exemplis ratio determinata, quam numerator ad denomina- 
corem teneat, inueftigari debet. Cum autem in cyphris ab- 
folutis ifta diueríitas perfpici nequeat, earum loco quan- 
titas infinite paruae introduci debent, quae etíi ratione 
fignificationis a cyphra non differunt, camen ex diuerfis 
earum functionibus, quae numeratorem & denominato- 


rem conftituunt, valor fractionis fponte elucet. Sic fi 


| . Toddx 
habeatur iíta fractio PL etiamíi reuera numerator & 


denominator fit — o, tamen patet valorem huius frac- 


Te Y : DET ; 
tionis effe determinatum nempe —7j: Sin autem ha- 


^ oraret : 
beatur haec fractio RE huius valor erit nullus, querm- 


dx Ae sl 
s eft infinite magnus. Si igi- 


cur loco nihilorum, quae faepenumero in calculum in- 
grediuntur, infinite parua introducamus, hunc inde fruc- 
tum percipiemus, vt rationem, quam illa nihila inter fe 
tenent, mox cognofcamus , nullumque amplius dubium 
circa fignificationem huiusmodi expreífionum fuperfit. 


Vae " 
admodum huius valor 7j 


357. Quo haec planiora reddantur, ponamus fractio- 
nis y-— — tam numeratorem quam denominatorem 


euanefcere, fi ftatuatur x — 2. Ad haec autem nihila, 
quae inter fe comparari non poffunt, euitanda, ponamus 
x L—4-- dx, quae pofitio reuera in priorem x — « re- 
cidig ob 7x — o. Cum vero, filoco x ponatur x-1-2x, 
functiones P & Q abeant in P-I-2P & Q -4-2Q ; po- 

Aaa aa a fiti0- 
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fioni x —:2——-4x fatisfiet, fi in his valoribus vbique fta- 
tmuatur »— 4, quo quidem cafü P & Q  euanefcere affu- 
inntur. Hinc filoco x ponatur a-|- 4x, fractio L^ trans- 


AP o. 


mutabitur in hanc jQ» quae propterea valorem func- 


tionis y— i. exprimit cafü .x« — z.  Haecque exprefíto 
indeterminata amplius effe non poterit, fiquidem füunc- 
tionum P & Q differentialia vera fumantur, vti in ca- 
pite praecedente docuimus. ^ Hoc enim paCto differen- 
talia 7P & 47Q nunquam in nihilum abfolutum abeunt, 
fed nifi per differentiale 2x ipfüm exprimantur, faltem 
per eius poteftates exhibebuntur. ^ Quodfíi igitur repe- 
ratur 4P— R4x» & 4Q —S4»x^, erit funtionis 


XR d Rx» d 
p [3 cafu x — z valor — qj»: qui propterea erit 


eR : | 
finitus & —X fi fuerit. 2»; — z ; fin autem fit 9» z, 


tum valor frat&tionis propofitae reuera erit —o: at fi 
fit z -4z, ifte valor in in&nitum excrefcit. 


358. Quoties ergo huiusmodi fraCtio occurrit Q^ 
cuius numerator & denominator certo cafü puta x — a 
fimul euanefcant, valor iítius fra&tionis hoc cafü x —a 
per fequentem regulam inuenietur : 


Quaerantur. quantitatum P. c Q differentialia cafu 
x —a, eaque loco ip[arum P. c Q. fubflituantur, quo facto 
frac- 
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fractio - exhibebit valorem. fractions x: quaefitum. 
Si differentialia 7P & 4Q methodo confueta inuenta 
neque infinita fiant neque euanefcant cafü x —:4, tum 
ea retineri poterunt; fin autem ambo vel — o fiant vel 
— v, tum modo in praecedente Capite expofito haec diffe- 
rentialia completa cafü x —42 inueftigari debent. Plerum- 
que etiam calculus mirifice contrahitur, fi antea ponatur 


| XM. 
r——a-—t íeu x-—a4——r, quo prodeat fra&tio — , 
cuius numerator ac denominator euanefcunt cafü ?— o; 


tum enim differentialia 2P & 4Q. habebuntur, íi vbi- 
que dt loco £ fubfítituatur. 


EXEMPLUM LL 
0 m D—V(bb—t 
Quaeratur. valor. frachionis huis L Igea AS tt) 
; tt 
C afi D ug. 


Quonidm hoc cafu ? — o & numerator & denomina- 
tor euanefcit, loco ? tantum fcribatur 4, atque valor 


yate $a» 25 2 
quaefitus exprimetur hac fraCtione Lu dn) : 


dt? 
Cum vero ft. V (ii — 48) 5 1 — 7^, ifta fradtio 
"- 4t? r5 
abif in hanc ijgnm — — Hinc fractio propofita 


2 i — 1 " s d : T 
—— — ——— cafu t — o recipit hunc valorem. —. 
tt á 2b 


Aaa aa 3 EXEM- 
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| EXEMPLUM IL 
: ÜOuaeratur valor — huius fracfionis : 
V (aa-i- ax -L- Xx) — -—— V8a—dX-L-Xxx) 
Ty(a8--X)— Y (8 -—-k) | 


cau X — o. 








Hic iterum ftatim 4x loco x füb(tirui poteft; quo 
facto cum fit: 


V(aa-k-adx c dx*) ap b dx ei 7 
V (aa—adx-- dx*) d o Idx iiem 
VOR QANM UI dx 
atque V(a-- dx) — Va t 
V (a— dx) — Ys ——- | 


. ' dx 
fiet numerator — 4x & denominator — y,» €x quo 
(t 


frat&tionis propofitae valor quaefitus erit — Va. 


EXEMPLUM Il. 
Quaeratur .esbr huius — fractionis : 











x? —4ax?-- —2a2*'V(2ax——aa) 
XX 2 "T eT ap VIT YR n Ti 4X—XX) 





cS X Cm 8. 

Si more confueto differentialia füumantur & in loca 
numeratoris ac denominatoris fübftituantur, habebitur : 
3xx—8ax-]-74? —249:YV (24x28)... fra&i 
A——————————————————— ———- . cuius fra 2 

ax ——24--24(a— x): V(aav— xx) ^? Y 
nis 
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nis numerator ac denominator denuo euenefcunt, fi po- 
natur x — a. — Quare ob eandem rationem eorum loco 
denuo ipforum differentialia fubítituantur , prodiDitque : 


——————————.—--5 cuius numerator ac 
2——2439:(24x —xx)* 
denominator iterum cafu x :— 24 euanefcunt. |Pergamus 
ergo eorum loco ipforum differentialia fubftituere : 


5 
6—6a5:(24x—xx)! |. I — 45:(24x—x xà 


paee—Á: 
— 


6 2? (asd ):(nam-k)? a(a—x):(2ax—x xy 
Verum & hic pofito x — e denuo tam numerator quam 
denominator euanefcunt. Porro igitur diflerentialibus 
ipforum loco fuübftitutis, orietur : 


Eat: (24x — a4)? 





TITRE 8a*x —]44?xx): (paso xay 


Nunc denique loco x ponatur, 4 prodibitque haec frac- 
gai a is | 
tio determinata M—p 9,98 cft valor quae- 


fitus fra£tionis propofitae : 


Quodíi autem antequam haec inuefligatio füfcipiatur, 
ponatur x —4-1— 7, fractio propofita transmutabitur in 
hanc: 

133 -L24*t—— —att J- t —24?Y (aa -- — 241) 
— 24a -|-tt J- 24V (aa— t8) 


| | am o | | 
quae cum recipiat formam 2» fi ponatur * — o, pona- 





natur d? loco 7, & erit: 


2-4 





—ÀooRA 
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20 -]-2a'dt — adt? -I- dt* — 24^ V (sa 2 adt) 
UU o——u-aacp dr - -L- 24 Y (aa — — di 
Conuertantur iam formulae irrationales in feries, quae 
eousque continuentur, quoad termini a membro ratio- 
nali non amplius deftruantur : 


TENE, ; iE aun gfÉ UE NEP S 
y (aa -4— 24dt) — a -L-dt — ex -- —— 252 — $a | 
| TAI dM dt? dt* 
V(aa — dt*) OMEN ^ MEC - 


quibus valoribus fübftitutis prodibit fraCtio haec: 
qpdt^o- wo 
—dt* : 4aa 
qui eft valor fratctionis propofitae iam arte inuentus. 


—— à 


sad. ornEE T 










EXEMPLUM Iv. 
Iuuemire valorem — huius — fraclionis : 







a - V(2aa— 2ax) — Y(2ax — xx) 
a—x-V(aa—xx) 
cafu x — a. 






Subftitutis in loca numeratoris & denominatoris eo- 
rum differentialibus prodibit haec frattio, quae cafu 
vg T propofitae erit aequalis : 

a: V(aa— 24x) — (a— x): :iY(aax - — xx) 
— 1 —x: Vins na) 
cuius nurherator ac denominator cafü . — 7 fiunt infi- 
nii. Verum íi vterque per —— Y (a — x) multiplice- 
tur, habebitur 
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a: 2: V2ack- (a — 3: V (2 ax —— Xx) 
UU. —w) x: V(a -- x) 
quae pofito x» —« dabit hunc valorem determinatum, 
ue fae — 1, qui propterea aequalis eft fractioni pro- 
poíitae cafü x — a. 
359. Si igitur habeatur fractio o cuius numera- 


tor & denominator cafü x—2 euanefcat, eius valor per 
confuetas differentiandi in affipnari poterit, neque 
opus erit ad diflerentialia, quae capite praecedente trac- 
iauimus, recurrere. Surntis enim differentialibus fractio 


propofita : cafu x — «4 aequalis erit fractioni 7 CU- 


ius fi numerator & denominator pofito x —« induant 
valores finitos ,' cognofcetur valor frattionis propol itae; 
fin autem alter fiat — o, manente altero. finito, tum 
fraCtio erit vel — o vel —«, prout vel numerator 
euanefcat vel denominator. At fi alteruter vel vterque 
fiat — v», quod euenit, fi diuidantur per quantitates ca- 
(fü x——24 euanefcentes, tum multiplicando vtrumque per 
hos diuifores, iftud incommodum tolletur, vti in exem- 
plo poftremo euenit. Quod iverotam numerator quam 
denominator cafü x — 4 denuo euanefcat, tum iterum, 
vti initio factum eft, diflerenrialia erunt capienda, ita 


] 
vt haec fractio Hs r prodeat, quae cafu x —^ propofitae 


adhuc erit aequalis ; &, fi idem rurfus in hac fraCtione 
Bbbbb vfu 

















| o TES 
vfu veniat, vt fiat — c» tum in cius locum furrogetur 


3 
haec a a atque ita porro, "donec ad fra&tionem per- 


veniatur, quae valorem determinatum exhibeat, fiue fi- 
nitum fiue infinite magnum fiue infinite paruum. — Sic 


4^ 
in exemplo tertio oportebat ad fra&ionem 5 sid 7. progre- 
di, antequam valorem fraCtionis propofitae Es affignari 
licuerit. 
560.  Vfíus huius inuefligationis elucet in definien- 
dis fummis ferierum , quas fupra capite Il. $.22. erui- 


mus, fi ponatur x—:. Ex iis enim, quae ibi tradita 
(unt, fequitur fore : 


rl x? x31 v£a T Xn or Lii t 


&lox0 x5l.. 





T x2"—1 





x— (4 I)x*-F! rei 


"er NOT e Lust c "aces 


i 


v 3x? T$x54- * s Toe ge n n2 — xax): 


aLi& 2 Gr)? x" i2 (2mntas n-p)xniz Am "th 


xl4x?lgox?.. osa ———— G-) 

EIL. CERE 

Quod (i nunc harum ferierum: fummae. de(iderentur :ca- 
dd dif fü 


x[x? x[x? -(Gspiorhi(o ge 1) Sid 





' 
j 
| 
* 
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fü quo X — 1, in expreflionibus iftis tam numerator 
quam denominator euanefcunt. ^ Valores ergo harum 
fummarum cafü x — 1: methodo hic. expofita definiri 
poterunt. Quoniam vero eaedem fummae aliunde con- 
ftant, ex confenfu veritas huius methodi magis elucebit, 


EXEMPLUM LI 
"A 00. X—Xnc: | 
Definire valorem hutus. fractionis ctas RN cafu Xx—r, 
qui exhibebit- [umma [erie? y --1--1-1-... 7-1 
ex n fermimis conflamtis, quae propterea 
erit. — n. 


Quoniam cafü xL: numerator ac denominator eua. 
nefcit, fubftituantur differentialia in eorum locum, habe- 


: E . | 
biturque ———-————-—, quae pofito x — 1 dat z pro 


— AR 


fumma feriei quaefita. 


EXEMPLUM i. 
; | D 0 o X—yin-du 
efinire valorem. fractionis ——— tafu X — 5 
Defini P IDEE 7L . qut 
. exhibebit. fummam feriei 1 — 3 4-1 3-5... —i 7a 
ex n termuus conflamtzs, | quae propterea 
ent s. | 





Sumtis differentialibus fractio propofita transmutatur 


I— (2--1)x:" 


in hanc : -, cuius valor pofito x — r, 





—À 2. jJ 
erit — 7. | * 


Bbbbbza EXEM- 
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EXEMPLUM  fIIL 
X—(n4 311.8 dota 


( 
cafu X, qui exprimet Jummam feriet 34234 ... tn, 


nn--n 
uan conftat effe — 
q 


z 


lInuenire valorem. huius. fratlionis : 








Sumtis differentialibus erosut ad hanc fra&tionem 
r——(n—- 1)? x» —A- 25(2—- 2) x» r1 
numerator quam denominator cafü .c — 1 euanefcit. Hinc 
denuo differentialia fumantur, vt prodeat haec fractio: 
BELA iss mi) Lia mae u(n-- 1-1) (2 422)x» 


cuius adhuc tam 








, quae pofito 


-—1 abit in funmam feriei 


2n -- 3 |  2--n 
a TUS MATE 






propofitae. 





EXEXPLUM IV. 
Iuuenire valorem | buius 2 aam 













x--2xX*-— (Qu EU Me yx s 
uns I—X XJ* ui 
cafu x ———a, qui exprimet [umnmam feriei 






Ae e einem tse T- diem t) 


quam conflat effe — nn. 







Subftitutis differentialibus in loca numeratoris & de- 
nominatoris prouenit haec fratio : ' 
1 a per (ZWEI) m p. "s (2 n—1l1)(22-3- "-E 3s 
o— 4x (1—a — xw) "4 














quae 
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quae cum adhuc idem incommodum habeat, vt pofito 
2 .:0. 3: e | 
x-—1 abeat in —, denuo differentialia fumantur, 
o 


6x 6x — 2n(2n-d-1)*325^71-4- (221) (27- 25-412) (221-4 - 3) 
— 4 —L 12XX 

quae pofito x—: abit in: 

mes. eoi a 1 a Gk) opa) ata) Hu 

MSN EUS AIME IP E SR nu 


EXEMPLUM. V. 
Inuenire valorem huius fractionis : 
xix? xix'—3Xntn)tx r)?xn-t! -- (2nn FE 2n— 1)x^^ —nnxe*? 
C UE X e io 
eafg x——-—i, qui dabmu fummam feriet 
14440494... Ln?*, quam conffat 
effe — 4n? -3- i n* -- inm. 
Sumtis numeratoris ac denominatoris differentialibus, 
het 


1 IT2«— 2x — (n 1)?a*. tT x" t (H2) (2925-1) Mn - -nnu 3)? 


— 3(1—2)* 
in qua cum numerator ac denominator pofito x — 1 de- 
nuo euanefcat, differentialia fecunda fumantur : 
2-n(n D Eo 92) Qr 2) (2204 52-1)? (012) (Es) 
"o OAK I-A) 
Eodem vero adhuc fübfiítente incommodo, ad difleren- 
tialia tertia procedatur, vt prodeat haec fractio : 


-n(n-x) (m) mter nta amman-Dan--n* Gr) (rb 2rd 3) 
77 "MMgs (M OI Mae c UH | Fw TD IR 
Bbbbb s quae 
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quae tandem pofito x — r abit in hanc formam deter- 
minatam : y 


—n(n-X Go]? d non rbsXan-n-n) nbn)... 
— i53 — ig? —- is; qui eft ille ipfe valor, quo 
feriem memoratam exprimi inuenimus. 


EXEMPLM VI 
( s .o0Xm——,xm-r-n : 
Sit propofita. ifla. fractio omes uris, CHER valorem 


I-—- X 
cafu x — 1 ajfgnari oporteat. 


Quoniam haec frattio eft productum ex his duabus : 


Tur dic I—-—2ax" 


ir 


—— ——, prioris autem factoris cafu x— 1: valor 
I-- xf p— x? p 

I —— XP 
I—— X? 
valor eodem cafü quaeratur, qui fümtis differentialibus 

: BIX" H Midi s | 
erit ——— — —: vnde fra&tionis propofitae valor 
par CUT x: 


Uu 
cafü yc—ucwrit -—i . ldem valor prodit, fi imme- 


eft — 1, tantum opus eft vt alterius factoris 





diate differentialia in fractione propofita capiantur: fiet 


20 matci——(mIks)rme-to 0000 0 
did] -—— —— —————-, cuius valor pofito 
—à3pX P—1 
| —g "m^. 
XUI engpImsc—sLcbe—ycVECam. 
—2p 2p . 


561. Eadem methodo erit vtendum, fi in fra&tio- 
ne propofia —- vel numerator vel denominator vel 


Q. 


vterque 
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vterque fuerit quantitas transcendens. ^ Quae operatio- 
nes, quo clarius explicentur, fequentia exempla: adiicere 
vifum eft. 

EXEMPLUM I. 


qanlÉ-xn 


Sit" propofita - fractio iz pai culus valor quaeratur 





"tafa x-—a. 
Sumtis differentialibus ftatim peruenitur ad hanc frac- 
yx " : 
tionem  — — —-—-zx*, cuius valor pofito x — a; 
-—,cr 
erit za. 


EXEMPLUM . II. 
| dina Ix 
$z propofita :ffa fvaclio Va-xy C" volor quaeritur 


LO Xo r. 
Sumtis differentialibus pymegaroris & dehominatoris 
T.i —2Y (1-2) 


odit :;—————- ——:. cpgius valor po- 
prodit zem CUP ja , CU po 


| . /x 
fito x — ns cum fit — o, fequitur fraCtionem Vas 
| (1—x 
cafu x zc 1 euanefcere. 
EXEMPLUM IIl 
COM CUESS ala -4— alx 
S&rt propohlta ifía fraétiro ————, (ttf 
p p fr: jJ f? /a— Y (2ax- ax XX) 3 
valor quaeratur pofito v addi quo cafu mumerator - 
qv deuominator euane[cumt. 
Differentiatis fecündum regulam numeratore ac deno- 
minatore 
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- ) -orSpert *. Dom 2) V Qaem) 


minatore erit d: 1 Tib acci aatdna 

| —(a-—a): V (aag--mx)7^ - (a4) 
vbi etfi numerator ac denominator cafü x — 4 adhuc 
euanefcir, tamen quia vterque diuifibilis eft per 2——x, 

INS LE a4 4X4 iu 
habebitur ita fra&tio. — V — ——, cuius valor cafü x — 4 
eft determinatus atque — — 1; abitque igitur fraCtio pro- 
pofita in —1, fi ponatur x — 2. 
EXEMPLUM IV. 

i 28K eX : ; 

Sit propofita ifla. fractio [G2 Md calor quaeritur 
pofito X — o. 
Sumtis differentialibus habebitur ifta funttio 


quae pofito x — o dat 2 pro valore quacfito. 


eX éLS 


I? (rx) 


EXEMPLUM ' y. 

: 204. . ex—i—]l(r4x ! 
Inuenire calorem huius fractis Ui. cafu 
quo ponitur x — o. 

Si loco numeratoris ac denominatoris eorum differen- 
e*— 1: (r4-x) 
———À——, 


talia fübítituantur, orietur haec fractio 


» | NUM 
quae cum adhuc abeat in i fi ponatur x—o, denuo 


TM FoU TR Ro 5 ex—Er me. 
differentialia fumantur, vt habeatur CEbURSÁ ; quae 


pofito x — o praebet da Quod idem patet fi 
loce 
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loco r ítatimg o -- 4x  fuübftituatur : cum enim fit 
edx — i dxidx?-&c. & /l(r4 dx) — dx —i dx? 4 &c. 
edx ——— y — l(1-1-dx) Lr dana 


—— — M MÀ 


Ee tr? dai 





-— Lo. 


EXEMPLUM V I. 


á [4 xn 
Ouaeratur. valor. fraclionis ret cafu quo ponitur x — an. 


Quo ifta fra&tio ad formam, quae hoc cafu tranfeat 
.. x5 | Pi 
in —- reducatur, ita repraefentetur. emt fic enim ca- 
fü x — v, tam numerator quam denominator euanes- 


EU 
cet. Ponatur vero porro Sev cafü x — d, 


: i 1:75 [ 
fiat y — o, atque proponetur ifta fractio — cS Cuius 


3 


valor cafü y— o inueftigari debet. Sumtis autem diffe- 
1:y(Dy)*... 1:(I)* 


itialibus erit. —————— — uae pofito y —o 
rentialibus "T "7T , quae pofito y — 
- i : . W. g4 . 
cum abeat in. —, fumantur denuo differentialia , erit- 
—-2:(/)? 


que — HE vbi. quia idem incommodum adeft, fi 


porro diflerentialia fümantur  prodibit $0207 , ficque 


5 amt n 
quousque procedamus, perpetuo idem iioi odnm oc- 
curret. Quamobrem vt hoc non obfítante valorem quae- 


(d 
Gütum eruamus, fit s valor fractionis — I cafu;quo 


Occ oc poni- 
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ponitur 0, & cum eodem cafü fit quoque ; UT : 
esit: Tit 1:(/5)* | á 
erit ex illa aequatione ss — rto quae per iftam 
Ew Um m rh 
ys ex qua perfpicitur cafü y—o 
fieri s infinitum. — Fit ergo fra&tionis — A valor 


NT 





diuifa dabit : — 


: : AXISDUEME T. : . B 
cafü y— o infinitus, ideoque pofito y— 4x, habebit TES 

LG 
ad 4x" rationem infinitam, vti iam fupra innuimus. 


EXEMPLUM VII. 
' 0o xA 
Quaeratur valor. fraclionis — — cafu X—0, quo tam 


nuerator quam denominator. euanefcit. 


* ar? : * * & á X4 
Sit hoc cafü z—,:: 7-5, erit fumtis differentialibus 


T A sit & quia hic idem in- 
eommodum occurrit, perpetuoque recurrit, quousque diffe- 
rentiationes continuentur, remedio snte adhibito Vtamur, 
Prior aequatio dat 3*— e—1:*5, & xv(n--) — e-Cr- nx en 
altera aequatio dat x^! — e-1:5s:7, vnde fit x»(»--1) 
— e-":* 5" : 4^, qui valor illi aequatus dabit. e—:* ;7» —1 
I 


ideoque TA $2515 CT U0; It x ro. Quare pofi- 


quoque s — 


to x infinite paruo habebit 2a" 3d e—1:4»* rationerii in- 
finite 
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finite niagnafn, quicunque numerus finitus pro 7 ftatua- 
tur: vnde fequitur e—!:4* effe infinite paruum homo- 
gceneum cum 4x^, fi » fuerit numerus infinite magnus, 


EXEMPL d VIII. 
1 —fin x —- cof x : 
frs ej — (5,00 


: 7 
ponitur x —— — feu arcu 90 graduum. 





Ouaeratur. valor | fractionis 


Sumtis  differentialibus  obtinebitur haec  fra&ho 

cofr —— [in x 
- .— cofx — fin 
& cofx—o abit in 1: ita vt vnitas (it valor quaefitus 
fractionis propofitae. Quod idem patet fine differentia- 
tione: cum enim fit cof x — V(1 —- fin x) (1 — fin x) 
fra&tio propofita abit in hanc Ve X ey b : 


quae fit euidenter — rz, fi fiat fin x — 1. 


, quae pofito x — - ob fin x-——z 





EXEMPLUM IX 
XX — 
Inuemire valorem. huius expre[[omis Bownba E sr cafu 
quo pomtur x — 1. 
Loco numeratoris & denominatoris eorum differen- 


tialibus fuübftitutis prodibit ifta fractio : us c —- I 


0 25 Ni 
quae cum etiam nunc fiat — c pofito x— 1, fuman- 


Ccecca tur 
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tur denuo differentialia, vt prodeat —- x*(r- m Ja)? - Ee xeu xx ze 
—— Y 2X EY H 

quae pofito x — 1 abit in — 2, qui cít valor fra&io- 

nis propofitae cafü x — r. 


- 862. Quoniam hic omnes expreffiones, quae qui- 
busdam cafibus indeterminatos valores recipere videntur, 
pertractare conílituimus, huc ron íolum pertinent eae 


; P 
frattiones Q' quarum numerator ac denominator certo 


cafü euanefcunt; fed etiam. ciusmodi fra&tiones, quarum 
numerator ac denomninator certo cafü fiunt infiniti, huc 
funt referendae: propterea quod earum valores aeque 
indeterminati videntur. | Si fcilicet P. & Q. eiusmodi 
fuerint functiones ipfius x, vt cafü quopiam x——27, am- 
bae fiant infinitae, fractioque Q induat hanc formam 2: 
quoniam infinita aeque ac cyphrae inter fe rationem 
quamcunque tenere poffunt, hinc valor verus minime 
cognofci poteft. | Hic quidem cafaüs ad praecedentem 





P 
ttansmutando, cuius fratctionis nunc numerator ac de- 
nominator cafü x —42 euanefcunt; ideoque eius valor 
modo ante tradito inueniri poteft. At vero quoque fine 
hac transformatione valor inuenietur, fi loco x non z, 
fed 2; —— 2x fübftituatur, quo fa&to non eiusmodi infi- 
nita abfoluta v»  prouenient ; ífed ita erunt. exprefía 
l 


P. 
reuocari poteft, fratctionem — in hanc formam 


x 
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[m xpreffiones etfi fünt aeque. infini 
T3 vel j,.,5 quae expreffiones etfi fünt aeque infinitae 
4c v», tamen comparatione inter 2x eiusue poteítates 
inftituta, valor quaefitus facile colligetur. 


363. Ad eandem claffem quoque pertinent pro- 
du&ta ex duobus fa&toribus conítantia, quorum alter 
certo cafü x —:24 euanefcit, alter vero in infinitum abit: 
cum enim quaeuis quantitas per huiusmodi productum 
o.u» repraefentari poflit, eius valor indefinitus videtur. 
Sit PQ huiusmodi productum, in quo, fi ponatur x — 2, 
fat P—o & Q--ow, eius valor per praecepta ante 


tradita inuenietur, fi ponatur Q — tum enim pro- 


I 

RO 
Ato P 

du&um PQ. transmutabitur in fractionem q^ cuius nu- 


merator ac denominator ante cafü x — 4 euanefcunt, 
ideoque eius valor methodo ambo expofita inueftigari po- 


. . - " 3 [ys 3 
terit. Sic fi quaeratur valor huius producti (1-4) tang — 


' TX 
cafu x — r, quo fit 1—*— 0 & tang —— v, com- 


a 


CS ;: lI—2x - 
vertatur id in hanc fra£tionem  ———-, cuius numera- 
cot zT x 


tor ac denominator cafü x — : euanefcunt. Cum igi- 

tur fit differentiale numeratoris (1—$) —-— 4x, & diffe- 

rentiale denominatoris cot — —— 75-;—-—— , cafü x — 1 
2 (fni)? 

Cccecce 35 valor 
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| temi ' : m— 7x Y 
valor fra&ionis propofitae erit — E fin E fi C ez a 


a[n 

















r/s 
ob in —— I 


364. Imprimis autem huc funt referendae eius- 
modi expreíliones, quae dum ipíi x certus quidam va- 
lor tribuitur, abeunt in huiusmodi formam v — v: quo- 
niam enim duo infinita quauis quantitate finita inter fe 
difcrepare poffunt, manifeftum eft hoc cafu valorem ex- i 
preflionis non determinari, nifi differentia inter illa duo 
infinita aflignari poffit. Ifíte ergo cafus occurrit, fi pro- 
ponatur huiusmodi functio P——- Q, in qua pofito x — a 
fiat tam P — xw quam Q — c, quo cafü ope regulae 
ante traditae valor quaefitus non tam facile aífignari po- 
teft. — Et(i enim pofito hoc cafu fieri i-am Q —/, fta- 


tuatur e. E58.- 7 ita vt fit /l e n vbi cafü x—-« 


P | 
reu. n ecrit n EE A iru 
tam numerator e quam denominator e euanes- 
cit; tamen fi regula ante tradita huc transferatur, fiet 
: 


/J-— (20 vnde ob ra. D fieret p—4Q. 
PH. e 4P 
ideoque valor quaefitus ipfius / hinc non innotefcit. 
Quoties quidem P & Q funt quantitates algebraicae, 
quoniam hae infinitae fieri nequeunt, nifi fint. fraCtio- 
nes, quarum denominatores euanefcunt; tum P—Q in 
vnicam Íra&tionem colligi poterit, cuius denominator 


pari- 
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pariter euanefcet. ^ Quo fatto fi etiam. numerator eua- 
nefcat, valor modo fupra explicato definietur : fin autem 
numerator non euanefcat, tum eius valor reuera erit 


" 


— XP  1— xx 
valor defideretur cafü x Lr, quia ea abit in 
Ó——M — 


] 
I——XX ——w— 1—L-x 





infinitus. Sic fi huius expreffionis - 


, patet valorem quaefitum effe —— — £. 


365. Verum fi functiones P & Q fuerint trans- 
cendentes, tum plerumque haec transformatio ad calcu- 
lum moleftiffimum perduceret.  Expediet ergo his cafi- 
bus methodo direCta vti, atque loco x 2, quo ambae 
quantitates P. & Q in infinitum abeunt, poni x — 4--o, 
exiftente w quantitate infinite parua, pro qua Zx accipi 
poterit. Quo fatto fi fiat p—2.Lg & c 
manifeftum eft functionem P— Q abituram effe in B—C, 
qui erit valor finitus, Rationem igitur huiusmodi func- 
tionum valores inuefligandi fequenaübus exemplis illus- 
trabimus. 

EXEMPLUM IL 
WWE UG. E ANSA I 
Quaeratur valor huius exprefftouis DES Eie ia 
quo ponitur X — 1. 


x E NIE. db 

Qudniam tam zc; quam " fit infinitum pofito 
r-—1, ftatuatur x» — :-L-w, atque expreflio propofita 
pe 01 qus 
MVASEU. Iw) Cum Igitur fit 


K1-4-w) 


cransformabitur in 
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/ 


H(1459)— 909—104 393 —&c. — w(r-4oliwt-&c) 


habebitur 
(rte)(1r—-4645$€6*—&c)—1. . $£e—io*l &c. 
t) Mn — «(r-iwdiw!-—&c.) 
—iw--&c. 





EI cam X w-- iw?-—— &c. 
Pofito nunc v infinite paruo feu € — o, manifeftum eft 
valorem quaefitum efle — 4. 


EXEMPLUM IL 
Denotantibus e sumerum , cuius logarithmus | hyperbolicus 
efl — i, femicircumferentiam circuli , cuius vadius 
efl — 1, inuefligare valorem hutus. expreffionis: 
TX —1 T 


—— 


-T————mRn«a x —o. 
2XX x(e?7x—1)' 4 
Expreílio ifta propofita gus fummam huius feriei : 


I I I | I | 
VE EXTR Cage mo ro em Rr 


vnde fi ponatur x-— o, prodire debet fumma feriei 
huus £--£i--i--4,45.;-L &c quam conítat effe 


TT 
—R Fatto autem x —— o  expreffionis propofitae 





7T X -—I «m " . 
———— -—L- —————« valor maxime videtur indeter- 
2xx x (e17* —r) deter 


minatus, ob omnes terminos infinitos. — Ponatur ergo 
x — w, exiftente wv quantitate infinite men atque mem- 
Tc 
brum prius ————  abitin ——— -1- —, n dein 
p I8 —53 -- 3 Cum deinde 
fit 
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fit e — i Cz a5 comge* 24— $ m6? -—- &c. 
teri nembrum " abit in 
alterum  mméemor S (ey T4) 
7 I 


w(amw 2m*uw?iz?wi-&c.) — aw?(1mw4 i7?0?--&c.) 


I 
At eft. ———— ———-———s.— 2 1i-m-mwtLim-Tuw-—&E&c. 
Id T0604 tz 0?—4l &c. ti 


vnde Igz?-c, 





ad quod fi prius addatur prodit $7?, qui eft valor quae- 
fitus expreflionis propofitae cafü x — c. 


Idem quoque per methodum fra&tionum, quarum 
numeraror ac denominator certo cafü euanefcunt, praes- 
tari poteft: expreffio enim propofita in hanc fractionem 
cransmutatur : NEILICTIE : 
cuius numerator ac denominator cafü x — o euanefcunt. 
Sumtis ergo differentialibus oritur: 

T e1TX 3 Taxqt707 2465 des 

^ 4xeaT. —A— 47 xxe?7* — 4x 
"T —— mretTX - 2 2CcTuTMXMetTX 
4 xe ATE CpD-ATXXxeriTX—— 43 
cuius, fi ponatur x— o, adhuc numerator ac denomina- 
tor euanefcunt. ^ Quare fumtis denuo differentialibus 
habebitur : 

—agTeiolagmceumT p agixeim * 
qeiTR TIR Sm xciTE CS T X C075 LI B^ x67 — 4 


Ddd dd feu 

















(iue haec 
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feu eLIOICLIEUESI A aub 


eai7*-L.Aagxeizx --2 T^x*ei1TX I 
Tx 
feu e e Scito icis ANUS GB LLUETE 
I--47xXx-L-2mg!*m»——e-amx 
cuius numerator ac denominator adhuc euanefcunt cafü 
*— o. Quocirca iterum diíferentialia fuümantur 
T3 
AT -— 479x ——- 2amze-—ivx 
2 


. JT 7 
quae frattio pofito x — o abit in vo vt ante. 





EXEMPLUM III 
Retimentibus e Qc c eosdem valores, quaeratur. zalor 
exprefjromts. huius cafa X zc o 
7 T 
4X vel 2aX(e7X-1)' 


Expreffio haec transmutatur in hanc: ——— 7 7. 


cuius numerator ac denominetor cafü x — o euanes- 
cunt. Ponatur erpo. x — €, & cum fit 
5 uw 


e —1--7z0--i7?w?-Li:3uvw -L &c. 
formula propofita transmutatur in hanc: 
T9 Liv E pee. $7'w? eo bs &c. 
8v -L- 479? -— rS 2 c0 run —L- &c. 
quae pofito cw infinite paruo ftatim dat i7?, qui eft 
valor quaefitus expreffionis propofitae cafu. «x — o. At 


, exhibet fum- 


mam 












T 
vero exprefIio propofita IM 





Dec 
2X (eT * 1) 
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mam huius feriei es : "ree ere rm &c. 


cuius fumma pofito x — o vtique fit — $ 7. 


EXEMPLUM IV. 
"M V ias: T 
Quaeratur valor huius exprejfonis — — ——— — 
' 2XX 2XIGg 7 X 
cafu X — o 


| I T [^n 
Formula haec propofita —— —— —————— exprimit 
2xX 2xtangzx 


fummam huius feriei TM 
A ur cud em &c. 
DW 4—XXx jj 9—Xxx xr desc mme T e xXx p 

Si igitur ponatur x —o, prodire debet fumma feriei 


r-- i -L i -- £&& -- &c. quae eft — i77. 











idm. | 
Quoniam eít tang 7 x — 57, expreffio propofita in- 
I Tcofzx — füinmx—mxcízx 

duet hanc formam : a2 s a nar og En xu 


cuius numerator ac denominator euaneícit pofito x — 
Ponatur ergo x — w & cum fit 
(in Tr zT —imcq ^w -L-. &c. 
cof zx — — img? w*.-L- &c. 
expreílio propofita fiet : 
TU —i739?——&c. -79-3-i7:wi— &c. 2 lT7303.— &c. 
-— amu) — &as?w5 -- &c. | ^. amw -&c. 
quae ob « infinite paruum dat & z*. 


Ddd dd z EXEM- 
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EXEMPLUM V. 
Cum fit fumma huius. feriei infinitae 
I E I 1 7 fim tox 
—— 7 —-—-4-——-4-—— dos 
i-x& 0983: 050p 9g ence ped 4Xcf iX 
inuenire eius fummam, fi fuerit x —o. 





Quia eft (in jx» x —— ix — jy 73 x3 —L &c. 
& cofizx — 1: — i7*x? -. &c. erit exprefIio 
propofita 


———————— ——  — m M —MÀM— i —ÀÁ RR. 


in qua fi fiat x— o, valor erit manifefto —zz?, quam 
effe fummam feriei 1r -- 1 —- 44 -r- 35 -1- &c. füpra 
pluribus modis eft demonftratum. | Sin autem pro x fü- 
matur numerus par quicunque, fümma feriei propofitae 
femper eft — o. 


366. In his feriebus, quas binis vltimis exemplis 
tractauimus , aliisque litteram wariabilem x continenti- 
bus, ipfi « eiusmodi valores tribui poffünt, vt quidan: 
termini in infinitum excrefcant, qvibus quidem cafibus 
fumma totius fcriei fiet infinita. Sic feries : 





I | I Ly Wr ^ 
— Áo ——— A" T- &c. 
poji y acre t 9—2rx -- 16—Xxx dq-& 


fi pro x ponatur numerus quicunque integer, vnus per- 
petuo termünus ob denominatorem euanefcentem fit in- 
fnitus; hancque ob caufam ipía feriei fumma infinita 
euadet. Quodíi autem ifte terminus infinitus ex ferie 
tolla- 








CAPUT XF. 76; 


tollatur, tum fumma reliqua fine dubio erit finita, ex- 
primeturque fumma priori infinita termino ifto infinito 
mulétata;j hoc modo «dv —— v: quemnam ergo ha- 
bitura fit valorem determinatum modo hic expofito 
inueniri poterit; id quod clarius ex fubiun&tis exem- 
plis perfpicietur. 


EXEMPLUM L 
-dIpuenire. fummam ame 
mass -T a XX -- "uie ron ECT -- dé. 
cafa X — 31, c demto termino primo, qui 
hoc cafm im tufinitim augetur. 








I T | 
Quia in genere fumma eft — —— — ——————, 
ax 2x tang.z.x 
^ I 7T I 
erit fumma quaefita c —— — ————— — ——— 
| | 2XX 2x tang zx I—XX 
pofito x21. Sir x— rts & habebitur pro fümma 
quaefita —— QUEM d. cre 
q. 2(13-20) 4-09) 2üie)tng(riwr) . 20 oo" 
At eft tang (z—-wz) — tangwz — T4 —- 12?w3 — &c. 
I 
Vnde cum primus terminus RU pofito x ———r: deter- 


minatum habeat valorem 2i, duo rdiqui tantum ter- 
mini funt fpeCtandi, qui erunt 


1 " UN CR RFRINIE TU WREUSENIIS | 
w(21w)  aw(riw) (mi iz? )— a2) e(2120) (11 1a? 0?) 


fi quidem « fit infinite deep. quo cafu etiam ter- 
Ddd dd 3 mi- 
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ips. d I 7r? w* Ming poterit. . Proueniet autem 
remercie ipla 
£c $$ fumma feriei : i-4- cy HE cC; 
vti aliunde. conftat. 

EXEMPLUM II 


Inuenire f "mmam  feriei 
" r 


4- L4 c 


1—XX 4—XX 9—XX MER P 
cafu quo. pro X ponitur numerus quicunque integer n 





] ] L * .TT I 
; d Léo i 
Q demto ex ferie termino illo 
f ^ nn-xx' 
qui f imfiutus. 


. Summa ergo haec, quae quaeritur, ita erit expreffa 


1 T I 
—— — ————— — — ———— , fi quidem ftatua- 
2XX 2xtang mx nn——xx 

* ] L * I " 
tur x — 2, quo quidem cafü primus terminus —— abit | 
| | | 2xX 
I 
in ——, bini vero reliqui ambo fiunt infiniti. Ponatur 
ergo X——u--u, & cum fit tang (Tz) — tang ZU LL Tu), 
pofito w infinite paruo, habebimus P» fumma quaefita: 

I: 7 | r 
ann  ' M Us jus 2 40 —— (wu | 

I I iR 
ann STI. "I nlw)-— aun Mer er w) (22 o ) 


vnde íi fiat » —2—— o,  prodibit fumma  quaefita 


I "i ' ; 
: | A, i t 3 Quocirca erit id E 














J I-— 
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I 
c rex b acza sh neri IIa 
I I 
c^ GuE)C—x4s7U eayoas t 


in infinitum, fiue erit iftius feriei E fümma : 
I I 


——£—— T ——Às——— &c. 
(2 H1)* —z2 Su (nT2)* —n2 A (2 4-3)? iem "m 
I 
—— uM d —— ^ S Uo 8s nm SD 
EXEMPLUM I1f. 
vean mt huius ferit 
I 

1—XX EU g—XX nagerec: 25—XX ft 49 —XX us 


I 
f ponatur X—1, atque ferius primus E 
qui hoc cafu frt infinitus, auferatur. —— 
zínics 
4x cof ix 





Cum huius feriei fumma fit in genere — 


. zíün.i-cx 
erit füummz quaefita — ————:—- — ——— ., íi pona- 
47XCOof. iox I—2Xx 

tur x — 1r. — Quia vero vterque terminus fit infinitus, 
ponatur x—-1:-w, & cum fit fin (3 z—i79)— cofizw— 
I—i12?w?, & cof(iz—imcw) — ífinizwLI—-izwob o 
infinite paruum, habebicur ifta expreílio : 
z(1—$*w*) PNCHADQUB. IMPOR uM MR 
«172i ^ 20—1w9 w(2—2w) w(a-— w) 








quac fir — zz your 9 0j ears pp 
na y 
4 Us "ad 
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EXEMPLM Iv. 
een m feriei d | 





— Dieu I—.a Re 


I—XX | 9—XxX ' 25—xx TUS 
fi pre x ponatur numerus I imn integer impar 2n—i 


isque terminis —— —-—— qui hoc cafu 


(an m — XX? 
fít inforitus , € medio tollatur. 
i | hic ud mefnigsx 
Erit ergo. fumma, quae quaeritur, —— ————— 
4x coficx 


I 
.— (au—-1)* — 
X — 25 — Y — ow, exiítente w infinite paruo, fietque 
finizx-— fn ( 
vbi fignum füperius valet, fi fit » numerus impar, 
inferius vero íi fit par. ^ Simili modo erit 


27—I 
cof 1 z x ofi prm T-imvw) -—zctÍnizw; ideoque 


; pofi to X— 22——]1. Statuamus ergo 


27——I ! 
vp. T— 4i vo) — --e0fiz oe, 





finir I I 
— ro — — -——*- " 
Ccolix  tang.i70 imt 
Hinc fumma quaefita ira TN. 





(iue z fit par fiue impar, erit 


 g | SUCHEN 3, 0 abe PL Eon? " 
20 (2m—^41——ww) TIE wl Tycug jg] ient 
que dnm xia TED Sic fi-fit m-—:2, -erit 
I | 
EU z---— E S 0 dpa ECT 1I2 zo oc. 


cuius NC veritas dirus ESPE 


CAPUT 
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CAPUT XVI 


DE DIFFERENTIATIONE  FUNC. 
TIONUM INEXPLICABILIUM. 


367. 


Dus: inexplicabiles hic voco, quae neque ex- 
preflionibus determinatis, neque per aequationum 
radices explicari poffunt; ita: vt non folum non fint al- 
gebraicae, fed etiam plerumque incertum fit, ad quod 
genus tranfcendentium pertineant. Huiusmodi functio 
inexplicabilis eft 1 -- $ 4— $....-1- —, quae 
vtique ab x pendet, at ni(i x fit numerus integer nullo 
modo explicari poteft. ^ Simili modo haec expreftio 
13222524 s FIM x, erit functio inexplicabilis ipfius x, 
quoniam fi x fit numerus quicunque, eius valor non 
folum non algebraice, fed ne quidem per vllum cer- 
rum quantitatum tranfcendentium genus exprimi poteft. 
Generatim ergo talium functionum inexplicabilium | no- 
tio ex feriebus deriuari pütefl. — Sit enim propofita fe- 
ries quee : 
1 3 TT 


C 
Prud "war cdi RIP iu lb gn: 


cuius fumma fi formula finita exprimi nequeat, praebe- 
bir functionem inexplicabilem ipfius x, nempe 


S— A-r-B--C--D-s...-—-X 


Eecece Simili- 
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similiter continua producha ex terminis ferierum vti 

P nsi. A B C D . . *. * X 
exhibebunt fun&tiones inexplicabiles ipfius x, quae au- 
tem ope logarithmorum ad formam priorem reuocari 
poffunt, erit enim: 


IP — 1A --]B-4-/C --L 7D -—-...-F X 


368. Hoc igitur capite methodum explicare con- 
ftitui, huiusmodi fun&tionum inexplicabilium differentia- 
lia inueftigandi. Quod argumentum, quamuis ad pri- 
mam huius operis partem, vbi praecepta calculi diffe- 
rentialis funt tradita, pertinere videatur; tamen quoniam 
vberiorem doétrinae ferierum cognitionem poftulat, ad 
quam in hac altera parte peruenire licuit, ordinem natu- 
ralem relinquere coacti hoc loco artinpamus. — Cum au- 
tem haec inueítigatio prorfus fit noua, neque a quoquam 
adhuc tractata, tantum abeít vt hanc calculi differentia- 
hs partem abfoluere queamus, vt potius prima tantum 
eius elementa adumbrare: conemur. Praeterea vero 
nonnullas quaeítiones proponam , quarum enodatio dif 
ferentiationem huiusmodi funftionum inexplicabilium re- 
quirat, quo fimul vfus huius tra&tationis, qui autem in 
pofterum "fine dubio multo amplior erit, clarius per- 
fpiciatur. zi | 


' s.l à 
369. Ad huiusmodi fun&iones iuexplicabiles diíTe- 
rentiandas ante omnia neceffe eít, vt earum valores in- 
veftigemus, quos induunt, íi pro x ponatur x — ew. 
Sit 
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— ^it igitur 


E. I - 3 1 X 
S— A--B--C--D--...--kx 
atque ponatur Z valor ipfius S, quem recipit, fi pro x 
ponatur x 4- w, fitque Z terminus feriei refpondens in- 
dici x-1-«w. lam igitur termini, qui refpondent indicibus 
x--1, x--2, x-13, Gc. indicentr per 
X/ X, X//, Xv, &c. atque is, qui conuenit indici in- 
finto x 4- v» per X!^!. Similique modo-termini com- 
petentes indicibus x-4-w--1, x-3-6-4-2, x--»--3 &c. 
indicentur per Z/, Z/, Z///, &c. & (it Z!^! terminus 

refpondens indici x -1- » -4- v. Quibus pofitis erit 


S -——0S. -- X! 
S".— S -LooX6 Jo XV 
S4-— S -- X -- X/ -L XwW" 


&c. 
sia 2 gp Xp X(a- X€-p .. lp xi 


Simili modo cum etiam Z fucceffiue terminis Z/, Z// &c. 
augeatur, erit 
z^ — m o-. ZZ 
z( -— om Z2. Z' 
zu — zm --Z--Z -- zi 
&c. 


ioi Z2 E-RZ/4q- ZA Zl... -4-Zel 


370. Nunc natura feriei S, S^, S", S^ &c.. eft 


perpendenda, qualis futura (it, fi in, infi 
| Eeceecezaz 
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tur: quae fi in infinito cum progreffione arithmetica con- 
fundatur; quod fit fi termini feriei X, X^, X^, X4, &c. 
in infinito ad aequalitatem conuergant, ita vt differen- 
tiae ferie1 S, S^ S", &c. tandem fiant aequales : hoc cafü 
quantitates Sl^l, Si» 4-21, Ste --1l &c. erunt in arithmetica 
progreffione, & cum fit z^ X s^ Mni ob lr jr 
— s^ T «(sl^ t1 g^ ) —asgl^ tia —asal 
erit Zl»| — w Slo--1 -E- (1-w) Sl^]. At e(t Slo 4-1 — 
Sl^| -p- Xlo--1, vnde fit Zie! — S!el -i- o X f^ 41, 
ex quo obtinebitur haec aequatio 
z-LZ -r-Zz'"--Z7 2—....-L-el-— 
S -- X' 3-7 X" -- X// 4-,.. . 2 Xloel-4- o XIo 2-1] 
ex qua definitur valor quaefitus E, quem induit fun&tio 
5, dum in ea x -1- w loco x fübftituitur; eritque 
Z-S-peXle--X/-L- X/-L- X/- &c. in infinitum 
(0o—Z/—ZI—— Z7! — &c. in infinitum 
Quare fi ferie? A, B, C, D, &c. termini infinitefimi eua- 
nefcant, terminus e Xl^-3-1! euanefcit, & omitti poteft. 


371. Exprimitur ergo valor ipfius Z per no- 
vam feriem infinitam,. quae exhiberi poteft, fi feriei 
A -r- B -- C -]- &c. habeatur terminus generalis, ex 
quo valores terminorum Z/, Z//, Z/", &c. definiri queant, 
Pofito ergo w infinite paruo, cum fit Z — S differentiale 
functiohis S, hoc diflerentiale 7S per feriem infinitam 
exprunetur. Atgue,fi nequidem altiores poteftates ipfius 

| ix 
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» negligantur, habebitur differentiale completum functio- 
nis huius inexplicabilis S, cuius natura, quo clarius ob 
oculos ponatur, fequentibus exemplis hoc negotium il 


luftrabimus. 
EXEMPLUM I. 


Insenire differentiale huius. funclionis  inexplicabilis 
| I 
SET ITEPIUM T EE ECAU Lm 


* " * 5 - | 1 I 
Quoniam huius feriei terminus generalis X eft — - 


ac propterea 











pee Mises dE 
& -  X--1I | 4 «»**-1--9 
! E 
| ao^ Mis die JA ME AREE X 
X DE. x-z-2 | AH x-—L2-—rLTo 
X4 — —i- QUA UE. 
x3 x--53--9 
&c. &c. 
! I 
ob Xle--1 — fcu 9 fi loco x ponatur x--o 


functio S abibit in Z, vt fit 


E | ses - 


x--3 
xdape — 0a e 7 x39 —— 

fiue binis his terminis in fingulos colligendis, cerit 

z—S$l 


&c. 


- NARMRUATUM C: ou PS in ANM 
(xTrf1]w) t SX IG) TE ]&c. 


Eccee3 feu 











CAPUT .XFL 
P4 cum We: 
Ao esi -L-— — 
zLr£w eu M [2o enr Gus 
I 


I 
xt1je o xja — S MS. Rr eps 


l1 &c. 


l &c. 


erit feriebus fecundum irc i ipfius w difpofitis 
UMP Rh b Ee sS als 
z—St* (ts togas tapas ! eras 159) 
uh denred UM CL cipia. AR 
"eis ters t ois erg tee) 
be t du topseb Ep. b &e) 
AGTID Up» GI» Gd» 
| I | ZU I prsE re. 
"Lens term tentent 5e) 
&c. 


Pofito ergo 2x pro « obtinebimus fun&tionis propofitae 
S differentiale completum 
dzombss (o; "en 2)" t3 9, 'G ros ) 


— dx? 


(et enr t Gps e 3)? Meza: se) 


——————— c! — —— ————RÉÉ—RÉOO— C 000 NNUS mn 


LEE e. 1)* t enm 22 T er H&c.) 


paid (cro uer s et Ier cn dee) 
c. 


EXEM- 
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EXEMPLUM II. 
luuenire. differentiale huius. funclionis inexplicabilis 
ipfrus 
I I I I 
S — PORUM ges Au m us 


2X ——1 





























Quia huius feriei terminus generalis eft X — i 
erit : 

$t ron esl um | 
Meng 2x 1-17 20 

X4 cx ied — RM 
24 —-3 2x-3--20 

Xti— A obi — : 
2x 1-5 2x-—-5--aw 

&c. | &c. 


ob terminos huius feriéi infinitefirhos euánefcentes & ae- 
quales, prodibir valor ipfius S, fi loco x ponatur x-L.:: 


I I 
26r eds zh ax-l- 3 "i 2x-l- 5 T&c. 
d E I 
v oL [26 7724]3]49 . azlp[de 7 
Íeu 
2 t 


MsTOIS I2w) (Gxl3Y2xisiaw) sc. 

Verum fi finguli termini in feries fecundum dimenfio- 
nes ipfius w» refoluantur, erit : 

£z 
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p u*y das 4t LecN 
E—S- ae (Copyst Ga tas 55) 
nue eet er uobis 
— MUTO halo arro i) 


-- wich tor Gp) 





1:55 H I s 
— 4 ———— ri cL AP OO ME WEPICExLE STO . 
is erm; B (2x T 37? t (2x4 5)5 Fc.) 
&c. 
Ponátur nunc 4x pro w, atque prodibit diflerentiale 


completum funConis inexplicabilis S propofitae : 


£52 sr (eor taspp t asp 5) 





—ss tasas asc 189) 


ee Cree tap U ary t&c.) 






—Áá6ie (ctos tsp bap 5s) 
&c. 
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EXEMPLUM ITT. 


Inuenire. differentiale completum —— huius inexpli- 
cabilis tpftus 


| I 
Speer c aepo himen... ctu. 
I 
Cum huius feriei terminus generalis fit — -5 erunt 


rermini infinitefimi euanefcentes & inter íe aequales, 
Hincque ob 





I 
A sn dieci | uA 
| TGCECERR 
rf c Hd — 
"gl D up 
I 
(umm — ———————— 
AT Quee A — (xau). 
&c. &c. 


erit : 
7t 0) "(mtr)e* , »(nln(nls)w? 
X77 —Ceipe áGcponm eeinen o Re 
" o) g(nLY)w* , n(ndr(ni2)o? 
TE TR acp 6dinh 
&c. 

















" E 


ex quibus inuenitur : 
z—S-— SRSUR DELI PES ON BE NIIS eed -- li d MR RA 
S— "e(Te epe Re) 


— i, : Xd | | 
: ; n XE eT JL D: Gaya T (1 3)n8 7 &c.) 
"(n IA7T2) 3 pA» XO Y ! I 
I. 2. 3 3 teres "Gpo-A-  ETLERU- &c. ) 
&c. Ff£-ff Qi 





-—— 








^g UCZ2rUft Vx 


Quare pofito » — 4: prodibit differentiale completum 
fun&tionis S quaefitum : 


dS zc -L-.szdx (eren rsen pISed- 4e) 


i 


— "rA), s 





I I. I | 
NU (Aryüt-eb TEREGBS &c. ) 
T ODae( I 
2. 3 


l, ^ 





! I I 
Gro epu ipe) 
&c. 

362. Ex his quoque fümmae iftarum ferierum in- 
terpolari, feu valores terminorum fummatoriorum exhi- 
beri poffünt, quando numerus terminorum. non eít nu- 
merus integer. Si enim ponatur x — 0, erit quoque 
S —:0, atque Z exprimet fummam tot terminorum, quot 
numerus « continet vnitates, etiamfi ifte numerus w non 
fit integer. lta in exemplo primo fi ponatur 

Zo -Ee&uee6jvc—Yns yop 
2 3 9 
erit : 


7 dGpS i63 t S619 aoo) T 9 
íiue 
tme (rebR Eripe nte) 
—é(1d-z c-r Perd- Ae) 
"Fei L A RAd-&e). 


&c. In 
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In exemplo vero tertio erit: 
I 1 I | - 
z-r-dud-ncqt «inv ci eim 


Valorque ipfius E, fiue « fit numerus integer fiue frac- 
tus, per feries fequenti modo exprimetur : 


zo "o (im zu mu &c.) 
n(nli) ,/ «epos E I teg oo 

-—7 UN b aeriscmalCu cero naa 
z(n4- i) (n4 2) 
lume. 


I I : 1 
I. 2 wbicozexchgend epu) 
&c. 


373. Haec eadem quoque ad feriem generalem 

accommodari poflunt, cum enim fit | - 
I 2 3 4 roihi e 

$— A-r-B--C-rTD-r- ... -rTX 
atque pofito x-1-w loco x, abeat X in Z, & S in Z, 
erit : 

X ci: 003 d5'X 
—X——T 2dx* 1.2.3 dx? jit c. 

& quia fimili modo Z/, zh Zui, &c. per X/, X", X/, &c. 
exprimuntur; erit : 


z-—5--«- x! ch j; 4 (X/-4-X/-- Xu A Xt -1-&c.) 
verdber: x — —; dd. (X. -X/-- XA X &c.) 


Me 195 — 3 -, ^. [X4 -X/--X"—- X! &c. 
&c. & 
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ga4- 1 
& uiá X! ! Gg —o, hoc modo exprimi poterit, vt 
confideratio infiniti tollatur : 


x! v - — X! 4 (X/-X0 (XM—X 4 ORTOS 
eritque ergo: 
Z—S-4wX/Lo ((X//-X^) 4 (X! -X'/) TOUII-XUn t &c.] ] 


——— d. (X/ X^ Xii E Xn Xii 4- &c.] 


37$ dd, (X! - X^ - Xu . Xon t &c.] 





t)? - 
— es 0. [X 4X4 Xt Xii &c] 
&c. 
Si ergo ponatur «e — Zx , orietur differentiale comple- 
tàm ipfius S— A depot 5. --X, ita 
expreffum : 
dSzcX!dx dx ((X4—X^ l (X4- X!) (Xt — Xn &c.) 
— d. (X'-- X"-4- X! 4 X4t 1 &c.) 
—i44.[X' -- X" -- X^! -- X"! -— &.) 
— di. [X/-1- X —- Xi —L- Xt -- &c.] 
(7 XXL. " 

374. Ponamus effe x — o, fiet X'/— A, X" — B, &c. 
ideoque X'-- X"-L- X" ri. &c. erit ficis infinita 
cuius terminus generalis eft — X. — Formentur deinde 
feries ex his terminis generalibus : 

TX —— ddX Cod" oo HX 
dx ? adx*? 6443? 244xt?. 









&c. 
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quarum ferierum in infinitum continuatarum fummae 
fint ; 


JU 22 9 
Duis 

S ilti. 285 

uldat uro 

div Sur 


[OX ola dite 


ll LN | 
& quia pofito x — o, fit quoque S — o, & Z erit 
füummz feriei A-L-B--C-T-D-- ... -4-Z con- 
 tinentis « terminos; eft enim Z terminus indicis w, fiue 
. € fit numerus integer fiue fractus. — Quare habebitur 
z L2 wA--e[(B-A)-r(C-B) 4-7 (D - C) 4- &c.] 

— (Q9 9$ — w?(9 —— w'3) — w*($ — &c. 

vbi prima feries praetermitti poteft, íi feriei propofitae 
termini tandem euanefcant. 


37:3. Scribamus nunc x loco «e, abibitque € in S 
ia vtfit r: 2 "adc nf dae BAM tn de Kc d RUE. 

S-— A-r-B-r-C--D-- ... --X 
atque idem ipfius S valor iam per feriem infinitam ex- 
primetur hoc modo : 
S — Ar-rFx(B- A) 4- (C-B) 4-7 (D- €) -- &c.] 

— D x—(Qx*— 3x3 —($x* — S45 —-&c. 
cum valor cum aeque diítin&e exprimatur, fiue x» fit 
numerus integer fiue fraCtus, diflerentialia ip(ius S cu- 
iusque ordinis hinc facile exhiberi poffünt: 

Fff ffs 4S 
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—-- — A -- (B- A) 4- (C- B) 4- (D- C) 4- &c. 
— 195 — 2$ x —— 3430 «* — 4 2? — &c. 
—-— ———— € —590x—6G:*—1:105:? — &c. 


—— —— 0 —4 €x —1o0$«x* — 2054? — &c. 


——L— (y — 5 S x——15;65:x* — &c. 
Quare cum differentiale completum fit 
— dS -L i4dS —— i498 -L 444*S -L &c. 
erit fun&tionis propofitae S differentiàle completum : 
dS — Adx--(B—A)4x—- (C - B)2x -1- (D —- Cy4x —4- &c. 
— $8dx — G (axdx-rdx*) — 5$ (3x* dx 4. 3xdx? dx?) 
— (€ (4x?dx p 6x?dx* p 4xdx? 4 dx1) — &c. 


$76. Hoc ergo modo funcionis cuiusque inex- 
plicabilis . S — differentiale affipnari poteft , fi feriei 








termini infinitefimi non fuerint — o, tum fumma feriei $9, 
: dX S 

quae ex termino generali Jg formatur, fiet infinita; at 
vero cum ferie A——-(B— A)-I- (C-B)-I- (D — C)-—- &c. 
coniuncta fummam finitam conftiruet. — Ar fieri poteft, 
vt termini feriei A-I-B-1- C-I- D-I- &c. ita in infini- 
tum augeantur, vt non folum feriei $28, fed etiam íe- 
riei (€ fumma fiat infinite magna, quo cafu non fufficit 

| feri- 
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feriem A -- (B- A) -- (C—- B)-1- &c. adieciffe: fed quo- 
giam hoc cafu valores infinitefimi $. 379. -confiderati, 
[| |o 1| | ^42] 

nempe S , S 48 , non amplius in 
arithmetica funt progretfi one, vti affumferamus, huius 
progreílionis ratio erit habenda. Quemadmodum ergo 
affumfimus, horum terminorum differentias primas effe 
aequales; ita methodum amplius extendemus , fj horum 
valorum differentias demum fecundas, vel tertias, vel 
vlteriores conftantes ftatuamus. 


377. Retento ergo eodem ratiocinio, quo $. 565. 
fumus ufi, ponamus memoratorum valorurm differentias 
demum fecundas effe conítantes :- 
| «| | ex] I2] 
D "MS ; 75 : 





| e 2-1] |9^-4-2| 
DIFF. I. X 
ie ai | o5 --11 
DIFF. II. X -X 
|o] los-e| — el M ES 
Hinc erit $ u8 —S -L-wX 44H58 1) 
2 
|o 4a unido Ico | 9 (973). | e 1| (o1). Ira 
(x  -X. Jes -"9—ÀX 4 


Quamobrem iuisbim hanc aequationem : 
z--7—--ZzZ' L—.z"-3.2..--ZZ -— 
$--X--X4«J-X"-- ...--X — 
0(2—3) v idis | to (G)—1) 1 e-ra] 
|. 2 a ? ex 
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í 





ex qua elicitur : 

z-—S-rX/A- Xt 4- Xu 4- Xi-4- &c. in infinitum 

— Zi —Z4— Zu — Zu &c. in infinitum 

| o2] TELPMUIE |o -x] 

-- vX -- eA X — X )- 
Termini autem iíl infinitefimi ita repraefentari pote- 
runt, vt fit 
z zS--X'--X"--.X -L-XIl.—— &c, 

— P onn IZ loue ll VF ILL rc. 













f -p- X! --Xu -r- X/nt. 1 X/!!/ 1 &c. 6 
--ov0X!-L-w Mice alt E fts, 
ECCE dedito A ie t dol 
| 1:5 o(»—1) u iul / 
e(w-r. x24 | ilc die ep b 
decer X/ -- X! -I- X! --. X^! Z—- &c. 





vnde fimul lex patet, qua haec expreffio erit compa- 
rata, fi differentiae demum tertiae vel quartae vel vlte- 
riores fuerint conftantes. 












378. Cum igitur fit, vt fupra demonftrauimus : 


tod X e? ddX .Owd5X | 
L5 csl 1dx me Cre 1.2.3 dx3 -- &«. 


filoco Z/, Z/, Z//, &c. valores hinc oriundos fübfti- 
tuamus, erit valor ipfi us S, fi loco x fcribatur x —- «, 
fequens : 










z-—sS 
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2000 0 o fa-Xil- pb Xii - X -4- X* - - &c 

z -—S-r-w.X!-- zoo clan 
N'CON oxi xe px p Xv &c.] 
I. 2 Q9) (4—1) —2 Xll -3X//! LL 5Xw LoXv-&c. 

e (—1)v, I. 3 | 
Se c E X! - X4 - XI - Xie E &c. 


E 5 —— d. (X! -4- X --. Xt 4- Xt 4— &c.] 


ut 2a d* (X! -4- X^ - XM 4 Xtti -— &c.] 


VETE: — 5 d*. (X 4- X -L- X -p- XU A &c.) 
&c. 


Si ergo loco » ponatur x, prodibit differentiale comple- 
cum functionis inexplicabilis propofitae S 5 fcilicet 


[-I- X 2 - X! 4— Xw-L-Xv-- &c. I 


— YXÍ d 
JS -—— X'dx -L- X« |— X — Xu —X! — X w— &c. 





xu 4 C1) |t Xl -- X w.L Xv Xv &c ! 
E» dx (1— dx)| .aX/L XH Xia Xv- &c. 
xi dx (1—dx) 1. 4 
ADEM LI: HEX EXH 4 XIULL Xp &C. 
DE quM oe) Xi 4 Xv4 &c) 
; |^ 
yx AG d cde) - dx (1—dx) (a—-dx) -sXU— Ax "- &e.| 
I. X 3j | I.. 244 3 43X/-] 3X! 4 &c. | 
A X / da(1—éx)(2—dw) Xx' x/! : 
| h 3n4 á -X' -— X" -&c.j 
&c. Ggg gg - 4. 
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— d. (X!-4- X4 Xi 4- X -- Xv- 1 &c] 
— & dd. (X/-1- X'/—- X4! -- X v 1. XY -l- &c.] 
— $4 d. [X^--X" -]- X9 -4- Xv -- Xv -4- &c.j 
— 445. [X/-- X" -- X4 -.- Xv x v -&c.] 

&c. 

quae expreffio latiffime patet, & quotaecunque demum 

differentiae fuerint conítantes, differentiale quaefitum ex- 

hibet. | Accommodata enim eft haec formulà ad diffe- 

rentias conftantes, & fimul lex patet, (i forte vlterius 

progredi neceffe fit. 


379. Quod fi feries A -- B-— C -- D —- &c. 


ex qua formatur functio inexplicabilis 


T EN 2 3 4 d o 
5 ie A --B--C--D--...--X 
ita fuerit comparata, vt eius termini infinitefimi eua- 
nefcant, tum vti iam notauimus erit : 
4S 2 — d, [(X'-- X" -L- X" 4 Xi 1 &c.] 
dd. (X! -- X^ -- X^ 2 Xiv -1— &c.] 
d*. (X! -- X -- X 2 Xow 4 &c.] 
— y d*. LX -- X -—L x/ - X -L- &c.] 
&c. 
sin autem illius feriei termini infinitefimi non fint ef 
fed tamen differentias habeant euanefcentes, tum ad 
iftam expreffionem infüper addi debet 
| | -- A" -. X/! -.- Xw -iL Xv —- &c.] 
dx 4X! / OX XU r | 
Qm NM XI — Xtt — Xv — &c.] V 
e- 


iM 


M |" 
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Verum fi terminorum  jinfinitefimorum huius  feriei 
A -- B -- € 4r D -- &c. differentiae demum fe. 
cundae euanefcant, tum praeterea adiici oportet : 
| lun NALE CE NV Se) 
erm "S Q4 0—— 2X7 — 3X — 2X" — &c. 
I3. doo erede XÀ ies X. el- XU 
Atque fi memoratorum- terminorum infinitefimorum dif- 
ferentiae demum tertiae fuerint euanefcentes, tum prae- 
ter has iam exhibitas exprefliones infuper addi debet. 
Xi - Xw-L Xv"—L. X" -L&c.! 
dx(dx-1)(dx-2) TEN ——3X//— 3 XY — 3X ——á&c. 
AE LEE UM, T —L3X// --5X//-1— 5X1" -L-&c. 
| — X! — X!! — Xi— &c.] 
Sicque porro expreífiones infüper addendae erunt com- 
paratae, fi vlteriores demum differentiae terminorum 
infinitefimorum feriei AÀ -- B -—- C -;i- D -1 &c. 
euanefcant. Hincque adeo quaecunque feries affumatur, 
dummodo eius termini infinitefimi tandem ad diíferen- 
tias euanefcentes perducantur, functionis inexplicabilis 
ex ea formatae differentiale definiri poterit. 





380. Si ponatur x—o, fiet X/—A, X/—B,X/—C&c. 
Quare vài A 2— B 4C —- D -- &c. cft feries, 
cuius terminus generalis'e(t X, fi ex terminis generali- 

dX» dX EX X | 
bus dx? adx*?. &dy3? 24 d x*? 
mentur feries infinitae, earumque fummae denotentur 
per litteras: 255; €; $; G; &c. refpectiue. Summa 

Gg 2 


8888 d 






&c. íimili modo for- 
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o terminorum feriei A -]- B -- C —L- D -1- &c. ita 


exprimetur, vt perinde fit, fiue « fit numerus integer 
fiue fecus, Scribamus ergo x pro «e, vt fit, 
I 2 3 4 x 
S— A--B--C--D--...--X 
atque fi huius feriei termini infinitefimi euanefcant, erit 
S— — Ox — (Gx*— Ox? — (Gx* — &c. 
At fi termini infinitefimi differentias faltem primas ha- 
beant conítantes, tum ad hunc valorem infuper addi de- 
bet hic: 
x 1A --B--C--D- E - &c.] 
(.— A— B— C — D — &c. 
fin autem illorum terminorum infinitefimorum differen- 


tiae demum fccundae euanefcant, tum praeterea addi 
debet : 


r(x-1)]-3- B 


1l. p | — 


-- C-- D-- E- F -- &cj 
— aB enl Mose Bicis] 
oA Boe Co Do &j 
Si differentiae demum tertiae fuerint euanefcentes, tum 
infuper adiici debet haec feries infinita : 

zxE -- F-- G -r&c) 
—3E —3F — &c. | 
--3B --3C -4-3D --3E -r- &c. 
— A— B —C— D —&c.| 

&c. 





381. 
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381. Accommodemus haec quoque ad alterum 
fun&ionum  inexplicabillum genus, ^ quae conftant 
continuo produéto terminorum aliquot feriei propofitae 
A--B-- €-- D24- &c. fitque 

I WdT5. 4 Y 

cU) AUR ODIT coul rA 
& quaeratur primo valor Z, in quem S transmutatur, 
fi loco x fcribatur x 24- € ; ponamus autem vt ante effe 
Z terminum feriei A -2- B -- C -- D -- &c. ca- 
jus index fit —— x --w, vti X refpondet indici x, 
Quo ergo hunc cafum ad praecedentem reducamus fu- 
mamus logarithmos, eritque : 

IS — IA -- IB 24- IC 2- 7D -- . . . 9- 7X 
Quod fi iam huius feriei termini infinitefinii euanefcant, 
erit eandem methodum, qua ante vfi fumus, adhibendo 

]z — 1S -2- IX! 2- IX" -- IX! -4—- &c. 

n ANA o EN LS JANE E Res 
hincque ad numeros regrediendo erit 
| XH - XM Xue 

4 S2. Zu zu wo &c. 
quae ergo expreffio valet, fi feriei A, B, C, D, &c. ter- 
mini infinitefimi .ynitati aequentur. Sin autem logarith- 
mi terminorum infinitefimorum huius feriei non eua- 
nefcant, at tamen differentias habeant euanefcentes ; tum 
ad illam feriem, quam pro /Z inuenimus, infuper addi 
debet haec feries 





- x Xu Xll 
o IX -- o (Ix; -- Ib 7) - I -- &c. j 


Ugg gg 5 ficque 
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ficque numeris fumendis habebitur 


156 X XY» egt v md "ep ind y r0) 


RAT VID EIS de. ENDE mA 7 M 


«C. 


382. Quodíi ergo ponamus x — o, quo cafu fit 
Szzg, & E/-:A;. X4*—B.uX4—O:. &o. 5. de- 
notabit productum o terminorum huíáus feriei A, B,C, D &c. 
Si igitur pro « fcribuamus x, vt Z obtineat valorem, 
quem ante ipfi S tribueramus, ita vt fit 


Lou wo b lussonbés ben d 
ER A. URL. "WR nit4tistuodh 
quia nunc Z/, Z//, Zhu, &c. abeunt in X/, X^, X^/ &c, 
fi logarithmi terminorum, infinitefimorum iftius feriei 
A, B, C, D, E, &c.  euanefcant, exprimetur S hoc 
modo 
| A.B GR UE VE uer 
— qi Xu Xi Xm Xe &c. 
sin autem diíierentiae demum logarithmorum termino- 
rum infinitefimorum ferigi A, B, C, D, &c. euanes- 
cant, tum iíta fun&io $ fequenti modo exprimetur, vt 
it : 
Bou tp 
— ÓÁ' TOXWU 7 . UUNM 7 . &C. 
fi illorum logarithmorum differentiae fecundae demum 
fint euanefcentes, ex praecedentibus facile colligitur, cu- 
iusmodi faCtores infuper addi debeant; quem" cafum, 
cum vix occurrere foleat, hic praetermittamus. ^ Cete- 
rum 
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rum. vfüm harum expreffionum in Wnpoluictn nego- 
tio capite fequente oftendam. 


383. Hic igitur cum differentiatio huiusmodi func- 
tionum inexplicabilium potiflimum fit propofita: inuefti- 
gemus diflerentiale huius funClionis j 

Spon A.B CIBC. sua X 
Ad hoc refümamus aequationem ante inuentam 

IS SUE LEN IX" -p- $e. 
— [7/ — IZ! — I7! —— &cG. 
& cum /Z oriatur ex /X, fi loco "im x--w, erit 


IZ —IX- 5. d. IX -- Le d. ean P 45, 'A—L- &c. 

quibus valoribus pro. /Z/, /Z/, 7 zn, &c fübftitutis 
habebitur , 

pe ae Ew d (/X/ -- 7X!! -— IX m me] 


«s dd [/X!--. /X// -- 7X! 2. /Xw-I- &c. I 


sd. (/X/ 24—- 7X4 -- 7X! zi IX:*-4- &c .] 
&c. 
Ponatur nunc e — 4x, fietque. 7E — /S -1- 2. /S, ideo- 
que erit 
ge 4 (X 2- IX 4- IX 4- 7X --. &c;] 
à 4d, X! 24-. IX! 4. IX! 4. IX -41- &c.) 
— 4 4. (X! 4 7X9 -4- IX 4- IX 4 &cj 
&c. , 


quae 
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quae formula valet, fi logarithmi terminorum infinitefi- 
morum feriei A, B, C, D, &c. euanefcant; fin autem 
ipfi non euanefcant, attamen differentias habeant euanes- 
centes, tum ad praecedentem differentialis completi ex- 
preílionem infuper addi debet haec feries : 


E X" — X — X 


vt obtineatur differentiale completum. 


384. Idem adhuc alio modo praeftari poteft.  Po- 
natur x — o, quo cafu abit /S ino. — T'um formentur 
feries, quarum terminf generales fint : 

| KA dd. RU IIIA 
HX paSNA ANERGH Sae otn 
harumque ferierum ánfinitarum fummae fint refpeCtiue : 
9|, $5, G, $, &e. Scribatur x pro «, vtfit Z —S, 
eritque 
1S ——95x — Gx?— Dx— xt — &c. 
fi quidem logarichmi terminorum infinitefimorum feriei 
A, B, C, D, &c. cuius terminus generalis eft X, eua- 
nefcant : at fi horum logarithmorui differentiae demum 
euanefcant, erit : ' 


C wa B C D E 
— 95x — ($x* — $4? — ($x* — &c. 
Hincque adeo differentiale ipfius /S erit: 
^: LAE EM f y C D 4E | 
— 54x — 2 dx — 3 x*dx — 4G 4x — &c. 
At 
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At fi differentiale completum defideretur, erit id : 


is Mu dr Mri eis ^ 
WT drlA c dx(1 e p^^c-/ -- &c.) 


793 


C 7 
—f dx — (a xdx--dx*) — (3xwdx -- 3xdx3 A-d 93) 
— c. " 
. Ad quarum formularum vfüm oftendendum fequentia 
exempla adiicimus, quae vtroque modo Tefoluemus. 


EXEMPLUM I. 


Iuuenire. differentiale huius functionis inexplicabilis : 


)xL510:2 ix-a 
wow via Sete 3e * * LJ 2X . 





Hic ante omnia notandum eít, terminos infinitefimos 
horum fa&torum abire in vnitates, ideoque eorum loga- 


* | * a 2X I 2 
rithmos euanefcere. — Cum igitur fit X ——o erit 











j—29- T. Xu2m23:83.. yg —3£-0$ .— e. 
2x--2 2x--4 ? 2X 1-6 
In] 2Y-7-295—I 
& generaditer X — 77777; 
Hhhhh vnde 
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vnde erit : 





IX K(2x*--20—1) — (ax-r-22) 





|n] 2adx 
2X --22 — I 2X--28 
[m| dx? 2 
dilX — 4 dx Jowd 





— (r-4-an2— 1)? am (2x 2-2 2)* 


dn] 2.2. 4d x3 23. 4dx? 
utet 2.2. 4d x 
q5, 7X Us (2x -1-252—1)3 7T (24-2 2)3 








3 x" EX 2.2.4. 6dx* — — — 2.2.4. 6dx* 
is —  (22-2n2—1) n" (2x 3 - 2 1)* 
&c. 
vnde erit differentiale completum : 


I 


I 
amr 2X-I- I -]- "UEang Wim cue i &c. 


. | I I I 
INE 2X4--4 | 2xX4--6 | 














| I 
-ríidx* | (2x41 3n SDMMCIDI He 
; I 
[acts ec — eria um 


BETTNUR SN 
Gp Gp? ten dal 


I I 
(2x12) — (2x44? i ie 
&c. 
Quod 
4 


iic. 
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Quod fi autem. tantum differentiale primum quaeratur, 


erit id : 
aS 


d — 2dü]dx ii 


Cm inaxiaz) T (ax CINEYCEITY 4) T Grp») CIINYCHINS 6) TN ) 


quod idem altera methodo :$. 394. tradita ita inueftigatur. 


214 I d. IX Ld z I 
Cum fit FK [—— ; erit dm iN PESREEV [a p ; 
dd, IX. 2 3A d3.1X i: f. 
— t ET &c. 


axx? 6dx3 — 3(2x-1) 34? 


ideoque fiet 
)us. a. HE --)b-RgLo-- &e 


2dx* ^ (2x-1) 


[ ^ ^ 3 ^ E 
-L- -4-l124---z-—-- &. 
Darm : j mud 
n 212-2. poc evel 
TUE IESU CO 9 19 T] 





Hhh hh 2 fiue 
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fiue erit : 


I I j 
&c. 


Si igitur fit x —o, quo cafu fir /$ 220 & Sz 
erit dS — — 2dx 1a, 
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EXEMPLUM II 
Inuenire  differentiale huius — functions — inexplicabilis : 
SQ 20625. J2 LATE Li ow 
Huius feriei r, 2, 3, 4, &c. termini in infinitum ita 
crefcunt, vt logarithmorum differentiae euanefcant: eft 
. te I "c e 
enim /(4-1) — /a— (12-7) 2 4 —— e 


Cum igitur fit X —x,erit X/—x-1-1; X" — x--2; 
X^ — x-1-53; &c. porro autem ob /X — 7x fiet 








dx A did dx* Lo gas 
4 IXL—S dd.IX — — prot Q4. IX — —Á 
e E LL. 2.94X* a n fs Vos E E AOT 
d.IX—— ;— ; «e vnde ft logarithmi vltimi 


euanefcerent, foret 


Ae Cu RUE LL Ee) 


3 xy--1 ' x-F-2 "3!"--3 ' x-r-4 
Ten» Gn» cns tepore) 


-— ny c» cu ipit) 
&c. 


At. cum differentiae demum logarithmorum  euauefcant, 
infuper addi debet haec expreflio : 


& pn SIR B Ee m L &c.) 
Hhhhh 3 Quia 
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Quia vero eft: 


I 


Boro d iiu et cao mode 
ip Gp 340 adip * 


Ll DUM M AS C EL Id. 
it la "3 (c2)? U 3(x42)) 4(x4T2)* 1 &c. 
&c. - 


erit verum differentiale eum: : 


m —dE I (x -4- 1) 


— dx — dx? "MAE "cess cues Ee) 


"ry ? erm). 


I 


d Cs roscida esp Re) 
(c1) (202 7T (663)* 


-— L———— 


-] (x — da) [x -- 
" &c. 


I 
cec eepctüe) 


Sin autem altero modo differentiale hoc exprimere ve- 
limus, quia eft 
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habebuntur fequentes feries : 
OOW«»-— Ja 2pi27c7/3-27/4 2-7 5 I &«- 
I 


Pis diria &c.) 


| I "Y 
$— (ir lcTI 
i; 1 E a pA | M^ É— . &. ] 
€ z-i(i-- zou zc -- &c.) 
j I I PI 
o IG emn &e) 


E73 TN 13 I Ej 3 
& —-i(R nude) 
&c. 
Hinc ob /A — 71 — o, fet ex 6. 384: 


—s (ilico lelc&e) 


Binae 
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Binae autem primae feries, per quas x eft multiplicatum, 
etiamfi vtraque habeat fummam infinitam , ramen am- 
bae fimul fummam habent finitam. — Si enim vtriusque 
z termini capiantur, prodibit: 
I I I 
l(8-4-1)—1:1———————— . .. 
) .2 3 4 
At fupra $. 142. inuenimus effe 
X | I 

rei Creep ir 7 008 os He m Conf. 47 / 
AX WEE. 

"^as aat 7 an 
haecque dubi iod 2 0,57721566490175325. 
w— ergo € Ü ZcLUX eri: 
pepe ape peu LU Eg Conf. Io, 


vnde EE is ferierum in infinitum continuata- 

rum valor erit — /(w 4-1) — Con(t. —/c — — Cenft. 
Ex quo erit : 

IS — 4.0,57721 cs n dee 


ries (i-e aru A d- &e) 


— &c. 


—i2e (1-547 dee.) 


etur; cd- Re.) 


d 
vnde differentialia cuiusque ordinis facile reperiuntur. 
& : Erit 
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Erit enim : 


dS 
*-— —dx.0,$7721566490155325 


| I I 8 Lum | 

radi ( 12-5 e e Lue Re) 

MAE aot aae s) 

ee L-L--L Ad Ee) 
Ac. 


At fi hae feries in vnam colligantur erit: 


S 
S —— dx. 0,577215664901552j 


; mare xdx | xdx Midas 
"Tiü43) 3443) 3433) X43) 9 


Quare fi fit x —o, fiet: 
T s — dx. 0,5772156649015325 


Ex priori vero expreffione hoc cafu erit: 


$-—us( Lu ES 5 -1- &c.) 
idm Ll 5 -- &c.) 
irren) 
"Hr (ie ZA dE ure &e.) 


&c. 
Isti 585. 
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38s. Hinc ergo etiam huiusmodi fun&tionum in- ] 
explicabilium differentialia quouis cafu fpeciali exhiberi 
poffunt, propterea quod hic differentialia completa erui- 
mus. Quamobrem fi tales funttiones ingrediantur in 
expreffiones , quae indeterminatae videntur, cuiusmodi 
capite praecedente trattauimus ; valores eadem methodo 
definiri poterunt, vti eX adiunctis exemplis intelligetur. 


| EXEMPLUM . I. 
Determinare. valorem. huius: expreffionis : 


I I I 
duo vedi qnd pug cu "m [ 


Em RS —— — (X- 1)(2x- 1) 
eo cafu, quando ponitur x — 1. 


I I I 
Ponamus 3a 0t TE 2 md 4-85, 
erit ex $. 372: 


S i54 Paécdi ud dia 








au aor: np uir ;-- &c.) 






cp (ded da pU zr &e) 
&c. 
feu cum fit quoque 
S—-paacdec RT em HL &c. 
I I I I I 


— — c— —  — i á — — —  ——— — &c. 


ijs 0344 444 $44 á 
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fi quiuis terminus fuperioris feriei cum praecedente in- 
ferioris CORRRN  prodibit : 
Y-—I 
$-—iI e met -]- &c. 
ud boe haste 
quae exprefüio, quoniam poni debet x .— 1 eít commo- 
dior Sit ergo x—r1--*, fietque 


Sx -- ———Á-- &c. 


AL DET EIS 


iue 


| I 
S-cI-A-U0 (5 2-44 L2 &e —I--?^o 
2 3 4 j i 
p vibe pede qa : 
ce T) — (Qw* 


-w(L 7751 X nA igi: L--&c.) 4-8) «? 
A Mx &c. 
Tota ergo expreffio pofito x — 1 -4- « abibit in hanc: 
124-956 — G»* -r DDw'r-—BRG.-.J4 fem 
€ (1 2-0) w( E-- 20) 
Q--98w--298o*— Gu? — 1-2-295--2:59— Go— 
^ eücw)ü-29) E (1-2 w) EP RE 
Ponatur nunc. € — o, atque expreílionis propofitae va- 
lor caífü. x 2 1, erit: 


—1-4-5- t7 esent die Li &c. 


quae feries cum fit — $ 7^, ann Miicón quaefi. 
run efle — i7?. 











l11112 .EXEM* 
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| 
BXEMPLUM IL 
Inuemire valorem — huius expr'e[[ronis : | 

| 


220 d UTTX jDOxz-00HB EE. $5 W T1) 
(x-i15 'G&x-D X(X-1) 


cafu quo ponitur X — 1 


Ponatur Bd te dpa: Wie --I-S, ftatua- 


turque. x —r-rF v, fiet vt ifl exemplo praecedente 
inuenimus : 


$o1--$8$v-Qw--dyo)—&c. exiftente 


pu CORO PON 


&c. 
Pofito ergo. x — 1 2- € expreffio propofita induet hanc 
formam : 
P-— mL UHBX (1 Hex 1*9) (rla2w)(i H25w-Go* Tw? —&c.) 





(Gr-w)w? 
quae ad dc denominationem «w*(14-w) perducta fit : 
I -i- € — w* —0? 44-04-20? 4-0? -- 9B o (1-2 200 -- o) 
—1—235«--Gw* — 3)? 20 — 298? -- 2$ u5 &c. 
REOSTORRS AIB Ogc uneno  eta 
quae reducitur ad hanc formam: 
w?* J- Go? —-L- $8543 -L- 2 ($0? -——- - Dus &c. 
T MAU n —.. «*(I--w) Fiat 
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Fiat nunc «e — o, atque prodibit i 4-6. Quocirca ex- 
preffionis propofitae valor cafü .» — 1, erit — 1 4- G, 
ideoque per hanc feriem exprimetur : 


iacta; . 


cuius fümma cum neque per logarithmos, neque per 
peripheriam circuli z exhiberi poflit, valor quaefitus 
etiamnum alio modo finite aífignari non poteft. Ex his 
ergo duobus exemplis vfus, quem differentiatio funGtio- 
num inexplicabilium in doctrina ferierum habere poteft, 
fatis luculenter perfpicitur. 


386. In methodo hic tradita fun&Hones inexplica- 
biles differentiandi atfumfimus feriei A, B, C, D, E, &c. 
terminos infinitefimos vel effe — o, vel differentias tan- 
dem euanefcentes habere; quorum íi neutrum contin- 
gar, iíta methodo vti non licebit. —Hancobrem aliam 
exponam methodum huic conditioni non adftridtam, 
quam fümmatio generalis ferierum ex termino generali 
petita & fupra fufius explicata fuppeditat. Denotent igi- 
tur litterae 9f, 95, €, «D, ($, &c. numeros Bernullianos 
6.122. cxhibitos, fi zu funétio n rem propofita haec : 


o. A -- B ei C -- D viesH, pou 
& quia fupra (130.) oftendimus fore: 


€ 9| 2X $540? X ,, C4*X 
SEMPHEPPT adr  12.3.4dx? | 12.3.4.5.6 X5 








dS 
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hinc facile erit iftius fun&tionis S differentiale exhibere 
erit enim : , 

à mu 
iS—X4 ix AX LL B4X G 5X 


I2dx* 12.3. 4dx3 ' 1.2.3.4.5.6 dx * 


387. Sin autem progreffio propofita coniuncta fit cum 
geometrica, quo cafü termini eius infinitefimi nunquam ad 
differentias conftantes reducuntur, ac propterea methodus 
prior locum inuenit nullum; tum methodus $. 174. tradita 
medelam aíferet. Si enim propofita fit haec functio : 
| —— Ap--Bp?-L CpPR2BJ]B Dp*-4-. . 2. -L Xp 
quaerantur valores litterarum &, &, y, 9, &c. vt fit 
Sus I -- au -- Gu? ——- y ui -4—- àu* ——- 6€u5 -- &c. 
quibus inuentis, vti eos $. 17o. exhibuimus, erit: 

üudX . GddX ydX Ód*X 
TENER Re 
-- Conftante, quae fümmam reddat — o, fi pona- 
tur x — o, feu quae cuiquam alii cafüi fatisfaciat.  Sumto 
ergo differentiali haec conftans ex computo abibit, eritque: 





: ERI P - ad X. 644X  yX 
iS P. dxp(X- 557 00A LT 1 &c-) 
z gddwxX CX y d^ * Y 
Ti» p (ax -97— T — dam ul p &e.) 
fiue 
m 


d3N 
pr C Xdelp- (alp—1)d4X (6p — 2) — (yip — 6) xis t&c.) 


quod eít differentiale quaefitum pem propofitae S. 
388. 








CS P UT, AV 807 


388. Sin autem funGlio inexplicabilis propofita ex 
fa&toribus conftet, eorumque logarithmi infinitefimi dif- 
ferentias habeant conftantes fiue minus ; tum hac quo- 
que methodo differentiale functionis perpetuo exhiberi 
poterit. Sit enim 


E" "4 "Sa | x 
8.280 odis (Q5. Buotb zie de. 
Quia hinc fit 


IS 4A S Ugap7Cc 3275 244- 7,7; 2ETIX 
methodo fuperiori, numeros DBernoullianos in fübfidium 


vocando erit: 904.7X 9545.IX 
IS — f/dxIX - 1 S amieunw 2dx ^ 2.3.4 dx? 


qua expreffione differentiata fit : 


- &c. 


d$ 9(42.]X — $84*.IX 
s -— dxl!X -- 14.4 X -- q.2d4x —  Yx2.3.4dx3 
BASS n eX 
1.2.3.4.5.6. dx 5 1.2.3... . B dx? - &c. 
Hinc fi fuerit X — x, wt fit: 


S RAD nédiWan degncE*»* er wf 
fiet applicatione facta 
r 7 dx 
PS rd fus E LUE LE Lus -i- &c. 


S 2XX 4x* 6x? 


quae forma, fi x fit numerus valde magnus, commodius 
vfürpatur, quam eae, quas ante inuenimus. 


IILGE DsELe prt ames puro cnc a DL CR UU emo mu S EOD LMEUE D pe cmm is 


CAPUT 
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CAPUT XVII. 
" DE INTERPOLATIONE SERIERUM. 


Sie interpolari dicitur, dum eius termini affignan- 
tur, qui refpondent indicibus fra&tis vel etiam fur- 
dis. Si igitur feriei terminus generalis fuerit cognitus, 
inrerpolatio nullam habet difficultatem , cum quicunque 
L numerus loco indicis x fubfítituatur , ifta expreflüio prae- 
beat terminum refpondentem. — Verum fi feries ita fue- 
rit comparata, vt eius terminus generalis nullo modo ex- 
hiberi queat; tum interpolatio huiusmodi ferierum  ple- 
rumque eft maxime difficilis, neque maximam partem 
termini indicibus non integris refpondentes aliter nifi 
per feries infinitas definiri poffunt. ^ Quoniam ergo in 
Capite praecedente huiusmodi expreífionum, quae more 
confueto finite exprimi non poffunt, valores quibuscun- 
que indicibus refpondentes determinauimus; ea tractatio 
maximam afferet vtilitatem ad interpolationes perficien- 
das. Quam ob caufam vfum, qui ex fuperiori Capite 
in hoc negotium redundat, hic diligentius profequemur. 


390. Sit ergo propofita feries quaecunque 


I 2 3 4 Xx 
A--B--C--D-- ....X 
cuius terminus generalis X fit cognitus, fümmatorius au- | 
tem S lateat. Hinc formetur alia feries, cuius terminus | 


gene- 
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generalis aequetur ilius feriei termino fummatorio, erit- 
que ifta noua feries: ^ 


DB 2 4 3 
A ; (ALB); (A4B4O) PROP; (A-BICIDIE); 
: 


eiusque terminus generalis feu indici indefinito x refpon- 
dens erit — A-r-B--C-1D-- .. . --X-—-S, 
qui cum explicite non fit cognitus , interpolatio huius 
nouae feriei iisdem difficultatibus erit obnoxia, quas ante 
meminimus. Ad hanc ergo feriem interpolandam inues- 
tigari oportet valores ipfius S, quos recipit, filoco x nu- 
meri quicunque non integri fübítituantur. — Si enim 
effet numerus integer, tum conueniens ipíius S valor 
(ine difficultate reperiretur, additione fcilicet tot termino- 
rum feriei A -p- B-I- C 4- D -- &c. quot x contineat 


vnitates. 


391. Quo igitur ea, quae in Capite praecedente 
funt tradita, in vfum vocari poffint, ponamus «x efle 
numerum integruin, ita vt valor ei refpondens S —— 
A--B--C-- .. . --X fi coenitus, & quae- 
ramus valorem Z, in quem S transmutetur, fi loco x 
fcribatur x —— «, exiftente w fractione quacunque; erit- 
que X terminus feriei propofitae interpolandae, qui res- 
pondet indici .-— w; quo ergo inuento, interpolatio 
huius feriei erit in promtu. Sit Z, terminus feriei 
A, B, C, D, E, &c. qui refpondet indici x -1- v, fint- 
que Z/, Z^, Z/^, &c. termini eius confecutiui indices 
habentes x-pw--1i; x-p-e--2; x--€--3; &c. 

KKKkkk Ac 
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Ac primo quidem ponamus feriei A, B, C, D, &c. 
terminos infinitefimos euanefcere. His ergo pofitis feries 
I 2 3 4 
b; CA--D) ; (A 4-B--O) ; (A-2-B-- C2-D) ; &c. 
cuius terminus indici x refpondens eft 
S—A-rTEB--C-- .... —-X 
interpolabitur quaerendo cius terminum Z, qui indici 
fracto x —- w refpondeat, erit autem vti inuenimus : 
z — g -X--X/-- Xi XHt 4 &c, 

o —Z-—Zt. Zu zu &c. 
ficque habebitur feries infinita iíti termino quaefito € 
aequalis, quae ob 

mw c. 4X (w*44X (3 d5'X. 
f up ^75 az 1.2dx? '" 1.2.3dx3 
in hanc formam transmutatur, vt fit : 


E ne 2. (X-4— Xt XA A— XHli A— &c.] 


-L-&c.. 


2 . 
XY — dd. (X! -- X -«- XM 1 Xu --- &c.] 


to? 
mU m 45, (X! -]- X -- X/u 4 Xu —L. &c.) 
&c. 
quarum formularum ea, quae quouis cafü commodior 
videatur , adhiberi poterit. 


392. Sumamus pro A, B, C, D, &c. feriem har- 
)nicaI ICU e eM e TAL "je 1 | 
Hionicam quamcungue — L "Ty i "Y : 2 L &c. 


CUlus 
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cuius emi generalis feu indici x refpondens eft 
-— G- amy ——K Hinc formata fit ifta feries : 
z 3 4 


(tu (s tta DE n pipere &c. 


cuius propterea terminus indici x refpondens erit : 


I 
I 
(1 


— — 


cO UNUtesu 1 T Ink 


Si iam € denotet terminum iftius feriei indici x -- 9 


refpondentem , ob Z — MUTET WES. 
ACE He P4 did v pni 
vy HH ee CHBHQR 
AF ETE: Meriicer — uui 
&c. &c, 


hincque orietur: 


aperte L.. I SAU S ERIPERS. E 
m M RTETT alblóx Tab PUE um 


I I 1 
— aiia abba pilis ia To 
Kkk kk 2 alte- 
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altera exprefíio autem erit huiusmodi : 


I E I | 
dcr d pay Gixinpgi&) 
— b? tw 2 






(GI DIEI ETE 1 GiuInyt*.) 






P Corey opor eps pis H8) 
&c. 









EXEMPLUM L 
Propofta ft ifla feries: 
I 4 3 4 
1 5 (12-30 ; G-H-i£-9-39 ; G4-i--i-2-1); &c. 
culus terintnos, qui indicibus fracfis re[pondent, 
IMeHITI oporteat. 























Erit ergo «1 & ^—1; vnde fi terminus indici 
integro «c " refpondens ponatur 


S OPE VLA Ie ie ---—-, 


terminusque indici fra&to x 4 o refponderns vocetur 
erit : 


— UA 


Notandum PH fi inuentus CERES terminus AG 
dens indici fradto «, quem ponamus — T, ex eo ter- 
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minum indicis x-]-«w facile inueniri pofle; erit enim, 
i T/, T^, T7, &c. denotent terminos indicibus 
1-0, 2--€, 3-2- €, &c. refpondentes;: 


Ip gc M 
T^— T-—r ee 

iti 1 I 
T"u—'Tr Hat He 


— | j » 
T^y - -- ELS —i— zd &c. 
vnde füfficit eos tantum terminos , qui refpondent indi- 
cibus » vnitate minoribus, inueftigaffe. Quem in finem 
ponamus x-—o, erit quoque S— o, atque terminus 
feriei 'T' indici fratto w refpondens ita exprimetur :* 
TÉ 2p. &c. 
I 2 3 4 
I I I I 
Mg rro y Rep cr menn 
vel his fractionibus in feries infinitas conuerfis prodibit 
altera expreflio : 


T2249 G4 -- i; qs - nd &c) 


— &c. 


S au T bes dE &e) 
"re (Gi Zn L LR ck &e) 
—e (zT dus taxe), 


Kkkkk 2 quae 
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quae ad valorem ip&us T' proxime inueniendum per. 
quam eít apta. 

Quaeratur ergo propofitae feriei terminus refpondens 
indici, à qui fi ponatur — T', erit: 

T—1—$-24-4—:-2-3—$--1— 2-L &c. 

fru T—23(i—i£-3-i—£--i—&c.) 
cuius feries valor eft — 2 —2/2, ficque terminus indicis 
— 4 finite exprimi poteft. Erunt ergo termini. fequen- 
tes, quorum indices funt $, $, $, £, &c. ita exprefíi: 
Ind. i i i i 
Term. 272/2524 572/252 T 5 $72/2;2131 $1 $7272 ; &c. 


e dt EXEMPLUM . II. 
Prepsire fit. ifla deris : 
I es id- 6) 2 $a Ctt- Id-D (1-75 ilr ) 5 &c. 


cuius terminos indicibus Yoadi re[pondentes 
; expruümere oporteat. 
Erit ergo 2 — 1, ? — 2, vnde (fi terminus indici in- 
tegro x refpondens ponatur | 
igt I I 
| 3 g | 2X —I 
cerminusque indici fraCto. x 3- «& vocetur — Z, erit 
E mM | I | 
ES —— 4 L ——— -L&c 
Cut ges nct "Lau e. 
E 
—— —,— - &c. 
PAPA DEOR Gee Tae) 


Cum 
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Cum igitur fufficiat terminos indicibus vnitate minori- 
bus aílignaffe, fit x — o, & S20: quocirca fi termi- 
nus indici w conueniens ponatur — T, erit: 


) I I I I 
JA EX I MR YREIE du on Ne 
E54 dX e I 
Il29  Á 3j2€  sil2€ Eoo eng /ox9l20 
& fi » numerum quemcunque denotare ponatur, quo- 
niam 'l eít terminus indici «e refpondens, erit T ter- 
minus generalis feriei propofitae , qui etiam hoc modo 
exprimetur : 
2 0 2 0) 2 t9 2t) 
———— -——--4ÁAAÓ3--———A 
i(lj20) | xGd329) sGT2w) ^ 7(7T29) 


vel ita: 


E T&c. 


T — a0 (eL LL -RI-E&e) 
— 4 [ira ug Ru ds 5 -- &c.) 
- gw G-z dez eu Le.) 


— 16 v G v de it dcr — IL &c. ) 
i 


Pona- 
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Ponamus effe » — £, erit terminus huic indici refpon- 
dens  TLlI1i—i4-453——i--i:—&c. 1a, 


; Si fit »—15 erit 
T —--:-4-i-2-£-L- 5 -r- &c. 
r,-—— cC. 
T—i:—5$-2-£i—i-4-&c-——i2-—1—1iia. 


393. Quod fi ergo huius feriei generalis : 


zi itm KL CAEULA 


quaeratur terminus refpondens indici — £, ponatur in 
expreflionibus $. praeced. x — o, & w—1i; fitque 
S—o,& terminus indici 2 ripis e itus erit 


ALAS et l &c. 


z fir € 51.13 P Mr 


(iue terminis ad maiorem vniformitatem perdu&tis erit 


I 
id &c. 


I I poor. 
24. 225 t 2a4-2/ 24-4 3^ 1 24-45. 
in qua ferie cum figna -1— & — alternentur , fumen- 
dis continuis differentiis per methodum. fupra. expofitam 
valor ipfius i Z per feriem magis conmergentem cx- 
* * 
: Erunt 
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Erunt autem differentiarum feries : 
mE UNS I uS AL ME 
aa(24]10)? (aat/aaLa25)? (aal25)(24L 35) 
| abb ; E 2bb in . & 
aaa]biXaaab)? (ape abe ab 7 
IBEERUONT TANE PUE &c 
aa(244-b)(2a4]25)(24T 327) ^^ 
&c. 
Ex quibus concluditur fore : 
Dp*€ excl A. ON 1.25 uhi. 
Pec T rad va 8a(2a-7) Lu 165(2a-P)(244 2) 





-- " al. A, odiis ca -—— 
32a (244-5) (2a -25) (244 32) 
Hincque ergo habebitur : 
PCS hot I.] Moss i'i bb ant 
I UPIST UIS ue 2a(2a-^) hv 24(2aT2)(2a-2/) 
1.2.3 5 ; 
"th 2a(2a ab) (244-25) (244-57) 
quae feries maxime conuergit, atque valorem termini Z 
facili labore proxime exhibet. 


&c. 


-- &c. 


594. Quod fi autem in genere feriei A,B,C, D, E, &c. 
rermini infinitefimi euanefcant, terminusque indici w re- 
fpondens fuerit — Zi, eiusque fequentes, qui indicibus 
«€ -—- r, € -—2, w-3, &&c. refpondeant, fint 
Z/, Z/, Z/!, Zw, &c. Si in fuperioribus (391) ponatur 

L11 il x0, 
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r—o, vt fit $——0:& X/zz A, X^ 2B; X/tt— C, &c. 
fequetur, fi formetur huiusmodi feries : 
An 3 4 
A, (A -- B), (A-I-B-2- O, (A-2-B-- C--D), &c. 
eiusque terminus indici o refpondens ponatur — Z, fore 
Z— (A-Z/) -- (B-Z/) -- (C-Z/^) 2— (D-Z»v) 2- &c. 
ex qua expreffione termini quicunque intermedii defini- 
ri poterunt. Sufficiet autem ad interpolationem  perfi- 
ciendam eos terminos inuefligaffe, qui refpondeant indi- 
cibus we vnitate minoribus. Si enim terminus X indici 
huiusmodi cuicunque «w refpondens fuerit repertus, ii- 
que qui conueniant indicibus w-—- 1, w—-2, w-1- 3, &c. 
ponantur Z/, Z4, Z4, Zw, &c, erit 
z! e— om Z/ 
zu — m o- ZZ -- ZZ! 
züc:iQ Xo di 24 e zu 
&c. 
EXEMPLUM I. 
Interpolare hanc feriem: 

E 4 2 3 4 

1; (12-2; G7); G--i--i--3); 

eu. 

Sit Z huius feriei terminus refpondens indici Q, & 

cum haec feries formata fit ex fümmatione huius: 
I -- 4$ —- $ —- $5 4-6 -- &c 
cuius terminus indici w refpondens eft — -— erit 
Dc 
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— ied 1: a5 
Zim 1r -- : -- T -- &c. 
I I 


Quod fi ergo feriei pes itae liste terminus indi- 
ci i refpondens, poni debit « — £, fietque: 
z—i:—$-2-4—43-5—345 -L-&c. fe 
OA qn Z5 -- &«.) 


Cum igitur (it Lm va j.-- Ec — L., erit 


z-ca(: —TTN—a4—is., qui eft cermi- 


nus indici 4 retbesidek Hinc ergo refpondebunt 
Indicibus 4 i i &c. 
Termini 4—-17?3 1dt$—3$7" ; $1$1:45$—i17!; &c. 


EXEMPLUM . IL 
Interpolare hanc  feriem: 
I z 3 * 
r5 (12-3) 5 (12- $2) 5 (1 0 $0 do $5) 
e. 
Sit € terminus refpondens indici cuicunque «, & 
cum haec feries formata fit ex fummatione huius: 


I -- 5j [o-L 4& -L.45 -d- 3x d- €. 


. * * * I 
ex qua fit terminus indici o refpondens Z — Gui 
* I I 
(20 T1) ^ (a9 3)* ? — usi 


&c. | 
LILI3s Quam- 
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Quamobrem habebitur: 


Zo E E fA . 
ic -* t. 25 "5 4 -L-&c 


x TI. I 1 & 
( G29* Gd) (Gdae? (1:9 — 
Ponamus « — £i, vt inueniamus terminum feriei propo- 
fiae refpondentem indici — 1, qui erit: 


| I I I I I TT 

zII—— — — — —— ed AG, -——. 
pr moie 36 V. I2? 

ex quo termini, qui medium interiacent inter binos quos- 


vis datos, fequenti modo exprimentur. Refpondebunt 


ind. 1; 1 ; i j i ; &c. 
: TSEOIGQTE S Da gp UgTT DI QI,27 y 
RA SALE 18/4 26 23 4 Cd age uui 


EXEMPLUM III. 
Interpolare hanc feriem : 
I 


2 3 4 
"C tzoQtztzs ttn Lys 


Sit vt ante Z terminus indici w refpondens, erit 





I | I | I 
ZI —;&Z-———:————:u—. 
Me LSU IINE e 

&c. hincque habebitur: 
zc ai: d oL--oLo--ol 2 & 
2 d 
I I 


— —ÀÁHÉ— HU" RED 


v Gfes Gfeü Gies Gus 
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Si igitur defideretur terminus indici À refpondens, eris 


erit feriei propofitae terminus qui indici 1 refpondet 
—2"(1—$0; hincque refpondebunt | 
Indic. EH 3 E ; i 


id 4" an 
Term. 2?—2^95 ; 274- j37:27 95 LUC T 7.7295 &c. 


EXEMPLUM Iv. 
Interpolare hanc. feriem : 


59 3 4 
(sh ee 


Sit Z terminus qui indici cuicunque o refpondeat, 
& cum fit Z-— 


I T. 
— (au—1)n? Crit ; 


|——— o. Amm Sith ves ocXon e. 
Á— Quy? U —Gsy D —aspy e 
atque 
Eco P$ je o dA e -L- &c. 
I I 1 I 


EEOGIOLM Gia)  Gizw) (z7iaw) -— «€ 
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Ponatur w — i, & prodibit terminus indici 1 refpondens 


I I I I 


ex quo porro erunt reliqui termini inter binos datos medii 


Indices: £1; PNE i o Ge 
Termini: 9$; — F9 ihr -91 i &c. 


395. Ponamus nunc feriei A, B, C, D, E, &c, 
ex cuius füummatdone feries interpolanda formatur, ter- 
minos infinitefimos non euanefcere, fed ita effe compa- 
ratos, vt eorum differentiae euanefcant ; fitque X. huius 
feriei terminus refpondens indici x», & Z terminus res- 
pondens exponenti x 4-«; tum vero fint X^, X^, X^, Xu, 
&c. termini ipfum X fequentes, & Z/, Z", Z/". &c. 
termini ipfum Z  fequentes. ^ Quibus pofitis propona- 
tur haec feries incerpolanda: 

I 2 3 4 
A ; (A--B) ; (A--B-2-C) ; (A-- B-- C--D); &c. 


cuius terminus indici x refpondens íit — S, at termi- 
nus indici x 4- » refpondens fit — 2; eritque ex iis, 
quae Capite praecedente funt tradita : 
z — S -F XiX- XU -L &c. 
de Gic Z0 s QUI LL med 
( X^ -4- X^ Z- X0 -1— &c. 
LEX X^. X I — &c.] 


' Quia 


toX Lo 
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Quia autem vt ante fufficit terminos indicibus vnitate 

minoribus refpondentes inueftigaffe , ponamus x — o, 

vt fit Sco, X/— A, X" — B, &c. eritque terminus 

indici w refpondens: 

z —(A-Z^-r- (B-Z/) 4—- (C-Z/!) -- (D-Z///) &c. 
9A 40 (B— A) 2- (C - B) 2- (D - C) 2- (E- D)4- &c.) 

Vel fi differentias has more füpra recepto exprimere 

velimus quo et 4A —B—A; AB-—C-—B; &c. 

habebitur : 

z zz (A-Z)--(B-Z/^)-4- (C—Z/^-- (D-2Z/I -- &c. 

-- o (A--AA--AB-1-^C-L-AD- &c.) 


395. Sin autem feriei A, B, C, D, E, &c. ex 
cuius fummatione feries interpolanda formatur , termini 
infinitefimi neque ipfi euanefcant, neque differentias pri- 
mas habeant euanefcentes; tum plures feries ad valorem 
ipfius € exprimendum adiici debebunt ; quoad fcilicet 
ad differentias terminorum infinitefimorumn euanefcentes 
perueniatur. Sit enim vt ante feriei A, B, C, D, E, &c. 
terminus indici x refpondens — X , eumque fequentes 
X/, X^, X/!, &c. indici autem x--w refpondeat ter- 
minus Z, quem fequantur Z'/, Z", &c. atque propo- 
natur haec feries : 

1 2 3 4 
A ; (A4-DB) ; (A-- B4-C) ; (A-- B2- C 2- D) ; &c. 
cuius terminus indici x refpondens fit 


S—A-rB5B--C-rD--'.—... --X 
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indici vero *-: refpondeat terminus Z; ita vt 
indicibus | refpondeant termini 
x—-w-L-1i | v -ELI ym rg 
x--uw:--2 | züu—zm-LZ7 --7Z! 
x -]- 0 -]- 3 | mu X27 4.745 V7 
&c. | &c. 
Si iam differentiae terminorum ita exprimantur, vt fit 
A X/— Xl-X/; AX —XM XH; NX — Xi Xil: &c. 
A? X/ —AX-AX!; A*X/—BXH-AXH: AT XIL—BAYXUn. AX'/5 &c. 
A3X! C A? XII — A? X4; A3 X4 — AS? XI! - A AX! &c, 
ex $. 377. terminus Z fequenti modo exprimetur : 
* — S -- A Xu Sut sme 
uu ELLE M LU ces 
-Lu (X4 —L-AX/—-AX/-—- AXI AXULAL RC.) 


dee D CAX/JLA?XÉL A*X/ 4 A3 Xil SS XU &c.) 


juo 1)(o- o2 A3 X/ A3 XA] AX" LAS XI" 4 &c.) 


£i. 4. 
&c. 

397. Sufficit, vti iam notauimus, tot huiusmodi fe- 
ries adieciffe, donec ad terminorum infinitefimorum dif- 
ferentias euanefcentes perueniatur: fi enim has ipfas fe- 
ries quoque in infinitum continuare velimus, vel eo vs- 
que faltem , donec terminorum finitorum differentiae 


euanefcant; tum ob 
7 ipm 





CORP D WE 82; 
f Iomo oNY 1L S07) ay (971) (92) 3X 
dis dues ai nr mds egens 3 AXI P &c. 
tota expreífio inuenta contrahetur in hanc: 
z—S XC - 07D AXI DM A*X/-4- &c. 


quae terminum fummatorium feriei A-- B 4- C 4- D 2- &c. 
inuoluit; qui autem fi effet cognitus , interpolatio nul- 
lam haberet difficultatem. — Interim tamen & hac for- 
mula vti licebit, quippe quae, quoties abrumpitur, quem- 
vis terminum interpolandum finite & algebraicae expres- 
fum exhibet: fin autem in infinitum progrediatur, ple- 
rumque praeftat priorem formulam adhibere, in qua ra- 
tio terminorum infinitefimorum habetur. Haec vero, fi 
ponatur x —0, vt — denotet terminum indici «w res- 
pondentem, ob S—— o hanc formam induet : 

X -- A- B-- C-- D-r-&.. 

— Vi— "H— "gu L&c. 

--e(A --^A-- AB--AC-- 4 D-2-&c.) 

Ql 00— I 

xL J(a A-4-A^A--4*B--A*C--A*D--&c] 


t(t9-Y (o2) 


Fio; 3 00 A-F5A-EFA)B-I-A?C 4-4: D4-&c.] 
&c. 


Mmmmm Vel 
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Vel fi ponatur breuitatis gratia : 
e(G-1) e. e 1-2) iB 
Lau nim E S MEL um 
erit : 
ac tm & A -- 6^ À —— y^? A —- dA? A -LI- &c. 
—L-AÀ -- «^A —4— 6^? A —L- y^? A —L- &c. — 7/ 
—- B -L-a4B -4- 6^?*B -- yA*B -L- &c. — Z// 
--C -L-a^C 4-65? C —-y^3 C ——— &c. — ZI 
&c. 
quarum ferierum horizontalium numerus in infinitum 
quidem progreditur, at quaelibet finito terminorum nu- 
mero conftat. 


wu Icus: 


, 


y; «c. 


EXEMPLUM. 


Iuterpolare hanc feriem: 
t 


: 3 4 

$54i3-73$5 17-39-45; i9-$-2-i-2-5 ; &c. 
Sit huius feriei terminus indici w refpondens — Z, 

& cum ea oriatur ex fummatione huius feriei : 


) ) 2 - Gc -—m »- E . 


2 3.51 | gi? 
& quia termini infinitefimi differentias fuas primas iam 
habent euanefcentes, differentiae tantum primae funt ac- 
cipiendae, quae erunt: 





CAHPUT*' XFIL 927 


Hinc ergo habebitur: 


dE do M (o2) — deis LIP D. oe 
ME wL3 l4 v 5 


I 2 4. 
x4 T4 U-4w. 
— (940, (R2) (o3) i ay iade 
CI EEUU. LP c. 
ola w 3 l4 ls 
Si ergo quaeratur terminus indici 4 refpondens, erit is 
3 "brass 9 
——L—--—t— — 41 «c, 
t t ipd os md ep 
I I I I I 
EI—IL—————————— — &. 
"" 3.5.2347 Lodel HEAT 649 
ul uu I I I I I 
» I D si, uae qua dame mum aM up umjesks wu sdbepbuES my 
ideoque iZ— UOTE UOI mS &c. 
I I I I I I 
1 — o — — — — — i — — — — — —— (ONU 
fu iz— 4 4 6 & IO 3 &c 
-pL-I-I-------&e 
; 7 $4. Xf... 3 
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I I I 
Quare cum fit [ITI 


3 
r] I | 
erit FERAM era T. 


ideoque z-adla—-—.. 


398. Pergamus nunc ad feries interpolandas, qua- 
rum termini ex factoribus fünt conflati, fitque propofita 
haec feries generaliíIima : 


I ,. 2 3 4 $i 

A; AB; ABC; ABCD; ABCDE; &c. 
cuius terminus indici w refpondens fit — €. Erit ergo 
/Z terminus refpondens indici w in hac ferie : 


I 2 3 
/À 5 CA EB) ; CAt/B41/C) ; (A 4IB4-/C4 ID) 
&c. 

Quodfi ergo ponamus huius feriei terminos infinitefimos 
cuanefcere ; atque feriei A, B, C, D, E, &c. terminum 
indici » refpondentem effe Z, eiusque fequentes indi. 
cibus €-- 1, 93-2, w-- 3, &c.  refpondentes effe 

Z, ZU, ZI, ZI. &c. erit ex füpra demonftratis : 


| 2-/A-rT-7B -4-/C --;D -r&., 


LE c — ZI — UZt— ul Lt —. &. 


Hinc igitur ad numeros progrediendo habebitur : 


A' U"'D 


L-CACLUULUCSTuQuQQz:Se 
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399.  Quodíi autem terminorum infinitefimorum 
ferie A, B, C, D, &c. logarithmi non euanefcant, fed 
habeant differentias euanefcentes, erit vti vidimus : 

]cm'-L Ow4A-LRBIBeu- p &c. 

— A a! p UEM e Roe: 


--u/A (15 2 1-1 -- &c.)) 


hincque ad numeros a logarithmis procedendo fiet 

xd A? A CBS Boc Cu ica p! qus ok " 
zy arredo UPRABUE - TII LOU as 

At fi illorum logarithmorum infinitefimorum differentiae 

demum fecundae euanefcant , erit: 

PS IA -4- /B --/C -L-7/D 1 &c. 
LZ — Ig V JU IgM .. &c. 

Fe (7A IW ioa nd t &c-) 


-— 





TED Ur -- gs Lp - I DE 4e &c-) 
Ex his itaque obtinebitur : 
ZA à mum 
Aa e age ET TNAM M Me 
d  Bithüg iw TOP 


Mmm ms quae 
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quae fi & -41 commodius ita exprimetur : 


&(3-w)  (r-w)2-w) w(2-w) (r-wY2-w) w(a-w) 
: "n2 | | 


A I. 2 " I. ZZ / 
z——wd- — - Riu Seoeon ird DP . &c. 
——" mu) 


I, Z2 I. z 


B C 7 * 7 ti 


490. .Accommodemus hanc interpolationem ad is- 
tam feriem : 


I z 


a.. a(alo) . 


&c. 


cuius fattores defumti funt ex hac ferie : 
I 2 3 4 
Bori E. uH AU I WMebe3e. &c 
b? b--c? b--ac? Pb--3c? | 


cuius terminorum infinitefimorum logarithmi funt — o. 
Erit ergo Z — TL MY come ; — ; c. 
Hinc fi illius feriei terminus indici « refpondens pona- 
tur — Z, eri ex $. 398: 
E uA a(5 ew) (a4 c)(P tet ce (a2) (F4 2c e») E. 
07 b(at ew) (bPRe)(aetem) (202009) ^ 
Quare fi defideretur terminus indici £ refpondens, fatto 
wu, edt 
LL 4(25-2-c) (a-3-c) (252-30) (42-20 (2^ 2- 5 o) "T 
77 b(aa--c) (é23-c)(244- 3c) (22-2c) (2442-50) —— 
BXEM* 
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EXEMPLUM. 
Interpolare hanc feriem: 





Cum hic fit «— 1, P —2, & c—2; fi terminus 
indici cuicunque « refpondens — 2, erit 
s — i2. 3(44-2€9) $5(63-29) 7(8- 209) 

— 2(12-2w)' 4(32-2€) 6(5--2w) 8(72-29)' 
Hinc fi termini, qui indicibus w-- 1, 94-2, 9-75, &c. 
refpondent , ponantur Z/, Z4, xu ) 00 PIE: 

$— IAM - 
2—-2u0 
I--20 3-1-20 - 





JIimB—A— — ———— — — $— 




















z7—— i 
4-20 4-2 

A PUE da: 1:5; 4-12w $3? U) - 
2 -—L-2tw 4--209' 6—-20 


&c. 
Si itaque defideretur terminus indici $ refpondens, fatto 
| —2 i1, eri: 
. . «II | 
LOWE E22 LYATAM IIS Be EAE DN 
2.2 4.4 6.6 8.8 310.10 
Verum pofito z —: femicircumferentiae circuli , cuius 
radius eft — 1, fupra oftendimus efle: 
2.214. 6.6 ; 
4.4 8.8 qc 


m —À 





— Apc. . . . 
1.3 3.35 5.7 7:3 


E 


Hanc- 
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Hancobrem termini intermedii indicibus z, 1, £, &c. 
per peripheriam circuli exprimi poterunt, hoc modo": 
Indices : i 


l 
Ex 
2 2 


Termini : : 
- 


3 LI 
Quam eandem interpolationem JJasllifius in arithmetica 
infnitorum inuenit. 


40r. Coníideremus nunc iítam feriem : 
I z 3 4 
a5 a(a-1-b)5 a(a-4-2) (a2-27) ; a(a33-b)(a--2P)(a31-3P) ; &c. 
cuius fa&tores hanc progreílionem arithmeticam confti- 
tuunt: 24, (a2-2), (a-2- 25) , (a2- 3D), (a-i- 42) , &c. 
huiusque termini infinitefimi ita fünt comparati, vt eo- 
rum logarithmorum differentiae euanefcant. Cum igi- 
cur fit Z—a—b-L.b.w, & 
Z/—a-r- bo; Z/!— a--b-- bw; Z/! — a-- 2b-- boo ; &c. 
fi Z denotet terminum feriei propofitae, cuius index eft 
—-— 08. — CTIE 5e 


o a. (alb) QubE) (aka). (ap22) — (a4 325^ 
COPERTO POE REQUE (7. aT30 LIS 7 
&c. 


Hocque valore inuento, fi » denotet numerum quem- 
vis fractum vnitate minorem , termini fequentes indici- 
bus r23-9, 2-0, 3--w, &c. refpondentes ita deter- 
minabuntur, vt fit 

m-— 
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z! -—- (a2-be)X 

zi — (a--bw)(a-2-i--«w) Z 

z— (a-p-bw) (aM 54-5) (a-d- 24-2 - P9) X 

&c. 
Quare fi defideretur terminus indici 1 refpondens, fatto 
p oci, erit: 
— d aab (aki) ne2P — (rk2P) (a5) 
eua. TRE 2j. i) E 23 ii . &c 
ideoque fumtis quadracis : 


S9 -—. NY Rer p ies X^ 135 . &c. 


— ——M ———— UEÉHHE WR MR a —— M ma 














402. TE in ferie quam m tractauimus : 


"2 


/ JU JU a h) . fCFI^) (fia P Ts. 

& ' gg) eer 28) (ett sb) (e 35)! 

terminus indici 4$ refpondens — O, erit : 
—fKtib (LOGIID Ui:bliD Q- 
^O EUGTABO GTAUTID (lini 























flatuatur nunc: f-—245;g—a4i;& h—5; erit: 
o — ln: UIUPN Cim ot 1C ni) .& 
(e FX D G-E3P)G-E) i 


ideoque fiet £ ? —a4909 ,«& £-—Va86. Quocirca fi 

huius feriei : 

T 2 3 4 

& 53 a(a3-2) 5 a(a-1-D)(a-1-2P) ; a(a-4-D) (a34-25) (a4 37); &c. 
Nnnnn ter- 
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terminus indici i refpondens ftatuatur L— £z ; atque 
huius feriei : 
I 


ud ien oW uU d (4- alb -Dlsct-a P) 


a--iJ? (a- 14) (a23- à)? (a-1-3 2) (a4 - 39) (a 41 35)? 
&c. 
terminus indici i refpondens ponatur — O ; erit 
mz Mu. 
Cum igitur hic feriei folorum numeratorum terminus 
indici 4 refpondens (it — Z , fi in ferie denominato- 
rum terminus indici 4 refpondens ponatur — A ; erit 


2 


o vnde fiet EE feu 


ZA-a4, quibus theorematibus interpolatio huiusmodi 
ferierum non mediocriter illuftratur. 


EXEMPLUM I. 
Sit propofta haec feries. interpolanda : 
lI 1:9 5. 4094955 1:42.34, 


Quia hic eft 4— 1, & ^— 1, (i terminus indici « 
refpondens ponatur — & , erit: 
I-—U 9 I—t) 09 I-—U 09 
gc SB Ca Dg ge 4. 
(d-Ee-7 ame 3-f-w 
Hic pro w femper fractio vnitate minor accipi poteft 
nihilominus enim interpolatio per totam feriem extende- 
tur. Nam fi termini indicibus 1 2€, 2 2-9, 3--«, &c. 
refpondentes ponantur &', &^, z^", &c. 
erit : 
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erit : 
z! — (12-9) X 
zu — (1--w)(2--w) Z 
zu — (1--w)(2--€)(3--9) € 











&c. 
Seriei ergo propofitae terminus indici 1 refpondens erit: 
I I I I I 
PIE 3* 2*. 3* 34. 4* 
€ ——; ——; —-; &.. (iue 
: Koi. UOERSS . SYL. 
1 * MM .IO 
$3 m dea d a 
3.35 34$ 727,29») 
| 2,2 4.4 $6.6 
cum fit 7222.——.——.——. &c. 
Vnde cu 65255 
i 7T " ; 
Gk xE'— LINE SE ues. l4: : hincque refpondebunt 
1 " 
[ndicibus: 4 E i i 
ncodeaucs Waecugu qan s. got Verg T Van ou 
Termini : —- m) TOR TINI NEG 5 00. 


EXEMPLUM IL 
Sit propofita haec feries | imterpolanda : 
I - 3 4 
[3I.9 50.3.5 4114307. 1 &c. 
Quia hic eft 2 — 1; ^ — 25 fi terminus indici c res- 
pondens ponatur — Z , erit: 


I—O0 (9) I—to I-—O 9 


I 3 3 f j bj ' ré & 
| — X o o. TT EC Rh  EgOMQGU e 


Nnnnne ter- 
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terminique ordine fequentes ita erunt comparati : 
em!-—(1-d-2«) z 
z/ — (1-I-24)(3 --2w) S 
E I— (121-220) (34-24) $-1-26) X 
&c. 
5i igitur feriei propofitae defideretur terminus indici i 
refpondens, isque vocetur — X, erit: 
uli Yu Yrnz 
2 
z. 2 — * e$ : 


2.2 


ideoque habebitur Z — y-. At refpondebunt 

Indicibus : i i 3 i &c. 
"s 2 ,24 x | 

T'ermini : p) 4y—.543.4y—; 2.4.6Y 5; &c. 


Quod(íi ergo prior feries & haec inuicem multiplicen- 
tur vt habeatur haec feries : 
i 2 3 4 5 
1*51*:2.5; t*;2,4*. j31?.2.3?.4. 5.7; 1*.2.32.4.5?.7.95 
&c. 
"rerom DOREM I 
cuius terminus indici 2 refpondens erit ——. yy; 
7" z 
quod facile perfpicitur, fi ifti feriei haec forma tribuatur: 
X 2 3 T7 
1.2 
— ; C. 
cuius terminus indici 4 refpondens manifefto eft — yi 
| 2 


EXEM- 
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EXEMPLUM IIl. 
Sit ifla feries propofita iip : 
I z 3 
A MID E (5:1) za uà). MS 
I 


dE e ERG M UN CU He osos E UAI p^ 


Confiderentur huius feriei numeratores ac denomina- 
tores feorfim , & cum numeratores fint : 


2 3 4 
n 5 n(n—r) 5 n(n—1)(2—2) 5 n(n—1)(2—2)(1—3) : &c. 
het applicatione facta, «— 2, & »—-—:, vnde huius 


Íeriei terminus indici € refpondens erit —— 


I- 


QE "(n- [D (07 "u-2)- (n2) 7-3). 


quae autem expreílio ob factores in negatiuos abeuntes 
nihil certi monílrat. "Transformetur ergo feries propo- 
fita, ponendo breuitatis gratia 1.2.3 . . .4-—N, 


in puoi . 
z T 


N I I 
nmm I.2 S L2. L2.3. (2-2) L2.3.1,2.3 .. (7 3... (2-3) ? 
cuius piden e cum conítent duobus fa&toribus 
alteri confítituent hanc feriem: 

I 2 4 
1.2.3. (4e1) 5 1.2.3.... (2-2) 5 1.2.3.... (13) ; * OS 
cuius terminus indici « refpondens, conuenit cum ter- 
mino huius feriei: 


j 


Nnn nn 3 I 


- ; &c.) 
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I :] | 4 E 
15 1:34 1,9.3.5!4.2:2143 32.2144. 5,5 GC. 
indici z — » refpondente : qui eft 
I—Z-(4 5n-U  I—ndlw n—o 
I .à 2 5 
142a 


Sit autem huius feriei terminus indici 1 —- w refpon- 
Gens 2209.; eri: 


atque cum refpondeant : 
Indicibus * 1—« ; 2—t& 3 3—-uw 
"Termini : ; (24—€.9)0 ; (2—w)(3-€w)O ; &c. 
indici z — w refpondebit hic terminus : 
| (2—w)(3 —w)(4—w) . . . (n—9«)0. 
Deinde illorum denominatorum alteri fa&tores confti- 
tuent hanc feriem : 
I 2 3 * 5 
I5; I.2 5 I.2.3 5 12.3.4 5 1I.2.3.4.5 j &c. 
fi terminus indici e refpondens ponatur — ^, erit: 
I—90 09) I-—U (09 I-tU t9 
20 3TUw 
Quibus inuentis fi ipfius feriei propofitae : 
I 2 3 4 
2(2—1) , 2(0—1)(0—2) , 1 (0—1) (2-72) (7-3) ; Ae 


l| E ————À € M MÀ 


PU. 45^. ESRB (d hd. 4 


N 
I 


tcr- 
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terminus indici « refpondens ponatur &, erit: 


—— BPUUSUS. UMFLS MM —— M — 
» — A.(a—w) w)(3-&)(4—w) . . « «* (4-w)O' 
At vero eft: 

N ctn ec EP 
(3-9)(3-8)(4389) .. Com) 
2 3 4 ?" 
"pb ans rri n 
atque 
Lu LM EN dE 3- 


— (4«) (7e) (319) (3—€) d ^u) 


Ex quibus terminus indici we refpondens quaefitus erit : 


z— 2 » 4 j Ld 
I uper i—u E SE AL dA edidi ME OH 
(14 (1 w)(2 7e) (24-9 teX3-9) (3 3T 94-0. &) , &c. in infinitum. 
Y - 2. 3 3- 4 


Indici ergo i refpondebit ifle terminus: 
8 





IO 12 2H 


— — M: -———— m— —H p 
r m" 


"Ag AXE. " * * * * "2n —I 














OA MTY. 

$3 $$ 77 9.9 gc 

2.4 4.6 6.8 8.10 

' 5,84IO. 9287 
qui reduc d * : — — — d. feu 
354.74 9 (22-1) 7 

2. 2.4.6.8. 5. 25 
95 3413.31:45.7.9 ; CMT) 


Si 
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Si fuerit 7» — 2 , prodibit ifta feries interpolanda: 
9. Py, 9 y; FISA... €, 6, AC. 
[aT ls EROR UIER Me 


. : T 16 
cuius propterea terminus indici i refpondens eft —ÀJd 


EXEMPLUM IV. 


Quaeratur terminus refpondens indici — X im hac ferie : 


o 1 2 3 4 


I ES I.I.3 I.1.3.5 
Wo MCN LANE i MM DN IS 
2 2.4. 2.4.6 2.4.6.8 


Oritur haec feries ex praecedente fi ponatur & — 1, 
eritque propterea terminus quaefitus, qui fit — Z : 


as * -" tj .- i 
Ponatur ———— p agmini | 5—i, 


eritque O terminus refpondens indici £X in hac ferie: 


Ss "REL. 2.4.6 . ade dus; 6.8 "* &C 


J 


1 773133'*5 634^ 1.9.05 


. * * * - 7T " ud *" —"* 
qui ex fuperioribus prodit — — . . Quocirca feriei pro- 


pofitae terminus indici 4 refpondens, qui quaeritur, erit 
— 1. . Quoniam autem in ifta ferie, fi terminus indici 


cuicunque » refpondens ponatur — Z, fequens eum erit 


e c 
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| D— 2t ; d T : 3 
- iere — I Z ; feries propofia ita medius terminis 


interiiciendis interpolabitur : 


Indices:| ££ | s £ 3 X 
Termiti: p: 1; 4:79:72 BES 03$. &c 
| (fes MuR C LIDSM Un Was . 


EXEMPLUM, V. 


Si n fuerit numerus quicunque fractus, inuenire terminum 
indict e re[pondentem in. ferie : 


o I 2 3 4 
1; H" | "n. "(n—1)(2»—2). zg(n—1)(1—2) (?—3) 
I lp € COQUE 080003 2 AIRES, o9. at 
Qc. 
Si expretlanih UL S IRa ue mu 
2-0 3-0 4-0 nH-U) 


cum $. 4oo. comparemus , fiat a;—1, cec 1, P ——1—«o, 
ibique loco w pofito z, erit: 

IEENC QE SH Y(r-042) 2(2—wn) 
1-0 2-0 3-9 '" "* '"mn-w'  (1-wYt1-4m) (a- wy(a4z)' 
vnde terminus quaefitus indic w refpondens fi ponatur 
C4, nb: 











.&C. 


— (ür-95.2 (2091053  &c. o TX) Gem) 
— (rt2X2-9)' (2 2)G-9)' I. 2. .&c. 
ideoque 


(ror T 2-w) (2-Fw (2 4-2—w) (3t )(32- 
I(Itf) ^ 2 (245p) ^ —.8 (342) 
O o0 0o quo- 


Juice MP 


M 





$42 COP UST) WIR 


quoties ergo 7 — » fuerit numerus integer valor ipíius 
- rationaliter exprimi poteft. 


eic fi lit 28 — 6) erit 


füsIige -entent &-—t 
! x n(n-lI 
fi» 2 -Lw erit 2 t) 
1. 2 
r(n—1) (2-2) 


fis-—: (9 erit e&—-—- 
en 1. 2. .3 


&c. 


At fi fuerit » — 7 numerus integer affirmatiuus, erit 
femper &£& — o. 
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CAPUT XVIIL 


DE FSU CALCULI DIFFERENTIALIS 
IN RESOLUTIONE FRAC. 
TIONUM. 


403. 
M m fra£Honem quamuis propofitam in frac- 


tiones fimplices refoluendi, quam in Introductio- 
ne expofuimus etíi, per fe fatis eft facilis; tamen ope cal- 
culi differentialis ita perfici poteft, vt faepenumero multo 
minori negotio in vfum vocari poffit. Praecipue vero fi dé- 
nominaror fractionis refoluendae fuerit indefiniti gradus, 
methodus ante expofita plerumque non mediocriter im- 
peditur, dum loco quantitatis incognitae fubítitutio valo- 
ris, quem ex quopiam fattore induit, fieri debet.  Im- 
primis autem his cafibus diuiíio denominatoris per facto- 
rem iam inuentum nimis fit moleíta. Quae operatio, fi 
calculus diHerentialis in fubíidium vocetur, euitari pote- 
rit, ita vt non opus fit alterum denominatoris factorem, 
qui orirur fi denominator per factorem iam cognitum 
diuidatur, noíle. . Hunc autem vfüm praeftat methodus 
determinandi valorem frattionis, cuius numerator ac de- 
nominator certo cafü ambo euanefcunt, cuius beneficio, 
quemadmodum  refolutio fra&tionum iam fupra tradita 
commodior & tractabilior reddi queat , hoc Capite do- 
ceamus , fimulque finem huic libro, in quo vfum cal- 
culi differentialis in. Analyfi expofüimus, imponamus. 
000002 404. 
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404. Si igitur propofita fuerit fractio quaecunque 
P i ; JA. 
«s» cuius numerator ac denominator fint funCtiones va- 


riabilis quantitatis x, rationales & integrae ; primum vi- 
dendum eft, vtrum x in numeratore P tot pluresue di- 
menfíiones habeat, quam in denominatore Q.  Quodíi eue- 
niat, complectetur fractio — in fe partem integram hu- 
jus formae A - Bx -|- Cx?-1- &c. quae diuifionis ope 
inde erui poterit: pars reliqua erit fractio eundem de- 
nominatorem Q habens, fed cuius numerator erit func- 
tio puta R pauciores ipfius x dimenfiones continens, 
quam denominator Qs ita vt vlterior refolutio inítitu- 
enda fit in fra&tione Q Interim tamen non opus eft 


nofle hunc nouum numeratorem R, fed eaedem fra&tio- 


nes fimplices, quas fractio ó füppeditatura effet, elici 


poffunt immediate ex fractione propofita Qj prout 


iam fupra notauimus. 

405. Praeter partem integram igitur, fi quam con- 
»* » P * ] * " 
tinet fractio — , erui debent fra&tiones fimplices, qua- 


rum denominatores fint vel binomiales huius formae 
££ *, vel trinomiales huigsmodi f 2x cof.Vfz --exx, 
vel eiusmodi formularum quadrata, cubiue feu altiores 
poteftate.  Hique denominatores omnes erunt factores 
denominatoris Q , ita vt quilibet denominatoris ipíius Q 
fattor praebeat fractionem fimplicem. — Scilicet fi deno- 

ITl-* 
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minator Q fatctorem habeat f--£x, ex eo nafcetur frac- 


tio fimplex huiusmodi 





;: fin autem factor fuerit 


y2c; binae £eatHoles uai accu abes i a 
Cf-3-£x)*, binae fractiones quer Bud arci 
Atque ex denominatoris Q fa&ore cubico (f-- £x)? 
orientur tres fra&ctiones fimplices huius formae : 

9l 23 G 
Ge rU Ur: UU EL ; & ita porro. 
Quodfi autem denominator Q factorem habuerit trino- 
mialem huiusmodi f/—2/gxcofp--£ggx., ex eo orie- 
3| -- ac 
f—afegx cofQ-r- gg xx? 
&, íi duo huiusmodi fa&tores fuerint aequales vti 
(f— 2fgxcofp--g2xx)*, hinc prodibunt duae fractio- 
5. d o X APP UM DAFIMIRUS o GLEN: 
" QF—afercofp--gexx) ' f—afg xcolp--ggxa 
Huiusmodi autem fa&or cubicus (f/— 2/2x cof 4 2g xx)? 
dabit tres fraCtiones (fimplices, biquadratus quatuor, & 
ita porro. 


f--gs 


tur fractio fimplex talis formae 


406. Refolutio ergo fratctionis cuiuscunque —— ita 


inftituatur. —Quaerantur primo omnes fa&tores tam fim- 
plices feu binomiales, quam trinomiales denominatoris 
Q, &, fi qui fuerint inter fe aequales, ii probe noten- 
tur, & inflar vnius habeantur. "lum ex fingulis his 
denominatoris faCtoribus eliciantur fraCtiones fimplices, 
vel modo iam fupra oftenfo, vel eo, quem hic fümus 

Ooo oo 3 tra- 
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tradituri, & qui pro lubitu. in locum prioris fubftitui 
poterit. — Quo fatto aggregatum omnium iítarum frac- 


tionum fimplicium vna cum parte integra , fi quam con- 
tinet fra&tio propofita — , huius valorem exhaurient. In- 


ventionem quidem factorum denominatoris Q hic tan- 
quam cognitam affumimus, cum pendeat a refolutione 
aequationis Q — o ; methodumque hic trademus per cal- 
culum differentialem pro dato quouis denominatoris fac- 
tore fratctionem fimplicem inde ortam definiendi. Quod, 
cum iítarum fractionum fimplicium denominatores iam 
habeantur, praeftabitur, fi numeratorem cuiusque fractio- 
nis inueftigare doceamus. 


d 54B . 
407. Ponamus ergo fraCtionis —— denominatorem 


Q fa&orem habere f—L- 2x, ita vt fit Q—(/-— gx) S 
neque vero hic alter fattor S infüper eundem fa&torem 
f--£g* contineat. —Sit frattio fimplex ex i(to factore 
orta — tum ier ; & complementum huiusmodi formam 
7 eia Rt 9 M ar ap 
habebit wo da v fit Fang a - Erit 
E P 9$ |» P—393IS 


Q— fp U-reSS! 
. Cum igitur V fit fun&tio integra ipfius 


ere ideoque 


udi ua 
— f-—- gx 
x, necefle ct vt P—-9[S fit diui(übile per f——-57*; ac 


propterea fi ponatur f/—-1- g «x — o feu RE. expres- 
| fio 
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f 


fio P— 9(S euanefcet. Fiat ergo rl & cum fit 


P UM ! 
P— 91S co, eric 9| — rx vti iam fupra inuenimus. 


Cum autem fit S fiet y 09, fi 
vbique ponatur f--27x-L—o, feu x cy . - Quo. 


niam vero hoc cafu tam numerator (/-1-7x)P, quam 
denominator Q euanefcit ; per ea , quae de valore 
huiusmodi fratctionum inueítigando  expofüimus , erit 





dP—-Pegdx d 
"n finm is iiam Ss id fi quidem ponatur « — 
Q. i 
Hoc autem cafu ob (f-1—-gx)2P — o, erit ace ; 
ü 


ficque per differentiationem valor numeratoris 9f expe- 
dite reperitur. 


408. Si igitur fraclionis propofitae F denomina- 
tor Q factorem habeat fimplicem £—L— x, ex eo orie- 


tur fractio fimplex ers , exiftente gp — £E dx oft- 


f--* 4Q ^F 
quam hic vbique loco x valor zu eX aequatione 
f--gx- o oriundus fuerit fübftitutus. Hoc ergo mo- 
do non necefle eft, vt ante quaeratur alter denominato- 
ris Q fattor S, qui oritur, fi Q per f--£gx diuidatur. 
Hinc fi Q. non in factoribus 'exprimatur, hanc diuifio- 
nem faepe non parum moleftam , praecipue fi x in de- 

no- 
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nominatore Q habeat exponentes indefinitos, omittere 


poterimus, cum valor ipfius 94 ex formula Ss du obti- 
iorbá 


neatur. Sin autem denominator Q iam in 
fuerit expreffus, ita vt inde valor ipfius S [ponte pateat, 
tum praeferenda erit altera expreíflio, qua inuenimus 


p A" 
9l —q ponendo pariter vbique js. Sicque pro 
inueniendo valore ipfius 9| quouis cafü ea formula ad- 
hiberi poterit, quae commodior & expeditior videatur. 
Vífum autem nouae formulae aliquot exemplis illu(tra- 
P 
bimus. 
EXEMPLUM .L 
Sit propofita ifla. fractio ing, Cis fraclionem | fnm- 
plicem ex denominatoris factore y-A- X oriundam 
definiri oporteat. 
Quoniam hic eft Q — r-1- x*7, cuius etíi fattor 
r -4- x conítat, tamen fi, vti prima methodus poftulat 
per eum diuidere velimus, prodiret 
Qum lo es p rmm dr uem evelli «ce te, 


Ps 
Commodius igitur vtemur noua formula 9[— JC t 


qua veo hg & P—x*?, ob 4Q—i7x 54, 


I 
fiit 9| — -pe L— iui pofito x — —:, vnde fit 


9[ — T & fra&io fi Sidi ex  denominatoris faCtore 


I x oriunda erit ———— | 
"ds TC I nad 
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EXEMPLUM II. 

Propofta fracione t0 fraclionem | fimplicem | ex 
denominatoris faclore x — x oriundam 
inuefligare. 

Ob fa&orem propofitum 1—x, erit /—1, & g—- 
T'um vero denominator Q— 1—2?* dat 2() —— 2zx s 


Xxc"m 
» m ———— 
vnde propter P — x» obtinebitur 9( — — de Pofi- 
: I 
toque ex aequatione 1—x-—o, x-— r1, fiet 9| — — ; 


2n 


ita vt fra&tio fimplex futura fit haec. ————. 
2n(1—x) 
EXEMPLUM III 
xm 
—4A4Xxk--3xn 
plicem ex SISSE We factore v—x oriundum 
determinare. 


Propofita frachtone  - , eius frachionem. fun- 


(0 ym 


as k— - Loi Keiner ren 
— — 4x M4 32x" " vnde fit C—Eren 


. I : 
& wi x— Tr, ert 9| —— ————.  Fra&io ergo fim- 
4k—3n 


plex ex ifto denominatoris fattore fimplici 1 — oriunda 
I 


erit — (k-32)(1—-2)' 
Ppppp 409. 
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uc ey UP 
409. Ponamus nunc fratdionis — denominatorem 


Q factorem habere quadratum (/-- £gx)*, & fra&tiones 
9l 235 
Q-rgsy 7 gFoegac 
Sit Q — (f-Fgx)'S & complementum — 


fimplices hinc oriundas effe — ——— 
cu oom S? ita vt fit 
V.LPO 09 089 2g y-P-98-SCEe0S 
S. Q (xg? f--gx Ct gx)* 

Quia nunc V eft fun&Gio integra, neceffe eft vt fit 
P— 91$ — 38S (f-1I-7») diuifibile per (£—- gx)* ; & 
cum S factorem f--£g»x amplius non contineat, quo- 
que haec exprefüio c it 3| — 95 (f—1— gx) diui(bilis 
erit per (f ex)*; ideoque fatto /-gx—o, feu x — —- - 


non folum ipfa, fed etiam eius differentiale 4. Sade 


euanefcet. Fiat ergo x — z eritque ex priori aequa- 
I P 


: ITO TRUM MCIUE 

tione M —u; ex pofteriori vero erit. 98 — zs 8 

quibus valoribus inuentis habebuntur íractiones quae- 
2l 35 

GF» PE 


fitae : 
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EXEMPLUM. 


Propofita fraclione. - pu cutus denominator. faclo- 


xm 
-4X5 t3 
rem habet (a S, inuenire frachioues frmplices 
hinc oriundas. 


Cum hic fit /—1:, g—-1, P— x» & Q—1-4: t5x*, 








m. xm 
erit 9——c1--2x-1-3x«;j [3 à GP; cuppum : 
pd P Lmas-idz-|-a(m—1)x*dx-1-3(m—a)am t dx. 
BUT (147 ax 47 34x)? 
Hinc pofito x — r, erit: 
I tis 6m-—8 .4—3m. 
ar oe dud "€ & A — "as adr -—À 18 , 


6(1-x)? HI ig(1—x) 
LI " P Lj 
410. Habeat fra&tionis — denominator Q tres 


fa&ores fimplices aequales, feu fit Q — (—-£ »)*, fint- 
que fra&tiones fimplices ex hoc fa&tore cubico (f-—-g3)* 

2l uu e . 
Ü-Egx T U-RaD* T foras? 
complementum vero harum fractionum ad fractionem 





vnde fra&tiones quaefitae erunt : 


oriundae hae: 


propofitam Q conftituendam fit go eritque V — 
P— WS NSQ-- p) — €SU- Eg — Que 


haec exprefio LXI 9| — $5 (£-21- gx) — € (£7 x)* 
Ppppp2 diui- 





on 


4 
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diuifibilis he per (f-1- gx)? ; vnde pofito /-4- gx — o 
Íeu x — — , non folum ipfa haec expreffio, fed etiam 
eius differentiale primum & fecundum euadet — o, Erit 
fcilicet ponendo x -— 

P | 

g 3 — 3902-45) — € (-I-g3) — o 

P 

xi^ quis Aodx—2G8gdx(f--gx)zco 


dd. * — ($ £*4x? — o. 


Ex prima aequatione ergo erit 


Ex fecunda vero erit $—-—- 
——. gd« 


I 


Ex tertia denique definitur € — 2px 


411. QGeneraliter ergo fi fra&tionis * denominator 
Q fa&orem habeat (/-21—gx)*, ita vt fit Q — (--2x)"S; 
pofitis fraCtionibus fimplicibus ex hoc fa&tore (/-1- gx)" 
oriundis his : 


25 G Ls: id 


G 
(dgaxyc ! Ggxy-i TUTO TIE 


quoad ad vltimam, cuius denominator eft f/—- 2x, per- 

veniatur, íi ratiocinium vt ante inítituatur , reperietur 

haec expretfio : 

g 9-SUte2-GU 19x) DU Tan -EC T0» -Kc. 
diui- 
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diuifibilis efle debere per (f--£2»)", hinc tam ipfa, 
quam fingula eius differentialia vsque ad gradum z— r, 


cafü £z euanefcere debebunt. — Ex quibus aequa- 


tionibus concludetur fore ponendo vbique « s 
CE 
"OT 
DP 
0 e EU 
nr MESE T 
P 1.2 g^ dx? s. 
— b D. x. 
— 132 4x d3., q 
I P 


—— e vac MESE d*^.— 
-— 1.2:3:4g*dx* — $5 
Vbi quidem notandum eft, differentialia ifta ipfius 


S 
-— 


ante capi oportere, quam loco x ponatur e alias enim 


variabilitas ipfius x tolleretur. 


412. Facilius ergo hoc modo iíti numeratores 
9[, $5, G, (D, &c. exprimuntur, quam eo modo, qui 
in Introduétione eft traditus , & faepenumero quoque 
hac noua ratione eorum valores expeditius reperiuntur. 
Quae comparatio quo facilius inítirui queat, valores lit- 
crarum 21, 25, G, $, &c. priori modo definiamus : 


Ppppps Po- 
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| 
|. 


| Statuatur relicto x variabili 

P— 35 
f--&x* 

m RAN uas ; 

T IP. f£ erit 

OQ-—e6e5— 

fl zir t«& erit 

9$ — 9s 
[-r-g«* 


Pofito x 


4 — — 9$ erit 
De NIES 
€ 

2 
E 


— G6 erit 


an 
P 
* 
y 
S 
3) 
S 
Si 
S 
S 


| acp 
413. Quodfíi autem fratctionis — denominator Q 


& ita porro. 


non omnes factores fimplices habeat reales, cum bini imagi- 

nariorum iunctim füumantur, quorum productum erit reale. 

Sic ergo denominatoris Q factor f£ ——2 fe x cofip -4— gexx, 

qui pofitus — o dat hunc duplicem valorem imaginarium ;: 
f L 


»cxpmiedop me ex quo erit 


-: dug -- 27 fin np. 
Ponamus effe Q — (ff — 3/2 xcofp-4-22*x) S, atque S 
praeterea per f/-2fgxcofp--2g«x non efle diuifibile. 
Sit fra&tio ex ifto fa&tore denominatoris oriunda : 

396 -2-ac per 
fF—-2fgxcofp--ggxx 


L agire 
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& —— ad mm d lit — M , erit 
V L— L————————À———; ; vnde P—(93[--ax)S 
ac propterea quoque we 9| — ax diuifibile erit per 


-2fgxcofp-1-ggxx. Euanefcet ergo s-3 —ax 





fi ponatur g— 2fpox cof --££2XxX—0; hoc eft fi ponatur 
| kun ud Law 
vel X lI inu: LeEIOM fin 
f f 


vel viduae eotip rni; n 


414. Quoniam P & S funt fun&tiones integrae ip- 
fius x, fiat in vtroque feorfim vtraque fübítitutio; & 
quia pro quauis poteftate ipfius x, puta x" binomium 

f* at f. 
hoc x»— —cofz(-J—— 
| g" g^V-—a1 
f" 


Ponamus primo vbique —— cof pro x", hocque fa&to 





fin.z( fubfttui debet. 


abeat P in $9, & S in e. Deinde ponatur vbique 
7 (in 2p pro «^, hocque fatto abeat P in p & S in $; 


vbi notandum eft ante has fübítitutiones vtramque füunc- 

tionem P & S penitus debere euolui, ita vt, íi forte 

fattoribus fint implicatae, ii per aCtualem multiplicatio: 

nem tollantur. His valoribus 9, p, &, $, inuentis, 
manifeftum erit, fi ponatur : 

BE ME Los Pub e uw 

x —-— co 9 E 3 fin t 


g func- 
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functionem P abituram effe in 99 —- 7 & 


functionem S abituram effe in & -- v Hinc 


cum s—39—2* feu P— (31 -r-ax)S vtroque 

cafü euanefcere debeat, E 

-- 7 t- ete f ord xy fin e) (e 2 .—) 

vnde * figna anibicos hae de aequationes orientur : 
y — 46 -- S core — NT $ ino 


p -—23i$ -- D aro 4-9, 
ex quibus eliminando 9[ TNT : 
&p»—$'*5 LV) (nq; ideoque erit 

uL sg(5yp-$]) 
— fJ(&'-r$*jüngp* 
Deinde eliminando fin Q erit : 
6p -- t9 — (8-609 4- V. coro). Ergo 
9 — $95--?9 (€ — 69) cro 
C7 € --8 (&* —4-é*)fngo. 


fin $ 


415. Cum iam fit S — 


ins 4. Qr 
DW -r f —2fgx x cof -rggzx? 
quia pofito £F —— 2g x cofpd-ggxx — o tam numera- 
tor quam dcr euanefcent, erit hoc caíu : 


dQ:dx " 


dm LIN Po- 
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Ponamus nunc,: fi vbique fubítituatur a» — eof "o, 


d piu | | | 
functionem e. abire in £1; fíin autem ftatuatur 


it insQ, eam abire in 4; atque manifeftum eft 
S f f 

íi ponatur me 21991 o «Ya "a | 

functionem 2s abire in £à -- ——. Ex quo functio S 


V-—i 
f£323-04:V— 1 Uh " , 
—Esfrüng:y-1* Qumiérgo (it S — 8 7-7 


-.V-1 
eodem valore pro x pofito, habebitur : 


fin 


abibit in 


Q3 Vi. mu SES ino fpi fing. 


ide | u^ 
Erit ergo $— Cb &.eg- 


Hisque valoribus fubftitutis, fiet q — 


777 fin $' 
28g (pq 1-95.) 
« A*--43 
p£p(ünOo — 2/g(pq-I- £D cofo 
pte gru inq ou 





& go Ps 


416. Hinc ergo idonea obtinetur ratio ex quouis 
fattore fecundae poteftatis fraCtionem fimplicem forman- 
di, hicque cum ipfe fractionis propofitae denominator 
in computo retineatur, diuifionem, qua valor litterae S 
definiri deberet , & quae faepe non parum eít moleíta, 


Qqqqq eui- 
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euitamus. Si igitur fra&tionis Gg denominator Q fa&to- 
rem habeat talem ff — 2fgx cofp -4-ggxx, fequenti 
modo fractio fimplex ex hoc fa&tore oriunda, quam fin- 
TER no d 
f—a2cfgx cof --gg xa Eq 
emm "s cofp, & pro quauis ipfius x poteftate x* fcri- 


gamus — , definietur. Ponatur 


batur P cof ^; quo fatto abeat P in $5, & fan&io 


2 in £y. . Deinde ibidem ponatur "— ino, & 


poteftas eius quaeuis a* — 7 finz9; abeatque Pin y, 


"4 


pos in d.  Inuentisque hoc modo valoribus littera- 
rum 3. (à, p & q quafiitates 91 & a ita definientur, 
gq—2£Obq-p£)fnO — 2/z à po)cofo 
—— A*4-4 7o» 

2gg Cp r7 »9 

Q*--4* 
Fractio ergo ex denominatoris Q fattore f —-2 fex 
cofp--£g27*x oriunda erit : 
2/8 (9q— p) inp 4-200 -—7»9 (gx —fcofq) 

(fa? ag —2fgxcofQ--gg« x) 


vt fit 


a — 
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ebbe di i 


S; propofita fuerit haec frachio t CHius denomina- 


DE TUE 
tor a-- bx^ fadorem habeat. hunc : f£—2fgx cof 6 -ggxx 
inuenire fraclionem. [implicem huic factori 
comuententem. 

Quoniam hi0 et P—— x" & Q-—ca--2x", 
4Q 


erit ——— 8 bx"—1, vnde fet : 


| f" | f" 
E? Alte E cum 








12 c: cof(z-1)9 y.4 2 T fin(n-1)Q. 
Tel Lp dd m 
Ex his erit : Q2 —* T I 


hp £m-4-n-1 
$5qq—»à— Roses — fin(u-z-1)0; 





zbyfm-r 
gm--n— TAR 


aque $$55313--»4— 





— cof. (n-m-1)(. 


Quamobrem erit fra&tio fimplex quaefita : 


gn-" (finQ. in z-m- P REN p- peor cfca- aii) "ie 
"ü jfs»-me-(Q —1 1 (f—2j 





fea 
2g" (gx cof cof (n — m — 1) — feof(s-m)0] 
^ mbf"-m- n—m-1 (f —2fgxcotQ--gg xx) 


QOqqqq2 EXEM* 
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EXEMPLUM It. 
St propofita haec fractio Sp CuiH$. denoming- 
tor factorem habeat ff—2fgxcoft--goxx, inuenire 
fratiionem fimplicem inde oriumdam. 


Cum ft P— :, & Qc—ax»-- brem, 
erit A m mas mci - (m--n)b x mni, ideoque 


pofito x^ pu) ob PcEI r9 Gom ir 
(mm) b fon 


uu EE ES 
p  Cof(m» 1093 meu 


gn M cof(m4n-1i)0 
G. 54 05 anme 
pfm--2— 
 — lin(s- "Dec eee - in(mio-)g 
m Satin) Qum ed fm ene t 
gm) 200 gamuamÓ 7 
Adm: wi dt Pin a 
- g?mo2) 7 


Quodíi vero eft f—27/2xcoff-L-grgxx diuifor ipfius 


cofzQ 


a-—-bx", erit a-- T cofag — o & J. naQ —o, 
JFEKTE 
FIN 


vnde 44 — 
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Erit ergo : 
(mn pb fant on m (24m) aafs(m- 
mcpe LUE SLM 
| Q2nma lee uaa pyrsoeren) 
TES (o gi-—1) [6s gim»-1) 




















Deinde vero erit : 
bfm2-5-i 
i-r P iecit G1 c 
[ Pfekx 


2i g nc ((m--5) fin (m 5-1) b — m cofz Q. fin C gn, o] 


p ry mat (1 cofz fin(m-1)0 -4- n (in 2D eof(zi-1)0] 
P: & "L£DO-yq-—-— 

* m ((m--r)cof(m-tn—1)9 — mcofzQ. cof(m—1)0] 

Vel cum f—2/fgcofb-|-ggxx fit quoque diui- 

for ipius s«x'"—!-|-5xr"-F*—', erit: 


o cof (m -1) o -4- EE cof (m4-2—1)q — 














& rm 1 n(m-1)0 4- ^ DPI — fin(m45—1) $ — o, 


Er. erit : 
]fm-4-s— 
aL ECT cfmbne1)o & q—— oeuf fin(m4u-1)Q 
feu 
Q I -—T f(m-1)9 & q—— ^ — n(m-1)g. 








Oqqaqqs Ex 
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Ex quibus refultabit fra&io quaefita : 
YY 2g" (fcofm —g x cof (m—1)0] 
uafm- (f—2f/gxcofp--ggxx) ' 
Quae formula ex priori exemplo fequitur, fi ponatur s 
negatiuum , vnde non opus fuiffet hunc cafum peculia- 
rem conítituifle. 
EXEMPLUM III 


S; huius. fractionis denominator. habuerit 


a4 bxn -CXin 
fadorem ff — 2fgx cof b -— ggxx, fra&tionem 

füinplicem. inuefligare ex hoe factore 
oriundam. 


Si f—2fgxcofp--ggx x eft factor denomina- 
toris a -]- hx" -- cx?^, erit vt fupra oftendimus : 


a -- "A eofa 6-- T cof an p — o 


& d - in 2 $4 Pa 


Cum igitur i prm " iE NEC PRA cx", 


erit S nbx?-!-L-2ncx*"—; vnde efficitur : 
X 


lene QU Nh p - inm: 
asdf cof (22—1) 6 


rA -— D 
ah 


Oz f" — cof (n1) 9 -- 


Jio- 


g-- e — (in (;—1) 0 -.- — fin (34—1)Q. 


Quarm- 
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Quamobrem habebimus: 
| a 1 de z 
£i pat — ETT a $77 cotuo 4-277). 
At ex dedil prioribus ADSSUUR "d 


QI AE cofn Q -- 5577) aui 

















ideoque 
4 taf? cof» p — JU EO Comp y RTL c 
p" fa" g*" 


quo valore ibi fubflituto erit : 
24 2pn5—2 2 zn ^r 25 
a d dag ni Ti EET) 





2 | ur p&grtto. 
Ohr SEL i 
feu 
ma i. AA hm 5n? n* (aangtt — bbfio gin I accf e) 
Q4 - IER Wovet 


Deinde erit: $4-—-—p8 z— 


Tcr fin(a- ware ——— fin(22—2—1)p 


$9 -- pq —— 


-- 2 -EFin 
ER cof(n—-m-1)p ——- e pea fin(22-m—1)Q. 





Quibus valoribus inuentis erit fractio fimplex quaefita : 


2fg (9$q— £y ing 7-27 (B. £Y-24-»9 (gx — fcofQ) 
o NA 2-9) F— zfgx cof Q -2- gg x) 


" XY oui. d 





417. 
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417. Hae autem fra&tiones facilius exprimentur, 
fi ipfos denominatorum factores determinemus. Sit igi- 
tur denominator fraCtionis propofitae : 

a -—. b5x* 
cuius factor trinomialis fi ponatur : 
yF—cfgxcofp --ggxx 
erit vti in Introdu&tione oftendimus : 
Pf" REI MS rm ael 

a -- " cofz p —o & un 850, 
cum igitur fit. finz — o, erit vel 2» —(2£—1) v, 
vel 2 —2 Ez, priori cafü erit cofz  —-— 1, pofte- 
rioi cofz—--1:. Si ergo 4 & ? fint quantitates 
affirmatiuae, prior cafus folus locum habebit, quo ft 

Pf AM 
s — z" ; &c propterea: 

Il X 
: ems" i. & punc E» 
retineamus autem loco harum quantitatum irrationalium 
litteras / & £g, feu ponamus potius « — f" & »— g^, 
ita vt fa&tores inueftigari debeant huius functionis : 
dece gts 
JN (2k—1)r  ... ; 
Cum igitur fit 9 — —— ——, vbi & numerum querm- 
cunque affirmatiuum integrum defignare poteít; at vero 
maiores numeri pro 4 non funt fumendi, quam qui red- 
dant - * — vnitate minorem ; hinc fra&ionis propo- 
pofitae — f*"--g"«" fa&ores erunt fequences : 


/g— 
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F—acxfge cof — -- gg 
3T 
F— 2fgxcol^-L-ggux 


$T 
— 2afgxcof — Tf 
f f& viu wf d. 
&c. 
vbi notandum eft fi » fit numerus impar, vtrum facto- 
rem haberi binomium hunc: 
Jow1ue» 
fin autem 7 fit numerus par, nullus factor aderit bi- 
nomius. 
EXEMPLUM IL 
X m 
fn gnxn 
fractiones. fimplices. 


Refoluere hauc fractionem UL fuas 


Cum denominatoris vnusquisque fa&or trinomialis 
contincatur in hac forma: 


F-—2fgx duran 
erit in $. praecedente ERR LOS Pe" 


(24 (24 -1)7 


o — , vnde erit: 


" 
z4 (m 1) Cm. )T 


fin(z——1)0p — fin (m1) p — 


x Terges 


& 


cof(n— —m-1)p--«of(mt:1)p—- MICE iE-1)m 


Rrr rr Hinc 
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Hinc ex iftoefa&tore oritur fra&lio fimplex haec: 
^ff nd CniD d Cad Jet, a naar ER fa ref QC ik- n 25) 


H—m-—i m 
n f I (See 
Quamobrem fra&tio propofita refoluetur in has fimplices: 


2ffn int — , coU" (e x-— -fcof ^.) 


' »—m—1 m, 


g " (g-afgreot T — ges) 
quiet ugieiDe (sain) 


n-—m-—lI 


g^ (f-sfgvcot?* gas) 
ood | acof TT (e, -fco(?* T) 


»—m—i m 
"f r4 (2E UNE Mead 
&c. 
Si ergo z fuerit numerus par, hoc modo omnes oriun- 
tur frattiones fimplices; fin autem z fit numerus impar, 
ob fa&torem binomium f-—-— 7x, ad fraCtiones hoc mo- 
do refültantes infüper addi debet haec: 
c: am I 
Bujs 5 orteynowr PN ipm 
ng E Uu Hcr) 
vbi fignum -1- valet, fi m fuerit numerus par, contra 
fignum —-. Si z fuerit numerus maior quam v, tum 
ad 
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has fra&tiones accedent infuper partes integrae huiusmodi 














m—n "m-— an» m-— 35 m— 4n 
Ax -T Bx -- Cx -J- Dx —- &c. 
quamdiu exponentes manent affirmatiui, eritque : 
AossTrÉr s; Be A zi 
i: "ERUCME 4 
Af"--Bg"-—o .. 1 UTI 
Bf^»--Cg"—o.. epu. 
C/"--Dg"-—o.. p--7. 
&c. &c. 
EXEMPLUM II 
Refoluere hanc fractionem TM CPOHTIT OY "m fuas 


fraciiones fimplices. 


Quod ad fa&tores ipfius f" —g".x^ attinet, ex iis 
oriuntur eaedem frattiones, quas exemplo praecedente 
eruimus, dummodo ibi fumatur »; negatiue : fuper eft igi- 
tur tantum, vt fraCtiones fimplices ex denominatoris altero 
fattore x7 definiamus, quod hoc modo commoditlime 


| —- 23,9: 
fit : ftatuatur fractio propofita — —-1 fru eritque 
9 y»—15; Bipo- Mc Yi 


9g*-- 00 —0 . . s-5. 


Rrrrra Si 
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Si 7—7 adhuc fuerit numerus negatiuus, fimili modo erit 
operandum, ita vt, fi ;» fuerit numerus quantumuis ma- 
gnus, refülrent huiusmodi fractiones fimplices 


25 G SD 
y m-—n Er 1n Pr exul ee 
cuius feriei tot termini funt fumendi, quot habentur ipfius 
x exponentes afhrmatiui in denominatore. —Eritque 
"Ime 
9f ge" —L- 95 p» — 
23e" -I- (€ /"—o 


G g"»-- 39 f"»—o 
&c. 


Frattio ergo propofita omnino in has fraGiones fimpli- 
ces refoluetur : 


i ps gi" » 
fx" f?" pius A acus "t AaY-- Imi &c. 

(m- d - agn cof 2? )- "Ce fest 7) 
—u 1 


nf o. en] qma 


-afgnlin 7. in ————— 


j 97 qa rnUr uu eo ( t7 Dre ot 
— anim, in ———— —2 Eli ii sum 
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-afgnfin 7T Cn iam u-nm o ighc partem UT or geret? - fcor?? 2) 


n abeja. LIP iu 
"jf o sfgxcof Ay) iym 
&c. 
Quibus formulis fi 7 fuerit numerus impar, ob f -L- g' 
factorem denominatoris, infuper adiici debet : 
zi pg" 


/^—nd-m-i 

nf (--g«) 
vbi fignorum ambiguorum -- fuperius valet, fi z fue- 
rit numerus par, inferius vero íi » impar. 





418. Confideremus nunc quoque formulam 24-7 x", 
fi? fit numerus negatiuus, fitque propofita haec functio: 
f? - rs g? x5 

cuius primo femper erit fattor /—£2»x; atque fiz fit nume- 

rus par, quoque /--g.r eius erit factor. — Reliqui vero 

crunt trinomiales, quorum forma generalis fi ponatur 
f —-3fgxcop —-—-.ggxx 

erit. f/"—f"cofzp — o & f"(inzQ —o fiue (inzp —o 

& cofzQ — 1. Quibus vt farisfiat, oportet effe 7p — 2£z 

exiftente & numero quocunque integro, atque propterea 
2k 


erit (— ——. —Fattor ergo generalis erit: 
3 
f 2 fg x cof —À -.- ggxx 


fumendo ergo pro 24 omnes numeros pares exponente 
2? minores, prodibunt factores trinomiales omnes : 


Rrrrrs f— 
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f — 2fgxcof — gps 
f — 2fgx co. -ggux 


F—cfgxu cof 77 -d- ggxx 
&c. 


EXEMPLUM I. 
xm 


Refoluere hanc. fracionem. 7 im fuas 


Hn — g^ X n 
fraciones frmplices. 
Quoniam denominatoris fa&tor eft / —7»x, inde orietur 
9T " * r 
-— , ad cuius numeratorem inue- 
J—g* 
niendum, ponatur x" —P & /f"——g"x»^—Q, erit 
— E M m xm 


frat&tio huiusmodi 


dQ —-zg*x^-!, fietque 3| — 
J 


NET. TER I . | 
pofito x — -—. Ergo erit 9| — Jie hincque 


THEY M! n mg" Ia —1? 


fractio fimplex ex fa&tore f——£» orta erit : 
I 


2f £ OFT ESO 
Si z fit numerus par, quia tum denominatoris factor 
quoque eft /--g x, ponatur fractio fimplex inde ori- 


"niapx-2c7oE UNI S au cT 
, etit 9[— iz&-1» Po 


unda — RI iui c Eis 


3. 
[3-&* 


fito 
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fito x — --. Fiet ergo ob z—-1 numerum imparem 
d fm 

g"-ixs-i—c—f*"-i; at erit. x" — ———-, vbi fignum fu- 

perius valet , fi » fuerit numerus par, inferius fi w fit 

! Lr , 

numerus impar. Quare cum fit 9| — —szfe-m-igm Cit 
fractio fimplex ex fa&ore f-— g x oriunda lies 

UE I 


"paseos p ARRA 


Deinde cum factorum trinomialium forma generalis fit: 


—— 


2k 
F—cfgx cof — -- ggxx, 


fi comparatio cum Exemplo i. $. 416. inftituatur, erit 4— /», 
ak 

plL—g"& Q—— ; vnde finp —o & cof » $ —1i; 

atque fin(z—:»—1) (p —- (in (z-- 1) o —- (in snae La 





& cof (u—m—1) (p — cof (m41) p — NEEPLR, 
Ex quibus erit frattio fimplex hinc oriunda : 
(ff. fin er dad E Pai Gad Cea PN rois ;) 





Nadie 2er. gimus 


Hancobrem fra&tiones fimplices quaefitae erunt : 
I 








H-——"n-—17 mm 


nf £ (f—zgx) 
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a 2C a(mtliT «a of 2C A (r 


-I-2/ ün 7 


E y (gr) mes fps cof?" - |. gg " 
Mi zffin * AT cu cari cof et x 2 (gs -fcoff?) 


n—m-—i 


nf g VR «fg cort E ireiss) 
ea fn "P fig f Erat - aeo HU" (e X -fcof ^2) 


H—m"m-—l mnm 
nf f QN CRUATES cof € p. gas) d: 
quibus fi 27 fuerit numerus par, infuper addi debet haec 
fractio : is I 
cuius fignum fuperius — eft fumendum, fi z fuerit nume- 
rus par, inferius fi impar. Praeterea vero fi zz fit numerus 
non minor quam 7, adiiciendae funt partes integrae : 


A xm-^ 2- Bxm-:5 1- C x w—i5 2-7 Dx »—-4» —- &c. 
quamdiu exponentes non fuerint negatiui, eritque : 


Af" — Bg" — 
Bf» — Cg 


C/» — Dz"- 
&c. 
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EXEMPLUM II. 


Refoluere hanc fractionem xs gnxs) in fua ; 
fraciiones. fimplices. 


FraCiones quae ex denominatoris faCtore f^ — g":»^ 
oriuntur, eaedem erunt quae ante, dummodo in illis for- 
mulis »; negatiue accipiatur. ^ Quare ad alterum facto- 
rem x^ eft refpiciendum, ex quo fi ponamus has frac- 
tiones refüultare : 

















3l $08 € y» 
ym -L- ym—n "cs VENZAO- jn —- &c. 
quae feries eousque eft continuanda, donec exponentes 
ipfius x fiant negatiui. Erit vero 
WwJ^"-2213 Ergo S. ur 
Bj.— Sg mo... 8—4. 
| B5 l— Qn 7 (Q » oe gn 
Gf mo —-— - 9]. * G iid jfi 
n " -——(5 79 a — gi 
e f - Gg ar PALMS LEM. f^" 
&c. &c. 


Fra&io ergo propofita refoluetur in has fractiones 
fi — | 


p^" 
Am fures NÉ Amel vire Bia. 





JISLEECESYT) 
9sS$$. .. -J- 


-- 
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T6. 2(m—1)T 2(m— 
n 


—— 29e^60f 


d-afgtn 


s er ferr) 
DUET CESISRe NUR 
d-afgtfai in imis —agnoot 0 — DT "(e fuc -fcof** ) 


b pir den 
| n$ ii | 
y az» cof 7 TE: io zm 
&c. 

quibus fi 7 fuerit numerus par, infüper addi debet haec 
fradio: . Herd CHEP cov 

sf'tu-ifA- gx) 
quae autem praetermittitur, fi » fuerit numerus impar. 
Signorum, ambiguorum vero fuperius — valet, fi m (it 
numerus par, inferius vere —-, fi & fit numerus impar. 


419. Hoc ergo modo omnes fra&tiones, quarum deno- 
minator ex duobus conftat membris huiusmodi s--/ x», 
in fraCtiones fimplices refoluuntur. ^ At fi denominator 
conftet tribus huiusmodi membris a-4- 2x" 4- cx:7, tum 

. primum videndum eft, vtrum is in duos faCtores reales 
prioris formae refolui poffit. Hoc enim (i eueniar, refolu- 
tio in fra&tiones fimplices modo ante expofito inftitui po- 
teri. Si enim proponatur huiusmodi. fractio 


QR I 
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ea primum in duas fra&tiones transformabitur huiusmodi : ; 
€ xm 
f*--g gn A TER. je n 
eritque & /» -- 87" —1 & ah" -- 6 e» — o, vnde fit 








I pagus | TEES 
a—upoBL— t ; ideoque habebitur 
Án TR uc MT 599 ; 
6— L———-&Ma 
I5 (Mte e») —F*-4my 
Si exponens s fuerit maior quam 7, transmutatio in 
fequentes frattiones erit commodior : 





gxm-" — Ox m- 
f? -Lr ga - ft dex | 
qua fit festi * ah"—- 6g"—:, ideoque 
dins &' e —. —.  Vtra autem transforma- 


ume Dyecyan -g" g" -—- h^ 
tio adhibeatur, Pel - fraGhio hoc modo oriunda metho- 
do ante expofita refoluetur in fuas fraCtiones fimplices, quae 
iunctim fümtae frattioni propofitae erunt aequales, | 


420. Simili modo methodus haCtenus tradita fuífi- 
ciet, fi denominator ex pluribus membris conftet huius- 
modi a--42x*"—L— cxi"—ILdxi^—Lex4"——-&c. dum- 
modo is in factores formae f? -t- g"x^ refolui queat. 
Ponamus enim occurrere hanc fra&ionem in íuas frac- 
tiones fimplices refoluendam : - 

xm 1; 


Sssss2 Haec 
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Haec primum refoluetur in has: 
A x7 Bx Cx 
x ma E 2x scd cas --p- &c. 


ü—— x? E d Q— yn 


quarum nureratores fequenti modo Medie Lacr vt fit 


LESS |  Ceidibeke ue 20) BR 
A (— a) (c— 2a) (d— a) 


B- : 


(a— 5) (e-—F) (4— 1) 
——— —— I M ——— I ÓMÀÜ 
Com (a—c) (4—c) (d— c) &c 
Hac ergo praeparatione facta, fingulae iítae fraCtiones me- 
thodo ante expofita in fuas fractiones fimplices refoluen- 
tür ; T cunctae in vnam fummam erunt colligendae. 


421. Quod(i vero bhuoentodi denominator a-- bx 
-- cx3^ -- dxi^ —- &c. non omnes faCtores formae 
fF" -- g^x" habeant reales, bini imaginarii erunt con- 
iungendi. Ponamus ergo huiusmodi binorum fufórim 
productum efle : 
| Janus af pn zo calo ji dut vcn 
& cum haec expreffio nullos habeat factores fimplices 
reales, ponamus factores trinomiales in hac forma gene- 
rali coritineri : 
f—a2fgxcp--ggoux 


n 
quorum numerus erit — z,  Pofito ergo x" t cofzQ, 


orietur haec aequatio : 
| —2 cofuw. NPOR E DN 2o6- 
De- 
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Deinde pofito x» — L (nz; erit quoque: 


— 2 cof «.fin z D —— fin 2 2 o — 
quae diuifa per finz(p dat cofz p — cof v, ficque fimul 
priori aequationi fatisht. — Erit ergo » p— 2m -—-w 
denotante & numerum quemuis integrum , ideoque erit 


2 km--0 
o ———. & factores omnes continebuntur in hac 
J 








forma : ffir zo ong giade 


vnde fequentes habebuntur Sdincss - 


f —2fgxcof —- --gegxs 





F-—-afgx cof —. — --ggxx 
Ff—cfgx NM ggxx 


ÉF—cifgx cof — P ggcx 





4T 





2fgx cof-— 





rà ---ggrxr- &c 
quorum tot funt fumendi, ddide eorum numerus fiat —— 


422. S1 Igitur proponatur iíta fraClio in fuas frac- 
tiones fimplices refoluenda : 


AR ro CAE ab DRE COLE. i. 
———————— a 2x 


quoniam denominatoris fa&bor trinomialis quicunque con- 
dnetur inhacforma: . ^ ff— 2fgxcofb-- ggxx 
SS55S B eXi- 
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| 2kz--0 I 
exiftente ) — — —— , confideretur ifta fraGio : 


m 
f"x—ifng" x*?--:1 cof w -- g^" y25-F1 
illi aequalis, ac ponatur numerator x^ — P ac denomi- 
nator f??x -——2f"7g"x"--!cofw—|-g2»x1»--1— Q : erit 


2. Lf —— 2 (1) f" g*" x? cof e ——- (an 1) g127 x1*, 
n 


Hinc ponendo gd ^: cof2 95; erit: 


p 47 cofmo Er p — £7 co [Cre & 
óB-lfw hei doafdoite ciis i ur AY 

Cum autem (it cof z(p — cofw, erit cof2 »(p—2 cfw?—1; 
ideoque AO-yf: (—242n cofw*)—-—2 nf?" (in w?. 


Deinde pofito E] aer p nz Q, fiet : 


der irs in c & 
os, nes T 171, Co MN E 1)fin2 2 

ob o NA :2finscofzQ—2cofefinz(; erit 

q- anf: cofwfingQ. Cum autem fit 7 $ — 2 £z 2-w, 

ert finup—--(íno & q——-J-2f?"[in w.cofw. 

His inuentis erit : A*--4 — 42? f4" (in w? 


dq —pà — 7277 CecfnQ. fno. cto Ham. fao) 
(uc 94—pà-—ti-——— 


Loi e : fin o; cof(mqQ--w) feu 


pq— 
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— m-ran ok mr d- (m-—mn) w 


$$9— p £— t ———— - (inw.cof 
9 --pq— 
9 £1-3-»4— e finw.fin(mp-r-w) feu 


2kmm 3 (m— Dnw)e 
" 


sf (—« cofzrq(inw* t fnm qp. fn cfw) 


po-cp iE t1 — fint. fin ——— 





L 
Hinc ex denominatoris faCtore: ff—2fzx or TEE** 
nafcitur ifla fra&tio fimplex : 
2kz To més iar ERE Ca sf jue» 


t ffin— 


— o—— a U—— UMP 77 lo —MÓMA o——r—— 


"f g. üo (- fg rcof 9 kggax) 
feu 


edet sem mici d rd 


loc ma au -2—1)9 


— -4 A AMEN IÉzo 





uM —————— — —u 
1" -- Im m -— 


nf E Gn (4 2f] cota "nus 


EXEMPLUM. 


' xm-—r 
Refoluere hanc fraclionem 


fz3c—a —2 fngnxn cof u 4 gi" xn 
m fuas fracliones frmplices. 
Itae raciones fmplices quaefitae ergo erunt : 


a fin —. :2 cn me ^ fin m (os —fet7) 














1m—m "m—I] 


nf g Pii, fo FC NBMBUS, y 





880 CAPUT XZTII. 


-/ün?* 2T — cope cette Gin mr AT -—U 


x —fcof -—— 


Ve purum Em) —- 
t/a 2t tt cof 2E Tr | im i CEN ád of Et) 


- -— 


1n— m m-—3I 


nf E (in ce ine (f - 2fgx tom tege) 
-fünf" e iebdÉR 1. fig 47 7— Tues yer Cy MEM — 


2H-—m 9m — 


nf E Gino (f - 2f gx cof p ggus) 
fin A ut Luc sie — Des - fco 14) 


"7 perse Lt ggxa) 
&c. 


ficque eousque erit progrediendum, quoad harum fractio- 
num numerus faerit z. Si » fuerit numerus vel maior 
quam 27—1: vel numerus negatiuus, priori caíü partes 
integrae, pofteriori vero frattiones infuper funt adiicien- 
dac, quae modo ante expofito facile inueniuntur, 


BEROLINI 
EX OFFICINA MICHAELIS, 
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